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I. 

lieber  die  Osculationskreise  bei  Kegelschnitten. 

Von 

Dr.  A.  Weiler 

in  Zariob. 


Hierzu  Taf.  1  Fig.  1-^11. 


Erste  Mittheilnng« 

Für  die  Osculationskreise  bei  Kegelschnitten  sind  bereits  sehr  viele 
Constroctionen  vorgeschlagen  worden,  von  denen  die  meisten  besondere 
Elleinente  als  bekannt  voraussetzen.  Bezüglich  der  Literatur  über  diesen 
Gegenstand  vergleiche  man  die  gebräuchlichen  Werke  über  darstellende 
Geometrie  und  über  Kegelschnitte,  z.B.  diejenigen  von  Wiener,  Mann- 
heim,  Fiedler,  Steiner-Schroeter,  Schellbach,  Cranz. 

Die  synthetische  Geometrie  liefert  direct  zweierlei  allgemeine  Methoden 
für  die  Bestimmung  des  Osculationskreises  eines  Kegelschnittes  in  einem 
seiner  Punkte,  welche  nachfolgend  in  Nr.  1  und  in  Nr.  2 — 4  behandelt 
werden  sollen.  Hierbei  wird  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  Speciali- 
simngen  der  vorgeschlagenen  Constructionen  im  Allgemeinen  absichtlich  ver- 
mieden sind. 

1«  Die  Kreise,  welche  den  beliebigen  Kegelschnitt  k*  in  einem  seiner 
Punkte  P  berühren,  bilden  ein  Kegelschnittbüschel.  Zwei  Orundpunkte  des 
Bflschels  liegen  auf  A^  bei  P  unendlich  benachbart  und  die  zwei  übrigen 
sind  die  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  J^j  J^  der  Ebene.  Es 
sehneidet  1^^  als  Kegelschnitt  durch  zwei  Grundpunkte  des  Büschels,  die 
Kreise  in  Punktepaaren,  welche  auf  h^  eine  Involution  bilden.  Die  dies- 
bezüglichen Involutionssehnen  gehen  durch  einen  festen  Pol  N. 

Das  Kreisbüschel  enthält  zwei  Linienpaare ,  bestehend  aus  der  Tangente  i 
an  ib*  in  P  zusammen  mit  der  unendlich  fernen  Greraden  g^  der  Ebene ,  und 
mos  den  imaginären  Geraden  P/|,  PJ^.  Es  ist  g^,,  eine  Involutionssehne, 
aUo  liegt  N  unendlich  fem.  —  Zwei  weitere  Kreise  des  Büschels  berühren 
V  in  den  symmetrischen  Punkten  von  P  in  Bezug  auf  die  Axen.  Letztere 
Punkte  sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  und  die  Tangenten  in  ihnen 
sind  die  beiden  Involntionssehnen ,  welche  h^  berühren.  Es  folgt ,  dass  die 
InTolntionssehnen  die  orthogonal -symmetrischen  Linien  der  Tangente  t  in  P 

XtfttMhfift  f.  Umih»m»tik  a,  FbjBik  XXXIV,  /.  \ 
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in  Bezug  auf  die  Axenrichtungen  sind.*  —  Leicht  übersehbare  Modificatio- 
nen  treten  ein,  wenn  P  in  einen  Scheitel  von  Ä*  fällt  oder  wenn  V  ei:Kie 
Parabel  ist. 

Ist  s  eine  Involutionssehne,  so  giebt  es  stets  einen  Kreis,  welcher  Ä* 
in  P  bertlhrt  und  durch  die  beiden  5  und  Ic^  gemeinsamen  Punkte  gebt. 
Legt  man  die  mit  s  parallele  Sehne  Sq  durch  P  selbst,  so  geht  der 
nannte  Kreis  in  den  Osculationskreis  p^  des  Punktes  P  über.  Der  nicht 
/*  fallende  Schnittpunkt  von  Sq  mit  ä'  sei  Pq.  Die  Mittelsenkrechte 
Strecke  PPq  schneidet  die  Normale  n,  von  h^  in  P,  im  Krümmungscentrum 
Die  in  Pq  auf  PPq  errichtete  Senkrechte  schneidet  n  im  Endpunkte  L 
in  die  Normale  fallenden  Durchmessers  von  p^. 

um  nun  für  den  durch  die  fünf  nothwendigen  Elemente  P  mit  t  und  ^ 
und  die  drei  weiteren  Punkte  Ä^  B,  C  bestimmten  Kegelschnitt  Ä*  den  Os- 
culationskreis p^  zu  constimiren ,  ergeben  sich  zwei  Möglichkeiten.  Eix'ft- 
weder  benutzt  man  einen  beliebigen  Kreis  des  Büschels,  oder  den  in  P^^\ 
PJ^  zerfallenden. 

a)  Es  sei  der  Kreis  h'^  des  Büschels  gewählt  (Fig.  1).  Aus  P 
jicire  man  Ä^  B,  C  auf  Jc^  und  erhalte  Ä\  B\  C.  So  entstehen  die 
P  perspectiven  Dreiecke  ABC,  Ä'B'C  und  es  liegen  die  drei  Schnittpunkte 
von  ÄB^  ÄC,  BC  bezüglich  mit  Jl'B'^  ÄC\  B'C  auf  der  Perspectivaxe  Sf 
welche  die  Verbindungslinie  (Involutionssehne)  der  nicht  in  P  fallenden 
Schnittpunkte  von  k'^  mit  J^  ist.  Denn  mit  Bezug  auf  die  Collineation  vom 
Centrum  P,  in  welcher  Ä\  B\  C  den  Punkten  A^  B^  C  entsprechen,  ist  lo* 
das  Bild  von  Ä^.  —  Die  durch  P  zu  s  gezogene  Parallele  s^  schneidet  fc'*  in 
P'q  und  die  erwähnte  centrische  Collineation  liefert  hierzu  (in  der  Figur 
durch  Benutzung  von  B\  B  und  s)  den  Punkt  P©  von  Ä^**  Zieht  man 
endlich  zu  der  Verbindungslinie  von  P\  mit  dem  Centrum  M'  von  ä'*  eine 
Parallele,  so  schneidet  sie  n  in  K, 

Legt  man  hier  h'^  durch  A,  so  fällt  A'  mit  A  zusammen  und  es  ist  s 
die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Schnitt  von  B  C  mit  B'C  — 
Für  P  als  Scheitel  von  ^  ist  die  Construction  nicht  anwendbar,  es  sind 
alsdann  8  und  t  parallel  und  P^  fällt  mit  P  zusammen. 


*  Im  Zusammenhang  mit  dem  Folgenden  Hesse  sich  diese  Eigenschaft  in 
doppelter  Weise  verwerthen,  je  nachdem  nämlich  die  Axenrichtungen  bekannt 
sind  oder  bestimmt  werden  sollen. 

**  Ein  Specialfall  dieser  Construction  ist  die  in  Fig.  2  dargestellte  Bestim- 
mung des  vierten  Schnittpunktes  Pq  des  Osculationskreises  p*  mit  dem  Kegelschnitt 
Ä;',  der  durch  P,  pß  und  die  zwei  weiteren  Punkte  Ä,  B  gegeben  gedacht  ist.  — 
Ist  andererseits  1^  bestimmt  durch  t,  p*  und  zwei  weitere  Tangenten  a,  h,  so 
liefert  die  reciproke  der  vorigen  Construction  die  vierte  gemeinsame  Tangente  to 
von  p*  mit  /;'  (Fig.  3).  Die  Aze  der  Collineation  ist  t,  ihr  Centrum,  auf  t  liegend, 
ist  mit  5o  bezeichnet.  —  Hier  lässt  sich  p*  ersetzen  durch  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt, welcher  k*  und  P  drei  punktig  berührt,  u.  8.  f. 


Von  Dr.  A.  Weiler. 

l)  Der  in  PJ^^  PJ^  zerfallende  Kreis  (Nullkreis)  des  Bflschels  ist  fdr 
äe  Construction  von  jp'  weniger  bequem.  Es  sind  PJ^,  PJ^  die  Doppel- 
strahlen der  Involution,  welche  aus  den  aufeinander  senkrechten  Strahlen- 
paaren durch  den  Punkt  P  besteht.  Diese  Strahlenpaare  schneiden  J(^  in 
einer  Involution  von  Punkten,  deren  Pol  S  in  den  Schnittpunkt  der  Nor- 
malen n  mit  der  Sehne  ÄE  fällt  (Fig.  4);  E  ist  als  Schnittpunkt  der 
Senkrechten  FE  zu  PÄ  mit  Jc^  zu  bestimmen.  Die  Normale  n  schneide  k^. 
ausser  in  P  noch  in  D.  Hierauf  liegen  die  Schnittpunkte  von  PÄ  mit  DE 
und  yon  PE  mit  DA  auf  der  Polaren  s  von  S  mit  Bezug  auf  k^.  Diese 
Gerade  $  ist  aufzufassen  als  Verbindungssehne  der  Schnittpunkte  von  PJ^f 
P/|  mit  %*9  demnach  ziehe  man  durch  P  die  Parallele  $q  zu  5,  welche  A;' 
mm  zweiten  Mal  in  Pq  schneidet.  Dann  ist  der  Osculationskreis  durch  P, 
t,  Po  bestimmt.* 

2.  Der  Krümmungskreis  p*  des  Kegelschnittes  Jc^  im  Punkte  P  berührt 
i*  in  P  und  enthält  den  P  unendlich  benachbarten  Punkt  Q  von  k^  (Fig.  5). 
Die  Senkrechte,  welche  man  in  Q  auf  PQ  errichtet,  schneidet  n  im  End- 
pnnkte  L  des  in  n  fallenden  Durchmessers  von  p^  und  die  Mittelsenkrechte 
Ton  PQ  schneidet  n  im  Krümmungscentrum  K.  —  Es  haben  p^  und  k^  den 
unendlich  kleinen  Bogen  PQ  gemeinsam.  Legt  man  daher  in  Q  an  k^  die 
Tangente,  welche  t  in  Q*  schneidet,  und  fällt  man  aus  Q*  auf  PQ  die 
Senkrechte,  so  schneidet  sie  n  in  einem  Punkte,  welcher  K  zur  Orenzlage 
iiat.  —  Aus  diesen  Ueberlegungen  ergeben  sich  verschiedene  Construct Ionen 
^  L  oder  für  j?,  welche  in  dieser  und  in  den  folgenden  Nummern  be- 
handelt werden  sollen. 

Verbindet  man  P  mit  allen  Punkten  ii ,  P,  0,  ...  von  k^  und  errichtet 
man  in  Ä^  P,  C7,  ...  auf  den  Sehnen  PA^  PB^  PCy  ...  die  Senkrechten 
fli  &,  e,  ...,  so  umhüllen  diese  Linien  eine  Curve  dritter  Classe  (^  (mit  un- 
endlich femer  Doppel-  oder  Wendetangente),  welche  n  in  X  berührt.  Es 
sind  nämlich  a,  5,  c,  ...  (Fig.  6)  aufzufassen  als  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  zweier  projectiven  Reihen,  nämlich  von  .A,  P,  C7,  ... 
iof  ^  und  den  Richtungen  Ä^,  B'^^  C'^,  ...  der  Strahlen  a,  5,  c,  ...  auf 
derOeraden  g^.^ 

Projicirt  man  A^  B^  Cy  ...  aus  irgend  einem  Punkte  0  von  Ä*  auf  die 
Tangente  ty  so  entsteht  die  mit  den  genannten  Reihen  projective  Reihe  A'\ 
-B"i  C'\  ...  Das  Erzeugniss  der  beiden  projectiven  geraden  Reihen  A\  B'y 
^, ...  auf  g^  und  A'\  B'\  C'\  ...  auf  t  ist  eine  Parabel,  welche  von 
den  Strahlen  A'Ä\  B'B'\  ...  umhüllt  wird.  Diese  Parabel  und  die  Curve 
^  berühren  die  Normale  n  in  demselben  Punkte  L.  —  Lässt  man  0  jede 


*  Ueber  die  Construction  von  K  mit  Hilfe  von  8  vergl.  Cranz,  Theorie  der 
l^^'^bnmQng  von  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung.    Stuttgart,  1886. 

^  Vergl.  Sohroeter,  Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  prcjectivischer  Gebilde. 
Crelle*!  Journal  Bd.  54. 
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Lage  auf  Jf  annehmen,  so  werden  die  so  entstehenden  Parabeln  stets       i 
femer  n  in  X  berühren.     Sie  bilden  somit  eine  specielle  Schaar  ¥on 
schnitten. 

Für    irgend   eine  dieser  Parabeln  lässt  sich,    ohne  Zuhilfenahme  d^ 
Cnrve  dritter  Classe  (?,  zeigen,  dass  sie  n  iu  X  berührt.    Zu  diesem  Zwec' 
ersetze  man  in  Fig.  5  resp.  6  den  Punkt  Q  durch  seine  Projection  Q"  (a 
0  auf  t)  und   zeige,  dass   die  Senkrechte  0" 0\t>   die  Normale  n  in  ein^KX 
Punkte  schneidet,  dessen  Grenzlage  in  L  liegt,  wenn  Q  nach  P  rückt. 

Es  seien  nun  P  mit  t  und  n  und  drei  weitere  Punkte  Ä^  By  0  yon 
bekannt,   man   construire  den  Osculationskreis  in   P  (Fig.  7).     Zu  diesa: 
Zwecke  schneide  man  t  mit  OA^  OB  in  Ä'\  B"  und  fälle  aus  diesen  Punkt^fes 
bezüglich  auf  PA^  PB  die  Senkrechten  a,  5,  welche  n  in  J.'",  5"' schnei- 
den.    Dann  sind  t,  n,  a,  h  vier  Tangenten  einer  Parabel,  welche  n  in  ^ 
berührt.     Deshalb  werden  Ä\  B^\  P  (auf  t)  und  Ä'\  B"\  L  (auf  w)  ähn- 
lichen Punktreihen  angehören   und   es  wird  die  Strecke  Ä"  P!"  durch  den 
Punkt  L  in  demselben  Verhältnisse  getheilt,   wie  die  Strecke  Ä' B"  durch 
den  Punkt  P.    Die  Verbindungslinie  der  Mitten  der  Strecken  Ä'B"\  B^B 
schneidet  n  in  IT.  —  Diese  Construction  ist  unabhängig  von  der  Art  des 
Kegelschnittes  k*  und  von  der  Lage  von  P  auf  Jc^. 

Für  eine  bestimmte  Lage  des  Centrums  0  werden  die  Reihen  A\  ^,  ... 
auf  g^  und  Ä\  Pl\  ...  auf  i  perspectiv  (mit  X  als  Centrum).  Durch 
den  Schnittpunkt  R  von  n  mit  If  ziehe  man  eine  Parallele  zu  ^,  so 
schneidet  sie  }f  in  diesem  ausgezeichneten  Punkte  0  (Fig.  8). 

Es  sei  weiterhin  0  als  Endpunkt  des  Durchmessers  Pitf  von  ^  gewählt 
(Fig.  9).  Alsdann  erhält  man  diejenige  Hilfsparabel  der  Schaar,  welche  die 
Tangente  f,  die  Normale  n  und  die  Parallelen  a,  h  aus  0,  zu  den  Axen 
von  X;',  zu  Tangenten  hat.  Der  Durchmesser  PM  ist  die  Directrix  dieser 
Parabel.  —  Ist  nun  A:^  selbst  eine  Parabel,  so  liegen  hierbei  0  und  B 
unendlich  fem.  Die  Tangenten  ^,  n,  a  der  Hilfsparabel  bleiben  erhalten, 
a  wird  zu  ihrer  Scheiteltangente  und  PA  zu  ihrer  Axenrichtung. 

3.  Nach  Nr.  2  findet  man  den  Krümmungsmittelpunkt  K  als  den  Be- 
rührungspunkt der  Normalen  n  mit  einer  weiteren  Curve  dritter  Classe  c^', 
welche  von  den  Mittelsenkrechten  a^,  \y  ...  der  Sehnen  PJ.,  PB^  ...  um- 
hüllt wird.  Die  Sehnenmitten  .A|,  B^^  ...  (Fig.  6)  erfüllen  einen  Kegel- 
schnitt k^  und  es  spielt  die  Curve  c^  für  "k^  dieselbe  Rolle,  wie  oben 
(Nr.  2)  c*  für  Ä*.  Die  Systeme  c*,  Ä*,  a,  6,  ...  und  c^^  Äj*,  a^,  l^j,  .... 
sind  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  mit  P  als  Aehnlichkeitspunkt. 

Der  Berührungspunkt  von  c^  mit  «  ist  der  Punkt  Xj  für  k^  und 
zugleich  der  Punkt  JST  für  ^.  Er  lässt  sich  mit  Hilfe  von  unendlich  vielen 
Parabeln  construiren.  Hierbei  wird  auf  k^  ein  Projectionscentrum  0^  ge- 
wählt, ans  welchem  die  Punkte  A^^  £, ,  ...  auf  die  Tangente  i  projicirt 
werden  u.  s.  f.,  vergl.  Nr.  2.  —  Speciell  kann  0^  im  Mittelpunkte  M  von 
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H,  welcher  Punkt  nothwendig  auf  Jc^^  liegt,  gewählt  werden.  Man  erhält 
Deaerdings  Fig.  9,  worin  k^  durch  A;^'  etc.  zn  ersetzen  ist  und  wo  a,  &  die 
Axen  von  Js^  sein  werden.  Es  folgt  damit  der  bekannte  Satz:  t^  n  und  die 
Axen  von  J^  sind  vier  Tangenten  einer  Parabel ,  welche  n  in  IT  berührt.  — 
Ist  ^  eine  Parabel,  so  wird  die  Hilfsparabel  t  und  n  zu  Tangenten  und 
Aze  a  von  k^  zur  Scheiteltangente  haben. 


4.  Die  Tangenten  an  k^  in  den  Punkten  J. ,  B,  ...  mögen  t  bezüglich 
in  i*,  B*,  ...  schneiden  (s.  Fig.  10).  Fällt  man  aus  Ä*y  B*^  ...  auf  Pil, 
PB,  ...  die  Senkrechten  a%  5'^,  ...,  so  umhüllen  letztere  eine  Parabel, 
welche  nach  Nr.  2  n  in  JBT  berührt.*  Sie  ist  mit  der  in  voriger  Nummer 
behandelten  speciellen  Parabel  identisch,  weil  sie,  wie  leicht  nachzuweisen, 
^  A  and  die  Axen  von  1^  berührt.  —  Fig.  10  enthält  die  Anwendung  auf 
die  Bestimmung  von  JT,  wobei  von  1^  die  Punkte  P^  Ä^  B  mit  ihren  Tan- 
genten als  bekannt  vorausgesetzt  sind. 

Diese  Construction ,  welche  auf  alle  Kegelschnitte  in  derselben  Weise 
anwendbar  ist,  vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  Pin  einen  Scheitel  von 
fc*  ftUt.  Dann  werden  die  Reihen  A\  Sy  ,,,  auf  g^  und  4*,  B*,  . . .  auf  t 
perspectiv,  weshalb  sämmtliche  Strahlen  a%  &^  ...  n  m  K  schneiden. 
Fig.  11  zeigt,  wie  man  hiemach  K  für  den  Scheitel  P  eines  Kegelschnitts 
findet,  nämlich  durch  Benutzung  des  Punktes  A  mit  seiner  Tangente  ÄA^. 

Die  in  dieser  Nummer  einzeln  auftretende  Hilfsparabel  lässt  sich  leicht 
AosFig.  9  herleiten.  Werden  daselbst  in  .^,  jB,  C7,  ...  an  k^  die  Tangenten 
gttogen,  80  liegen  ihre  Schnittpunkte  A*^  B*^  C*f  ...  mit  t  in  den  Mittel- 
punkten der  Abschnitte  PÄ\  PB'\  ...  (Steiner,  Werke  I,  Fussnote  auf 
^.66.)  Fällt  man  weiter  aus  A*^  B*y  ...  auf  PA^  PB^  ...  die  Senk- 
rechten, so  werden  sie  die  Normale  n  in  den  Mitten  ^4"\,  B"\y  ...  der 
Strecken  PÄ'\  PB"\  ...  schneiden.  Die  Reihen  A*j  jB*,  ...  auf  t  und  Ä'\f 
•S^i, ...  anf  n  sind  ähnlich  mit  P  auf  t  und  K  auf  n  als  entsprechenden 
Pnnkten. 

Nachschrift.  Man  wird  bemerken,  dass  in  Fig.  8  der  Schnittpunkt 
▼on  PA  mit  Ä'A'"=a  den  Osculationskreis  jo^  beschreibt. 

*  Diese  Parabel  wird  von  den  Senkrechten  aus  den  Punkten  der  Tangente  t, 
Mf  ihre  Polaren  bezüglich  k*,  umhüllt.  Vergl.  die  Eigenschaft  dieser  Senkrech- 
ten, welche  ich  in  dieser  Zeitechrift,  Bd.  28  S.  190—192  mitgetheilt  habe. 


n. 

Ueber  die  Fl&ohen  ssweiten  Grades,  welche  ein  gegebene 
Tetraeder  zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben. 

Von 

K.  Meister, 

heraasgegeben  von 

Dr.  A.  Rasche 

in  Emmu 
(Forti«tsiug  Ton  Jahrg.  XXXI,  8.  S21.) 


§1. 

1.  Die  Forderung,  ein  gegebenes  Tetraeder  zum  Polartetraeder  zu  hab 
ist  für  eine  Fläche  zweiten  Grades,  mag  man  sie  als  Panktgebilde  oder 
Erzeugniss  Yon  Ebenen  auffassen,  mit  sechs  linearen  Bedingungen  äq 
Talent;  denn  die  Fläche  muss  je  zwei  Ecken  des  Tetraeders  zu  conjugir 
Punkten,  oder  je  zwei  Ebenen  desselben  zu  conjugirten  Ebenen  hab 
Demnach  bilden  alle  Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  Tetraeder  ÄBi 
zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben,  ein  lineares  System  dritter  Sti 
ein  Gebüsch,  welches  in  sich  dual  ist.  Das  System  ist  bestimmt  du 
7ier  seiner  Flächen ,  welche  weder  zu  demselben  Netze ,  noch  zu  demsel< 
Gewebe  gehören.  (Vergl.  Reye,  Geometrie  der  Lage,  II.  Abth.  28.  Vor 
Durch  drei  Punkte  geht  eine  Fläche  des  Systems,  drei  Ebenen  werden  ' 
einer  Fläche  desselben  berührt.  Durch  zwei  Punkte  geht  ein  Flächenbttscl 
zwei  Ebenen  bestimmen  eine  Flächenschaar.  Durch  einen  Punkt  ist 
Flächennetz,  durch  eine  Ebene  ein  Flächengewebe  festgelegt.* 

Durch  jede  Gerade  geht  eine  Fläche  des  Gebüsches;  denn  drei  be 
bige  auf  der  Geraden  liegende  Punkte  bestimmen  eine  Fläche;  weil  di 
aber  mehr  als  zwei  Punkte  mit  der  Geraden  gemein  hat,  muss  sie  diese 
ganz  enthalten;  —  oder  drei  beliebige  durch  die  Gerade  gehende  Tang 
tialebenen  bestimmen  eine  Fläche;  weil  aber  durch  die  Gerade  mehr 
zwei  Tangentialebenen  gehen,  so  liegt  sie  ganz  auf  der  Fläche. 

*  In   der  vorliegenden   Arbeit   sind   die   wesentlichen  Veränderungen 
grosseren  Zus&tze  des  Herausgebers  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  kennt 
gemacht 
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Ein  Punkt  und  eine  Ebene  als  Pol  nnd  Polarebene  legen  eine  Fläche 
fest;  zwei  conjugirte  Punkte  bestimmen  ein  Netz  und  zwei  conjngirte  Ebenen 
ein  Gewebe  des  Systems. 

2.  Da  unser  System  die  Eigenschaft  hat,  in  sich  dual  zu  sein,  so  kann 
man  sich  fragen ,  ob  auch  umgekehrt  jedes  lineare  System  dritter  Stufe  Yon 
Fischen  zweiten  Orades,  welches  in  sich  reciprok  ist,  ein  gemeinsames 
Polartetraeder  besitzt 

•  Wir   setzen   voraus,    dass  die   im   System  dritter  Stufe  enthaltenen 

Sjsteme  niedrigerer  Stufe  nicht  in   sich  dual  sind.  —  Eine  Flächenschaar 

des  Systems   hat  bekanntlich  ein  gemeinsames  Polartetraeder,  das  wir  mit 

AB  CD  bezeichnen  wollen.    Zwei  beliebige  Flächen  dieser  Schaar  bestimmen 

einen  Büschel,  der  ebenfalls  zum  System  gehört  und  das  Tetraeder  il^C72> 

gleichfalls  zum  gemeinsamen  Polartetraeder   hat     Zwei  beliebige  Flächen 

dieses  Btischels  und  zwei   Flächen  der   Schaar,    welche  mit  dem  ersteren 

nicht  zu  demselben  Netz  oder  Gewebe  gehOren,   constituiren   das   System 

dritter   Stufe,    und    weil    sie  AB  CD    zum    gemeinsamen    Polartetraeder 

kaben,  so  ist  letzteres  auch  ein  gemeinsames  Polartetraeder  für  alle  Flächen 

des  Systems.     ^^Demnach  hat  jedes  in  sich  duale  lineare  System 

dritter    Stufe    von   Flächen    zweiten  Grades,    in    welchem    die 

Systeme   niederer  Stufe  nicht   in  sich  reciprok  sind,    ein   ge- 

oeinsames  Polartetraeder.^ 

Der  Beweis  des  Satzes  wird  hinfällig,  wenn  unsere  Voraussetzung  nicht 
erfUlt  ist 

Lineare  Systeme  dritter  Stufe,  in  welchen  die  linearen  Systeme  nie- 
derer Stufe  in  sich  dual  sind,  werden  z.  B.  gebildet  von  allen  Flächen 
zweiten  Grades,  welche  durch  zwei  windschiefe  Geraden  gehen,  oder  welche 
zwei  gemeinsame  Pole  und  Polarebenen  haben.  Den  Dualismus  der  im 
Alteren  System  vorhandenen  Systeme  niederer  Stufe  habe  ich  in  meiner 
Diasertation  (1882)  nachgewiesen.  Ein  gemeinsames  Polartetraeder  ist  für 
die  Flächen  dieses  Systems  nicht  vorhanden,  wie  sich  aus  der  „Geometrie 
der  Lage*  des  Herrn  Beye,  II.  Abth.  S.  81,  2.  Aufl.,  ergiebt. 

Wir  betrachten  kurz  das  zweite  System,  beztlglich  dessen  Flächen  A 
nad  tt,  ^  nnd  ß  je  Pol  und  Polarebene  seien.  Die  Gerade  AB  werde  von 
den  Ebenen  a  und  ß  in  A'  bezw.  in  B^  getroffen;  dann  ist  A'  zxx  A,  B'  zu  B 
beglich  aller  Flächen  des  Gebtisches  coig'ugirt.  Durch  beide  Punktepaare 
ist  die  ganze  Involution  conjugirter  Punkte  aufil^  festgelegt,  und  sie  ist 
lUen  Flächen  des  Systems  gemeinsam ;  mithin  gehen  diese  sämmtlich  durch 
die  reellen  oder  imaginären  Doppelpunkte  der  Involution  wdAB,  Weiterhin 
iat  die  Schnittlinie  (o/3)  zu  J.^  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Gebüsches 
nciproke  Polare;  nennen  wir  die  Ebenen,  welche  sie  mit  A  und  B  ver» 
binden,  u  und  /^,  so  sind  letztere  zu  a  und  ß  bezw.  conjugirt  für  alle 
Riehen  des  Systems;  die  Involution  conjugirter  Ebenen  um  (o|3)  iat  daa 
^^  bestimmt,  also  auch  die  beiden  Doppelebenen  derselben,  welchr 
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gemeinsamen  Berührungsebenen  für  alle  Flächen  sind;  beide  Involutione 
sind  perspectivisch ,  die  Doppelpunkte  der  früheren  sind  die  Berührungf 
punkte  der  Döppelebenen  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems.  (Verg 
Sturm,  Mathem.  Annalen,  Bd.  19  S.  461  Nr.  25.) 

Seien  jetzt  G  und  C  zwei  beliebige  Punkte  mit  der  Bestimmung ,  dac 
sie  conjugirte  seien;  dadurch  ist  ein  Netz  des  Gebüsches  festgelegt. 

Die  Ebene  n\  welche  C  mit  (o/3)  verbindet,  hat  ihren  Pol  bezüglic 
jeder  Fläche  dieses  Netzes  in  der  durch  C  und  AB  gelegten  Ebene  tk;  c 
sind  also  n  und  n  zwei  hinsichtlich  des  Netzes  conjugirte  Ebenen  un 
daraus  folgt,  dass  dieses  Netz  zugleich  eine  Schaarschaar  ist. 

Lassen  wir  C'  mit  C  zusammenfallen ,  so  gehen  alle  Flächen  des  Net» 
durch  denselben  Punkt  C\  wir  haben  hierin  einen  Specialfall  des  betrachtete! 

Geben  wir  noch  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  D  und  D\  s 
wird  dadurch  ein  Büschel  des  Gebüsches  festgelegt;  wir  finden  genau  c 
wie  vorhin,  dass  derselbe  auch  gleichzeitig  eine  Schaarlst. 

Die  Flächen  dieses  zweiten  speciellen  Gebüsches  haben  kein  gemeii 
sames  Polartetraeder;  denn  wäre  ein  solches  vorhanden,  so  müssten  d 
gemeinsamen  reciproken  Polaren  AB  und  (aß)  zwei  von  den  windschiefe 
Kanten  desselben  sein.  Nun  giebt  es  aber  zu  keinem  Punkte  auf  (a/3)  eine 
Punkt  auf  dieser  Geraden,  welcher  zu  ihm  hinsichtlich  aller  Flächen  d< 
Gebüsches  coigugirt  ist;  folglich  giebt  es  auch  kein  gemeinsames  Pola 
tatraeder. 

§2. 

3.  In  jedem  Flächenbüschel  unseres  Systems  befinden  sich  vier  Eeg 
zweiten  Grades,  welche  die  vier  Ecken  des  gemeinsamen  Polartetraeders  \ 
Mittelpunkten  haben.  (Vergl.  Beye,  IL  Abth.  S.  150.)  Mithin  liege 
die  Scheitel  aller  Kegel  des  Systems  in  den  vier  Ecken  d< 
gemeinsamen  Polartetraeders  AB  CD.  Betrachten  wir  diejenige 
Kegel  des  Gebüsches,  deren  Mittelpunkte  in  der  Ecke  A  liegen,  so  habe 
diese  offenbar  das  Dreikant,  welches  von  den  durch  A  gehenden  Tetraede 
kanten  gebildet  wird,  zum  gemeinsamen  Poldreikant. 

Ferner  befinden  sich  in  jeder  Flächenschaar  unseres  Systems  vier  \ 
Kegelschnitten  ausgeartete  Flächen,  deren  Ebenen  die  vier  Ebenen  des  g 
meinsamen  Polartetraeders  sind.  Also  giebt  es  im  System  unendlic 
viele  Kegelschnitte,  und  deren  Ebenen  sind  die  vier  Ebene 
des  gemeinsamen  Polartetraeders  ilj9C72>.  Die  Kegelschnitte  in  d 
Ebene  BGB  haben  offenbar  das  Dreieck  BGD  zum  gemeinsamen  Pola 
dreieck,  sie  liegen  also  perspectivisch  mit  dem  System  aller  Kegel,  welcl 
die  gegenüberliegende  Ecke  A  zum  gemeinsamen  Scheitel  haben.  Letzter 
erhalten  wir  daher  durch  Projection  des  ebenen  Systems.  Das  System  d 
Kegelschnitte  ist  —  planimetrisch  —  aber  sowohl  ein  Netz  als  eine  Schas 
schaar.    (Siehe  I.  TheU  §  1  Nr.  1.) 


Von  K.  Meistbx. 

Die  in  demselben  befindlichen  Geradenpaare  und  doppelten  Geraden 
werden  projicirt  durch  Ebeuenpaare  und  Doppelebenen  (die  drei  durch  A 
gfihmiieu  Tetraederebenen);  ferner  die  Punktepaare  und  doppelten  Punkte 
d(;j  ebcQen  Systems  durch  Goradeupaare  und  doppelte  Geraden  (die  drei 
durcli  Ä  gehenden  Tetraederkanten). 

Eb  giebt  also    in    unserem   Gebüsch    vier    Systeme  zweiter 

ßtufe  von   Kegelschnitten,   deren  jedes   in   einer   der  vier  Te- 

I      (»ederebenen   sich   befindet  und  das  durch  die  in  der  betref- 

■Jaodea  Ebene  liegenden  drei  Tetraederkanten  gebildete  Drei- 

^Kek  lam  gemeinsamen  Polaidreieck  hat.     Jedes  dieser  vier  Systeme 

^^HB  sowohl  als  ein  Kegelschnittnetz,  wie  auch  als  eine  Kegelschnittschaar- 

f     Kliur  anfge&ast  werden;    es   eutbUlt  einfach  unendlich  viele  Geradenpaare 

und  drvi    doppelte  Geraden ,   einfach    onendlich  viele  Punktepaare  und  drei 

doppelte   Punkte.      Ferner    giebt  ea   ia   dem    Gebüsche    vier   Neti« 

TOD  Eegeln   zweiten   Grades,    deren  jedes    aus   solchen  Regeln 

bcttebt,    welche    eine   Kcke    des    Polartetraeders    zum   gemein- 

Hmeo  Scheitel    und    das   durch   die    in  dieser  Ecke  insammen- 

I      iloiienden  Tetraederkanten  gebildete  Dreikant  zum   gemein- 

I       iimen  Polardreikant  haben.     Jedes  dieser  vier  Systeme  ist  sowohl  eis 

Etgtlaetz  als  eine  Regelacbaarschaar ;  es  enthält  einfach  unendlich  viele  Ebe- 

nenpure  und  drei  Doppclebonen ,  einfach  unendlich  viele  Geradenpaare  und 

dni  doppelt«   Geraden.      Inwiefern    ein    Geradenpaar   als    Ausartung  eines 

Ktpis  oder  allgemeiner  einer  Fläche  zweiten  Grades  aafzufasaen  ist,    kann 

leieiit  angegeben  werden.     Die  Berührunga ebenen  der  Fläche  erzeugen  nSra- 

M  den  doppelten  EbenenbUndel  um  den  Schnittpunkt  des  Gerudenpaares, 

die  Punkte    der  Fläche   das   doppelte  Feld  der  Ebene  des  Paares,    und  der 

quäratischi;    Complex    der    Tangenten    der    FtScbe    zerfallt    in    die    beiden 

iiuoren  Compleie  der  Geraden,  welche  die  eine  oder  andere  Gerade  des 

furea  treffen. 

Uit  BerDckäichtigung  von  Nr.  1  in  §  1  des  t.  Theilea  ergiebt  sich  ferner 
der  Satz:  Jede  der  sechs  Tetraederkanten  ist  die  gemeinsame 
&i«  von  unendlich  vielen  Ebenenpaaren  des  Gebüsches,  welche 
(iotlnvolntion  bilden,  deren  Doppelelemente  die  beiden  durch 
dit  Kaute  gehenden  Tetraederebenen  sind;  die  vier  Tetraederebenen 
yHäm  also  vier  Doppelebenen  des  Gebüsches.  Ebenso:  In  jeder  Tetraeder- 
*tae  ist  jede  Tetraederecke  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  von  unend- 
lich vielen  Oeradenpaaren  des  Gebüsches,  welche  eine  Involution  bilden, 
denn  Doppels  trabten  die  in  der  Ecke  zu  sammenstose  enden  Tetrsederkanten 
w>d.  Di«  seoha  Tetraederkanten  sind  also  sechs  doppelte  Geraden  dea  Ge< 
^HkIim.     DualistJsch  zvim  ersteren  Satze; 

Jede  der  sechs  Tetraederkanten  ist  derTrBger  von  unend- 
lich fielen  Punktepaaren  dea  Systems,  welche  eine  Involatii 
titden,  deren  Doppelelemente   die  beiden   auf  der  T«tib«&«t 
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kante  liegenden  Ecken  sind.     Letztere  sind  also  vier  Doppelpunkte 
des  Systems. 

4.  In  einem  allgemeinen  Gebüsch  von  Flächen  zweiter  Ordnung  liegen 
die  Mittelpunkte  aller  Eegelflächen  auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung  K^^  der 
Kemfläche  des  Gebüsches.  (Vergl.  Beje,  11.  Abth.  S.  237.)  Diese  ist  in 
unserem  Falle  ausgeartet  in  die  yier  Ebenen  des  Polartetraeders.  Denn 
wenn  auch  im  Allgemeinen  jeder  Kegel  seinen  Mittelpunkt  in  einer  der  vier 
Tetraederecken  hat,  so  gilt  dieses  doch  nicht  für  die  vier  Doppelebenen ,  da 
jeder  Punkt  einer  solchen  als  ihr  Mittelpunkt  angesehen  werden  kann.  Dua- 
listisch finden  wir,  dass  die  Fläche  vierter  Classe,  welche  von  den  Ebenen 
aller  Kegelschnitte  eines  linearen  Flächengewebes  dritter  Stufe  eingehüllt 
wird,  in  unserem  Falle  aus  den  vier  Tetraederecken  besteht 

5.  Zwei  Kegel ,  deren  Mittelpunkte  in  zwei  verschiedenen  Ecken  des  Polar- 
tetraeders liegen,  schneiden  sich  in  einer  Baumcurve  R^  vierter  Ordnung, 
der  Grundcurve  eines  Flächenbüschels  des  Systems.  Aus  den  beiden  anderen 
Ecken  des  Tetraeders  wird  die  Baumearve  durch  zwei  Kegel  projicirt,  welche 
ebenfalb  dem  Büschel  angeboren.  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.  S.  150.)  Da 
jede  Ecke  des  Tetraeders  Mittelpunkt  von  doppelt  unendlich  vielen  Kegeln 
des  Systems  ist,  so  giebt  es  vierfach  unendlich  viele  Baumcur- 
ven  B^  und  folglich  ebenso  viele  Flächenbüschel  in  unserem 
System. 

Wenn  die  beiden  Kegel,  welche  einen  Flächenbüschel  constituiren ,  zwei 
gemeinsame  Tangentialebenen  haben,  so  zerfUllt  die  Baumcurve  des  Büschels 
in  zwei  Kegelschnitte.  Denn  jede  der  beiden  Tangentialebenen  hat  mit  den 
beiden  Kegeln  einen  gemeinsamen  Berührungspunkt,  den  Schnittpunkt  der 
beiden  Berührungskanten.  Legt  man  nun  durch  die  beiden  gemeinsamen 
Berührungspunkte  und  einen  weiteren  gemeinsamen  Punkt  beider  Kegel  die 
Ebene,  so  haben  die  beiden  ausgeschnittenen  Kegelschnitte  diese  drei  Punkte 
gemeinsam,  ausserdem  aber  in  den  beiden  ersten  die  Tangenten,  sind  daher 
identisch.  Die  Baumcurve  zerföllt  daher  in  diesen  und  folglich  noch  in 
einen  zweiten  Kegelschnitt.  Der  Flächenbüschel  enthält  in  diesem  Falle  ein 
Ebenenpaar,  das  Paar  der  beiden  Kegelschnittebenen.  Wir  erhalten  daher 
solche  Baumcurven,  wenn  wir  die  Involution  der  Ebenenpaare,  welche  eine 
Tetraederkante  zur  gemeinsamen  Axe  haben,  mit  dem  Kegelnetze,  welches 
eine  der  beiden  auf  der  Gegenkante  liegenden  Tetraederecken  zum  gemein- 
samen Mittelpunkt  hat,  schneiden.  .Es  giebt  mithin  solcher  in  Kegel- 
schnitte zerfallender  Baumcurven  R^  dreifach  unendlich  viele. 
Da  jedes  Ebenenpaar  von  den  beiden  durch  seine  Schnittlinie  gehenden  Te- 
traederebenen harmonisch  getrennt  wird,  so  gewinnen  wir  den  Satz: 

Schneiden  sich  zwei  Kegel  zweiten  Grades  in  zwei  Kegel- 
schnitten, so  sind  die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte  har- 
monisch zu  den  Ebenen,  welche  ihre  Schnittlinie  mit  den 
Scheiteln  der  beiden  Kegel  verbinden. 


Wenn  ein  Ebeuenpaar  zu  einer  doppelten  Ebene  wird,  also  die  beiden 
Ebtnen  mit  einer  Tetraederebene  zusammenfallen,  and  wir  schneiden  et 
dun  mit  einem  Kegel,  so  bestebt  die  Scbnittcurre  aus  einem  doppeltU- 
Se^Ucbnitt,  einem  EegeUcboitt  des  Systems,  längs  dessen  sieb  also 
Flkhen  des  betreffenden  BUscliels  berühren. 

a.  Zwei  Kegel  mit  gemeinsamem  Scheitel  schneiden  sich  in  yier  Kanten: 
m  cOB&tituiren  einen  KegelbUechel.  Die  Gnindcnr^e  eines  solchen  Bttscbels 
Iwrtehl  Biso  aus  vier  Geraden  durch  eine  Tetraede recke.  Der  Büschel  ent- 
itcU  durch  Projection  eines  in  der  gegenüberliegenden  Tetraederabene  faa< 
Gidlicben  und  zum  System  gebGrendeo  Kegel schnittbUscbela.  Daraus  folgt, 
Ata  die  vier  Geraden  der  Grundcurve  paarweise  auf  sechs  Ebenen  mit  jfl 
emer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gebenden  Tetraederkante  liegen  un(| 
im  durch  jeden  Strahl  durch  eine  Tetraederecke  ein  solcher  Büschel 
«tiimnt  ist  (vergl.  I.  Theil,  §1  Nr.  2),  sowie  dasa  es  deren  doppelt 
tmeodlich  viele  giebt. 

Wahlen  wir  statt  zweier  Kegel   zwei  Ebenenpaare,   deren  Äxen 
Gegeokanten  des  Tetraeders  sind,    zu  Constituenlen  eines  BUschels,   so 
lieht  dessen  Grundonrve  aus  den  Seiten  eines  windschiefen  Vierecks,  von 
dem  auf  jeder  der  beiden  Gegenkanten  zwei  Eckpunkte  liegen,  welche  durch 

1^4»  ebenfalls  darauf  liegenden  Tetraoderecken  harmonisch  getrennt  sind  (sie 

^^bdes  also  Panktepaare  des  Systems). 

^^B   Da  jede  Kante  des  Tetraeders  die  Äxe  von  einfach  unendlich  vielen 

^^Rnenpaaren  des  Systems  ist,  so  giebt  es  solcher  Banmcnrven  dop- 

^pelt  unendlich  viele. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  bestimmt 
die  Baomcurve;  denn  die  Gerade  ISsst  sich  mit  jeder  der  beiden  Gegeokan- 
ten  ilarcb  eine  Ebene  verbinden ;  diese  beiden  Ebenen  aber  gehSren  zu  zwei 
EiMoe n paare n ,  die  sieb  in  einem  windschiefen  Viereck  schneiden,  dessen 
eia«  Seite  die  erste  Gerade  ist.  WUhrend  also  im  Allgemeinen 
darch  jede  Gerade  im  Baume  nur  eine  einzige  FUcbe  des  Sy- 
steme htudnrchgeht,  sind  hiervon  diejenigen  Geraden  aug- 
K»Doismen,  welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  treffen, 
indem  durch  jede  solche  Gerade  ein  ganzer  Fl&chenbüscbei 
g*bt.  Dasselbe  gilt  für  Gerade,  welche  durch  eine  Tetraeder- 
tcke  gehen. 

Wir  unterlassen  die  Angabe  der  dualen  Besultate,  weil  die  Ableitung 
dvnlben  aas  dem  Vorhergehenden  nicht  schwierig  ist. 

7.  Herr  Schroeter  hat  in  seiner  , Theorie  der  Oberflächen  zweiter 
(Mniag''  S.  699  auf  die  Analogie  hingewiesen,  die  zwischen  einem  Plächen- 
MUefatl  dieaer  Art  und  einem  BOschel  von  einander  doppelt  bertthresden 
Kig<lMiluiUlen  beetebt,  indem  beide  auch  als  Schaaren  anfgefaast  werden 
kScaai.  Diese  Analogie  wird  noch  vollständiger  dnrch  den  Umstand, 
J*!«  dMMff  BlUchel   nicht   nur  ein,  sondern   uuendlicb  .vie\« 


ast  werden  I 

stand,  dftM  I 
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Polardreiecke,  beziehlich  Polartetraeder  hat.  Für  den  ebenen  Büschel  ist 
dies  bekannt,  für  den  Flächenbüschel  Iftsst  es  sich  leicht  beweisen.  Seien 
F,  Fy  &,  jET  die  vier  Ecken  des  windschiefen  Yierseits,  durch  welches  die 
Flächen  des  Büschels  gehen,  EQ  und  FH  die  Diagonalen  desselben,  also 
die  Axen  der  beiden  Ebenenpaare  des  Büschels;  wählen  wir  dann  auf  EQ 
und  FH  je  ein  durch  E^  G  beziehlich  F^  H  harmonisch  getrenntes  Punkte- 
paar J,  K  und  2/,  itf,  so  sind  J^  K^  L^  itf  die  vier  Ecken  eines  dem  Bü- 
schel angehörenden  gemeinsamen  Polartetraeders.  Denn  zunächst  sind,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  EQ  und  ^jET  reciproke  Polaren  bezüglich  aller  Flächen 
des  Büschels.  Die  Polarebene  des  Punktes  /  bezüglich  irgend  einer  Fläche 
geht  daher  durch  FH^  andererseits  durch  K^  ist  also  die  Ebene  LMK. 
Demnach  ist  das  Tetraeder  LMJK  so  beschaffen,  dass  die  Ecken  und 
Oegenebenen  Pole  und  Polarebenen  des  Büschels  sind,  d.  h.,  es  ist  ein 
gemeinsames  Polartetraeder.  Wir  finden,  dass  der  Büschel  doppelt 
unendlich  viele  gemeinsame  Polartetraeder  hat  unter  diesen 
Tetraedern  kommt  aber  das  aus  den  vier  Ecken  der  Grundcurye  gebildete 
Tetraeder  nicht  Yor. 

•  Demnach  würde  die  zutreffende  Stelle  auf  S.  699  in  dem  Werke  des 
Herrn  Schroeter  in  der  Fassung  zu  geben  sein: 

„Die  Flächen  haben  doppelt  unendlich  yiele  Polartetraeder  und  eins 
von  der  besonderen  Art,  wie  es  S.  145  beschrieben  ist.^ 


§3. 

8.  An  dieser  Stelle  möge  eine  Untersuchung  Platz  finden,  deren  Inhalt 
ich  der  Güte  meines  hochverehrten  Lehrers,  des  Herrn  R.  Sturm,  ver- 
danke, nämlich  die  Untersuchung  über  die  Charakteristiken  des  vorliegenden 
Gebüsches. 

Durch  die  drei  Fundamentalbedingungen:  1.  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  gehen,  fi;  2.  eine  gegebene  Gerade  zu  berühren,  v\  3.  eine  ge- 
gebene Ebene  zu  berühren,  q  (vergl.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden 
Geometrie),  scheiden  wir  auä  dem  Gebüsche  1.  ein  Netz,  2.  ein  noch  ge- 
nauer zu  untersuchendes  System  zweiter  Stufe,  3.  eine  Schaarschaar  aus. 

Nehmen  wir  je  zwei  von  jenen  drei  Bedingungen,  so  sondern  wir 
Systeme  von  einfach  unendlicher  Mannichfaltigkeit  ab;  wir  haben  die  sechs 
Fälle:  fi*,  V*,  q\  fiv,  v^,  ^q,  jn*  führt  zu  einem  Büschel,  p'  zu  einer 
Schaar.  Die  Charakteristiken  derselben,  d.  h.  die  Zahlen  der  Flächen, 
welche  jene  drei  Fundamentalbedingungen  erfüllen ,  sind  bekannt.  Für  den 
Büschel  ist  fi»=l,  fi*v  =  2,  fi*p  =  3;  für  die  Schaar  ist  fie*  =  3,  ve*  =  2, 
^'csl.  V*  führt  zu  einem  in  sich  dualen  System  unseres  Gebüsches,  zu 
dem  aller  Flächen,  welche  zwei  gegebene  Gerade  berühren.  Untersuchen 
wir  dessen  Charakteristiken  oder  statt  dessen  die  Ausartungszahlen  9i  x«  ^ 
von  Kqgrelschnitt,  Kegel  und  Ebenenpunktpaar  des  Systems.     Was  die  letz- 
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iers  Aosartang  anbetrifft,  so  müssen  wir  jedes  unserer  Ebenenpaare  aus 
dem  Gebflsche,  welches  eine  Tetraederkante  zur  Doppellinie  hat,  mit  einem 
Ponktepaare ,  das  dieselbe  Kante  zur  Axe  hat,  combiniren,  um  eine  Fläche 
f>  so  erhalten.  Wir  haben  demnach  im  Gebüsch  sechs  Systeme  von  doppelt 
aoeodlich  vielen  Flächen  t^. 

In  jedem  der  vier  Systeme  von  Kegeln  des  Gebüsches ,  welche  je  das 
betreffende  Dreikant  zum  Polardreikant  haben,  giebt  es  einen,  der  von  den 
beiden  gegebenen  Geraden  berührt  wird,  d.  h.  durch  deren  Spuren  in  der 
Tetraederebene  geht  (vergl.  §  2  Nr.  1);  also  x  =  4.  (Es  bedeutet  nach  Schu- 
bert, S.  102,  X  sowohl  einen  Kegel  des  Systems,  als  auch  die  Zahl  der 
Kegel  in  einem  einfach  unendlichen  System.)  Ebenso  ist  9>s=4;  dagegen 
iit^sO,  da  die  Doppellinie  keiner  der  Flächen  if;  von  einer  der  beiden 
Geraden  getroffen  wird.     Nun  bestehen  (nach  Schubert,  S.  103)  die  zwei 

Beaebongsgleichungen : 

-fi  =  l(3.9  +  Z  +  2.t»;), 

(»  =  i(9  +  3.Z  +  2.t<;), 
v  =  i(2.g)  +  2.x+4.if;); 

tUo  ist  in  unserem  Falle  |li  =  p  =  v  =  4.    Für  die  Flächen  unseres  Gebüsches 
ist  mithin  v*|li  =  v*p  =  v*  =  4,  d.h.: 

„Je  vier  Flächen  des  Gebüsches  berühren  drei  gegebene  Gerade,  oder 
berühren  zwei  gegebene  Gerade  und  gehen  durch  einen  gegebenen  Punkt, 
oder  berühren  zwei  gegebene  Geraden  und  eine  gegebene  Ebene.  ^ 

In  sich  dual  ist  auch  das  einfach  unendliche  System  (iq  des  Gebüsches. 

Da  der  gegebene  Punkt  im  Allgemeinen  in  keiner  der  Tetraederebenen 
liegt,  so  ist  9  =  0;  und  da  die  gegebene  Ebene  durch  keine  Tetraederecke 
geht,  so  ist  %^=0,  Jener  bestimmt  bei  jeder  Tetraederkante  das  Ebenen- 
paar, diese  das  zugehörige  Punktepaar;  also  ist  ^  =  6;  mithin  ergiebt  sich 
nach  den  vorstehenden  Gleichungen  f«  =  3,  ^  =  3,  v=^6.  Für  unser  Ge- 
bflsch  ist  also  fi^p  =  3afi^*  (wie  schon  bekannt)  und  fivp=s6,  d.  h.: 

Es  giebt  im  Gebüsche  sechs  Flächen,  welche  durch  einen  gegebenen 
Ponkt  gehen  I  eine  gegebene  Gerade  und  eine  gegebene  Ebene  berühren. 

Wir  betrachten  endlich  das  System  (iv  des  Gebüsches.  Da  der  ge- 
gebene Punkt  in  keiner  der  Tetraederebenen  liegt,  so  ist  (p  =  0;  in  jedem 
der  Tier  Kegelnetze  giebt  es  zwei  Kegel ,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehen  and  die  gegebene  Gerade  berühren ;  also  %  =  8*  Da  die  gegebene 
Oerade  keine  der  sechs  Tetraederkanten  trifft,  so  ist  t^^O.  Mithin  folgt 
nach  den  obigen  Gleichungen: 

fi  =  2,     ^  =  6,     v  =  4. 

Für  unser  Gebüsch  ergiebt  sich  demnach : 

|[4*vc=2;     fiv^  =  6,     fiv*  =  4. 
I^oalistisch  erhalten  wir: 

^*v  =  2,     fiy^^6,     v*^  =  4. 
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Die  dreifachen  Charakteristiken  des  vorliegenden  Gebüsches  sind  also: 

^«  =  ^«=1,     v*  =  4, 

fiv^^  pv*^4; 

Wir  haben  somit  die  Resultate  gewonnen: 
„Von  den  Flächen  unseres  Systems: 

1.  geht  eine  Fläche  durch  drei  gegebene  Punkte; 

2.  berührt  eine  Fläche  drei  gegebene  Ebenen; 

3.  berühren  vier  Flächen  drei  gegebene  Geraden; 

4.  gehen  zwei  Flächen   durch  zwei  gegebene  Punkte  and 
berühren  eine  gegebene  Gerade; 

5.  berühren  zwei  Flächen  zwei  gegebene  Ebenen  und  eine 
gegebene  Gerade; 

6.  gehen  drei  Flächen  durch  zwei  gegebene  Punkte   und 
berühren  eine  gegebene  Ebene; 

7.  gehen  drei  Flächen  durch  einen  gegebenen  Punkt  und 
berühren  zwei  gegebene  Ebenen; 

8.  gehen  vier  Flächen  durch  einen  Punkt  und  berühren 
zwei  gegebene  Geraden; 

9.  berühren  yier  Flächen  eine  gegebene  Ebene  und  zwei 
gegebene  Geraden; 

10.  gehen   sechs   Flächen   durch   einen   gegebenen   Punkt, 

berühren    eine    gegebene    Gerade    und    eine   gegebene 

Ebene.^ 

Als  die  Charakteristiken  des  im  Eingange  erwähnten  in  sich  dualen 

Systems  der  Flächen  des  Gebüsches ,  welche  eine  gegebene  Gerade  berühren, 

haben  sich  ergeben: 

|Ä*  =  ^*=32,     v*  =  4,     |biys=^v  =  4,     fi^  =  6. 

§4. 

9.  Die  durch  einen  beliebigen  Punkt  P|  des  Raumes  gehenden  doppelt 
unendlich  vielen  Flächen  des  Systems  bilden  ein  Flächennetz ,  d.  h.  sie  gehen 
noch  durch  sieben  andere  Punkte  P^,  P,,  P|,  ...,  Pg,  welche  mit  P^  die  acht 
Grundpunkte  des  Netzes  sind.  Weil  nun  die  Punkte  in  dreifach  unendlicher 
Mannichfaltigkeit  im  Räume  auftreten,  so  folgt,  dass  es  dreifach  an- 
endlich viele  Flächen^ietze  in  unserem  Gebüsche  giebt. 

Durch  einen  Grundpunkt  sind  die  sieben  anderen  vollständig  bestimmt, 
üeber  die  gegenseitige  Lage  der  acht  Grundpunkte  eines  Flächennetzes  in 
unserem  Gebüsche  gelten  folgende  Sätze: 

„Auf  der  Verbindungslinie  eines  Grundpunktes  mit  einer 
Tetraederecke  liegt  noch  ein  zweiter  Grundpunkt.^ 
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„In  der  Verbindangsebene  eines  Grnndpunktea  mit  einer 
Tetraederkante  liegen  noch  drei  andere  Grandpunkte." 

Verbinden  wir  nSmlicb  den  Grundpunkt  P^  mit  der  Bcke  Ä  und  nennen 
Ä'  den  Schnittpunkt  Yon  P^Ä  mit  der  Tetraederebene  BCD^  so  sind  A  und 
Ä'  zwei  conjugirte  Punkte  bezüglich  aller  FlScben  des  Sj^stems  und  folglich 
anch  des  Netzes.  Da  nun  sämmtliche  Flächen  des  Netzes  durch  P^  gehen, 
so  gehen  sie  auch  durch  den  zu  P^  bezüglich  Ä  und  Ä  harmonischen  Punkt 
P^y  welcher  also  einer  der  acht  Grundpunkte  des  Netzes  sein  muss. 

Zum  Beweise  des  zweiten  Satzes  legen  wir  die  Ebene  durch  P^  und 
die  Kante  AB  des  Tetraeders.  Ihr  Schnitt  mit  der  zu  ili^  windschiefen 
Kante  CD  sei  E.  Nach  dem  Vorhergehenden  liegt  auf  AP^  noch  ein 
Onindpnnkt  Pj,  der  von  P^  durch  die  Schnitte  von  iiP,  mit  AB  und  BX 
harmonisch  getrennt  ist;  ebenso  liegt  auf  BFi  noch  ein  Grundpunkt  Pg, 
welcher  von  P|  durch  die  Schnitte  von  B P^  mit  AB  und  AE  harmonisch 
getrennt  ist  Ausserdem  ist  aber  auch  der  Schnittpunkt  P^  von  B  P^  und 
ÄP^  einer  der  acht  Grundpunkte,  weil  er  von  P,  durch  die  Schnitte  von 
BP^  mit  AE  und  AB^  von  Pg  durch  die  Schnitte  von  AP^  mit  AB  und 
BE  harmonisch  getrennt  wird. 

Also  liegen  vier  Grundpunkte  Pp  /'s»  Pg,  P4  in  einer  Ebene  durch  die 
Kante  AB^  die  vier  übrigen  P5,  P^,  P^,  Pg  liegen  daher  in  einer  zweiten 
Ebene  durch  AB,  welche  mit  der  ersteren  ein  zum  Netz  gehöriges  Ebonen- 
paar  bildet.  Daraus  folgt,  dass  jedes  Netz  unseres  Systems  sechs 
Ebenenpaare  besitzt,  deren  Axen  die  sechs  Tetraederkan- 
ten  sind. 

10.  Betrachten  wir  zwei  von  diesen  Ebenenpaaren,  deren  Aien  sich 
schneiden,  so  constitoiren  diese  einen  Kegelbttschel ,  dessen  Omndkanten  die 
Tier  Schnittlinien  der  beiden  Ebenenpaare  sind.  Durch  dieselben  gebt  auch 
das  dritte  Ebenenpaar  des  Büschels,  dessen  Axe  die  Doppellinien  der  beiden 
ersten  schneidet.  Zwei  Ebenenpaare  dagegen ,  deren  Axen  sich  nicht  scboei« 
den.  also  Gegenkanten  des  Tetraeders  sind,  eonstitniren  einen  Büschel  von 
Flächen  dorch  ein  windschiefes  Vierseit. 

Jedes  Netz  unseres  Gebüsches  enthält  also  vier  Bflicbel 
von  Kegeln,  welche  je  eine  Tetraederecke  zum  gemeinsamen 
Mittelponkt  haben,  und  drei  Flftchenbflschel  durch  windschiefe 
Vierseitc 

Die  Grandkasten  eines  jeden  Kegelbflschels  sind  die  Verbindongslioiea 
des  gemeiBsamcai  Schetteb  mit  vier  aasoeürten  Paukt»  ^reri^  L  Thmii}  in 
der  GezesebeiK. 

Ferner  die  Ce8«lff|ntzeiici;nre  C^  y^hsuer  Ordfivsg  ein«»  lUgeoMriMfl 
KetKs  'vergL  Beje,  IL  ÄhÜL  S.  232;  degeoerirt  im  vcprlieg^ttdm  FaU#  im 
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andere  Ebenen,  welche  mit  der  ersten  die  acht  Grundebenen  des  Gewebes 
sind.     Durch  eine  Grundebene  sind  die  sieben  anderen  bestimmt. 

Durch  die  Schnittlinie  einer  Grundebene  mit  einer  Tetra- 
ederebene geht  noch  eine  zweite. 

Durch  den  Schnittpunkt  einer  Grundebene  mit  einer  Te- 
traederkante gehen  noch  drei  andere  Grundebenen. 

Die  vier  übrigen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  derselben  Kante,  der 
mit  dem  ersten  ein  Punktepaar  des  Gewebes  bildet. 

Jedes  Gewebe  des  Systems  enthält  sech^  Punktepaare, 
deren  Träger  die  sechs  Tetraederkanten  sind;  ferner  vier  Kegel- 
sohnittschaaren  in  den  vier  Tetraederebenen  und  drei  Fläcben- 
schaaren  durch  windschiefe  Vierseite. 

Die  Grundtangenten  eines  jeden  dieser  Kegelschaaren  sind  yier  asso- 
ciirte  Geraden  des  Kegelschnittnetzes  in  der  Tetraederebene. 

11.  Da  zwei  Gegenkanten  des  Polartetraeders  reciproke  Polaren  bezüg- 
lich aller  Flächen  des  Systems  sind,  so  ist  jeder  Punkt  der  einen  Kante 
zu  jedem  Punkte  der  andern  Kante  conjugiri     Hieraus  fol^: 

Zieht  man  durch  einen  der  acht  Grundpunkte  eines  Netzes 
eine  Gerade,  welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft, 
so  liegt  auf  derselben  noch  ein  zweiter  Grundpunkt. 

Denn  die  beiden  Punkte ,  in  welchen  die  Gerade  die  Gegenkanten  trifft, 
sind  conjugirt  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems.  Alle  Flächen  also, 
welche  durch  den  gewählten  Grundpunkt  gehen,  d.  h.  alle  Flächen  des 
Netzes,  enthalten  auch  denjenigen  Punkt,  der  zu  dem  Orundpnnkte  har- 
monisch ist  bezüglich  der  beiden  conjugirten  Punkte. 

Dualistisch:  Schneidet  man  eine  der  acht  Grundebenen  eines 
Gewebes  in  unserem  System  mit  zwei  Gegenkanten  des  Tetra- 
eders, so  geht  durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Schnitt- 
punkte noch  eine  zweite  Grundebene. 


§5. 

12.  Die  acht  Grundpunkte  eines  Flächennetzes  wollen  wir  associirte 
Punkte,  die  acht  Grundebenen  eines  Gewebes  associirte  Ebenen  nennen. 
(Vergl.  Reye,  II.  Abth.  S.  236.)  Setzen  wir  das  Polartetraeder  als  reell 
voraus,  so  geht  aus  den  Sätzen  von  §  4  hervor,  dass  acht  associirte  Punkte, 
resp.  acht  associirte  Ebenen  entweder  sämmtlich  reell,  oder  sämmtlich  ima- 
ginär sind. 

Je  zwei  associirte  Punkte  liegen  entweder  auf  einer  Geraden  durch  eine 
Tetraederecke  und  zwar  harmonisch  zu  dieser  Ecke  und  dem  Schnittpunkte 
der  Geraden  mit  der  Gegenebene,  oder  auf  einer  Geraden,  welche  zwei 
G^enkanten  des  Tetraeders  trifft,  und  zwar  harmonisch  zu  den  beiden 
Schnittpunkten. 
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Es  ut  nicht  aninteressant,  das  Verhalten  einer  Gruppe  von  acht  asso- 
eürten  Punkten  noch  weiter  zu  untersuchen. 

Durch  einen  Punkt  P^  ist  ein  Netz  unseres  Gebüsches  und  dadurch  die 

ni  P]  associirten  sieben  Punkte  P,,  P^,  P^,  ...,  Pg  festgelegt.     Es  fragt 

ndi,  ob  man,  von  einem  dieser  sieben  anderen  Punkte  ausgehend ,  zu  der 

oSmlichen  Punktgruppe    gelangt.      Das  durch  P^   bestimmte  Netz  enthftlt 

eisen  Bflschel  von  Kegeln  mit  gemeinsamem  Scheitel  in  der  Tetraederecke  A^ 

auf  dessen  vier  Grundkanten  die  acht  Punkte  'P|,  P^,  P31  ...,  Pg  paarweise 

liegen.    Dieser  Büschel  ist  perspectiv  mit  einem  Eegelschnittbüschel  in  der 

Tetnederebene  BCD,  welcher  das  Dreieck  BCD  zum  gemeinsamen  Polar- 

dreieek  und  die  Spuren  der  Grundkanten  des  ersteren  zu  Grundpunkten  hat. 

Von  welchem  der  vier  Grundpunkte  in  der  Ebene  BCD  wir  auch  ausgehen, 

immer  erhalten   wir  denselben  Kegelschnittbüschel,   wie   sich  aus  der  Con- 

stroction  des  Punktquadrupels  nach  dem  I.  Theile  ergiebt;  also  führt  auch 

jeder  der  sieben  anderen  Punkte  P^,  P3,  P4,  ...,  Pg  zu  demselben  Kegel- 

htocbel  mit  dem  gemeinsamen  Scheitel  in  A 

Ein  Gleiches  gilt  für  den  Kegelbüschel  unseres  Netzes,  dessen  Flächen 
die  Ecke  B  zur  gemeinsamen  Spitze  haben.  Beide  Kegelbüschel  constituiren 
ftber  unser  Netz ,  bestimmen  also  auch  die  Grundpunkte  P, ,  P^y  Pg ,  . . . ,  Pg 
desselben.  —  Nfthert  sich  ein  Grundpunkt  einer  Tetraederecke,  so  thun  es 
aaeh  die  sieben  associirten,  und  in  der  Ecke  selbst  fallen  alle  acht  zusammen. 
Das  zugehörige  Netz  wird  gebildet  durch  die  Kegel  des  Gebüsches,  welche 
ihre  Spitie  in  jener  Ecke  haben. 

Zwei  associirte  Ebenen  schneiden  sich  entweder  in  einer  Geraden,  welche 
in  einer  Tetraederebene  liegt,  und  sind  dann  harmonisch  getrennt  durch  diese 
Ebene  und  die  Verbindungsebene  der  Schnittlinie  mit  der  Gegenecke,  oder 
sie  treffen  sich  in  einer  Geraden,  welche  mit  zwei  Gegenkanten  je  in  einer 
Ebene  liegt,  und  sind  harmonisch  zu  diesen  beiden  Ebenen. 

Wir  nennen  jede  Verbindungsgerade  von  zwei  associirten  Punkten  des 
Gebüsches  einen  Hauptstrahl  desselben  (Beye,  IL  Abth.  S.  237);  ebenso 
BoU  jede  Schnittlinie  zweier  associirter  Ebenen  eine  Hauptlinie  des  Systems 
beisaen. 

Jede  Gerade  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders  ist  ein  Hauptstrahl,  jede 
Gerade  in  einer  Tetraederebene  eine  Hauptlinie,  und  jede  Gerade,  welche 
zwei  Oegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  sowohl  ein  Hauptstrahl  als  eine 
Hanptlinie.  Durch  jeden  Hauptstrahl  geht  ein  Flftchenbüschel, 
durch  jede  Hauptlinie  eine  Flftchenschaar  des  Systems.  (Vergl. 
§  2  Nr.  6.) 

Wir  schliessen  femer  aus  dem  Vorhergehenden :  Die  Hauptatrahlen  sind 
Ttiger  involutorischer  Punktreihen ,  deren  Punktepaare  aus  je  zwei  associir- 
ten Punkten  bestehen.  Sie  werden  von  den  Flächen  des  Gebüsches  in  diesen 
Puktepaaren  geschnitten.  Die  Doppelpunkte  der  Panktreihen  liegen  auf 
tei  Tetraederebenen ,  jeder  Pnnkt  der  letzteren  ist  also  sich  selbst  assocürt, 

ZaHMittIft  tMMtbmmtik  o.  Pbjwik  XXXIV,  1.  '^ 
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Die  HaapÜinien  sind  TrSger  involatorischer  Ebenenbüschel ,  deren  Ebe- 
nenpaare aus  je  zwei  associirten  Ebenen  bestehen,  und  welche  die  Paare 
der  von  den  Hanptlinien  an  die  Flächen  des  Systems  gehenden  Tangential- 
ebenen sind.     Die  Ebenen  durch  die  Tetraederecken  sind  sich  selbst  assocürt 

13.  Acht  associirte  Punkte  des  Systems  können  zu  je  zweien  durch 
28  Hauptatrahlen  verbunden  werden.  Davon  gehen  16  zu  je  vieren  durcli 
die  vier  Tetraederecken ,  die  zwölf  tlbrigen  treffen  zu  je  vieren  die  drei  Gegen- 
kantenpaare  des  Tetraeders.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen  sieben  Haupt 
strahlen,  weil  der  Punkt  sieben  associirte  Punkte  hat;  vier  derselben  gehei 
nach  den  vier  Tetraederecken ;  die  drei  übrigen  treffen  je  ein  Gegenkanten- 
paar des  Tetraeders.  In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  drei  Hauptstrahlen,  es 
sind  nämlich  die  drei  Geraden ,  welche  die  Schnittpunktepaare  dieser  Ebene 
mit  je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  enthalten. 

Dualistisch:  Acht  associirte  Ebenen  schneiden  sich  zu  zweien  in  28 
Hauptlinien;  davon  liegen  16  zu  je  vieren  in  den  vier  Tetraederebenen ,  die 
zwölf  übrigen  aber  treffen  zu  je  vieren  ein  Gegenkantenpaar  des  Tetraeders, 
In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  sieben  Hauptlinien,  nämlich  die  Schnittlinieii 
der  Ebene  mit  den  Tetraederebenen  und  die  drei  Geraden,  welche  die  Gegen- 
kanten des  Tetraeders  treffen. 

Die  Hauptstrahlen  bilden  demnach  eine  Strahlencongruenz  mit  dem  Bün- 
delrang 7  und  dem  Feldrang  3,  die  Hauptlinien  eine  Congruenz  mit  dem 
Feldrang  7  und  dem  Bündelrang  3. 

14.  Drei  Flächen  unseres  Systems  constituiren  sowohl  ein  Netz,  als  ein 
Gewebe  (Schaarschaar)  des  Gebüsches,  d.  h.  ihre  acht  Schnittpunkte  sind 
acht  associirte  Punkte,  und  ihre  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  sind 
acht  associirte  Ebenen.  Halten  wir  nun  eine  der  drei  Flächen  fest  und 
lassen  die  beiden  anderen  das  Netz  durchlaufen,  so  werden  die  acht  gemein- 
samen Tangentialebenen  sich  fortwährend  ändern.  Kommen  die  beiden 
Flächen  der  festen  Fläche  näher,  bis  sie  schliesslich  damit  zusammenfallen^ 
so  werden  die  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  sich  immer  mehr  den 
acht  Tangentialebenen  der  festen  Fläche  in  den  Grundpunkten  des  Netzes  nähern 
und  im  Grenzfall  in  dieselben  übergehen.    Wir  gewinnen  daher  den  Satz: 

Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  unseres  Systems  in 
acht  auf  derselben  liegenden  associirten  Punkten  sind  acbl 
associirte  Ebenen. 

Dual: 

Die  Berührungspunkte  von  acht  associirten  Ebenen  mii 
einer  Fläche  des  durch  sie  bestimmten  Gewebes  im  System 
sind  acht  associirte  Punkte. 

Die  Tangentialebenen  aller  Flächen  eines  Netzes  in  einem  Grundpunktc 
desselben  bilden  einen  Ebenenbündel  um  diesen  Punkt.  Die  associirten  Ebenen 
bilden  demnach  die  Ebenenbündel  um  die  sieben  anderen  Grundpunkte. 
Daher  können  wir  sagen:    Dreht  eine  Ebene  sich  um  einen  Punkt, 
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80  drehen    sich   die  sieben   associirten  Ebenen   um  die   sieben 
sssoeiirten  Punkte. 

Dnal: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Ebene,  so  bewegen  sich 
die  sieben  associirten  Punkte  auf  den  associirten  Ebenen. 

Weiterhin  lässt  sich  der  Satz  beweisen: 

Dreht  eine  Ebene  sich  um  eine  Gerade  p,  so  drehen  die  asso- 
ciirten Ebenen  sich  um  sieben  andere  Geraden.  Denn  nehmen 
wir  auf  p  zwei  Punkte  P|  und  P^  an ,  so  muss ,  da  sich  die  Ebene  gleich- 
leiÜg  um  P|  und  P^  dreht,  jede  associirte  Ebene  gleichzeitig  um  einen  zu 
P|  und  einen  zu  l\  associirten  Punkt,  d.  h.  um  eine  Gerade  drehen. 

Dual: 

Bewegt  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  p^  so  bewegen 
die  sieben  associirten  Punkte  sich  auf  sieben  anderen  Geraden. 

Von  einer  Geraden  p  kommen  wir  auf  beide  Weisen  zu  denselben  sieben 
anderen  Geraden.  Denn  denken  wir  uns  dieselben  auf  die  erste  Weise  gebildet 
nnd  legen  auf  die  Gerade  p  einen  Punkt,  so  liegt  dieser  auf  allen  Ebenen 
durch  p,  also  müssen  die  sieben  associirten  Punkte  auf  den  zu  diesem  Ebenen- 
bOschel  associirten  Ebenen ,  d.  h.  auf  einer  der  sieben  anderen  Geraden  liegen. 

Wir  wollen  solche  acht  Geraden,  welche  associirte  Punkte  enthalten 
and  um  welche  sich  associirte  Ebenen  drehen,  associirte  Geraden  nennen. 
Zq  jeder  Geraden  giebt  es  demnach  sieben  associirte.  Letztere  bilden  die 
Raamcunre  siebenter  Ordnung,  welche  in  jedem  Flächengebttsch  einer  Ge- 
raden associirt  ist.     (Reye,  II.  Abth.  S,  284,) 

Acht  associirte  Geraden  liegen  stets  auf  einer  Fläche  des 
Sjstems. 

Denn  durch  eine  von  den  acht  Geraden  kann  man  eine  und  nur  eine 
FISehe  des  Systems  legen.  Da  diese  nun  auch  die  zu  jedem  Punkte  der 
^^enden  associirten  Punkte  enthalten  muss,  so  folgt,  dass  auch  die  asso* 
eiirten  Geraden  auf  ihr  liegen. 

Vier  von  diesen  acht  Geraden  gehören  zu  den  Erzeugenden 
der  einen  Schaar,  die  vier  übrigen  zu  denen  der  andern  Schaar. 

Denn  jede  Gerade  wird  von  vieren  ihrer  associirten  Geraden  getroffen 
^d  zwar  dort,  wo  sie  die  vier  Tetraderebenen  schneidet;  letztere  Punkte 
sind  nämlich  sich  selbst  associirt  (nach  Nr.  12),  müssen  also  zugleich  auf 
der  ersten  und  auf  je  einer  von  ihren  associirten  Geraden  liegen.  —  Da 
die  Berührungspunkte  associirter  Ebenen  mit  einer  Fläche  unseres  Systems 
>i80ciirte  Punkte  sind,  so  sind  auch  die  Punkte  der  Berührungscurven  der 
aus  acht  associirten  Punkten  an  die  Fläche  gehenden  Tangentialkegel  unter- 
einander associirt;  daher  bilden  die  Ebenen  der  acht  Berührungskegelschnitte 
aneh  eine  Gruppe  associirter  Ebenen.     Oder: 

Die  Polarebenen  von  acht  associirten  Punkten  besügliob 
einer  Fliehe  des  Systems  sind  acht  associirte  Ebenen. 


20  üeber  die  Flächen  zweiten  Gi*ades  etc. 

Dual : 

Die  Pole  von  acht  associirten  Ebenen  bezüglich  einer 
Fläche  des  Systems  sind  acht  associirte  Punkte.  Hieraos  ergiebt 
sich  auch: 

Die  reciproken  Polaren  von  acht  associirten  Geraden  bezüglich  einer 
Fläche  des  Systems  sind  wieder  acht  associirte  Geraden. 

§6. 

15.  Pol  und  Polarebene  bestimmen  eine  Fläche  unseres  Systems  ein- 
deutig; also  wird  auch  jeder  Punkt  M  des  Raumes  im  Allgemeinen  Mittel- 
punkt einer  und  nur  einer  Fläche  sein ,  da  er  als  solcher  Pol  der  unendlich 
fernen  Ebene  ist. 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  M  einer  Fläche  mit  der  Ecke  A  des 
Polartetraeders  und  legt  durch  ihn  die  Parallelebene  a  zur  Gegenebene  des 
Tetraeders ,  so  sind  MA  und  a  Durchmesser  und  conjugirte  Diametrslebene 
der  Fläche.  Denn  die  unendlich  ferne  Gerade  yon  a  ist  coigugirt  zu  A^ 
weil  sie  in  der  Gegenebene  von  A  liegt;  und  coigugirt  zu  Jf ,  weil  sie  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  liegt;  sie  hat  also  MA  zur  reciproken  Polare 
bezüglich  der  Fläche.  Wir  können  demnach  leicht  vier  Durchmesser  und 
ihre  conjugirten  Diametralebenen  construiren,  wodurch  das  ganze  Bündel- 
polarsystem um  den  Mittelpunkt  JSf ,  also  auch  die  Axen  und  der  Asjmpto- 
tenkegel  bestimmt  sind.  Wir  können  aber  das  Bündelpolarsystem  auch 
durch  drei  Polardreikante  desselben  bestimmen  (zwei  derselben  genügen). 
Denn  ziehen  wir  durch  M  die  Parallelen  zu  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders, 
und  diejenige  Gerade,  welche  beide  Gegenkanten  trifft,  so  haben  wir  ein 
solches  Poldreikant.     (Schroeter,  Oberflächen  2.  0.,  S.  540.) 

Jeder  Punkt  als  Mittelpunkt  bestimmt  demnach  eine  Fläche 
des  Systems,  mit  Ausnahme  der  Tetraederecken,  welche,  wie 
wir  wissen,  die  Mittelpunkte  Yon  doppelt  unendlich  vielen 
Kegeln  sind. 

16.  *  um  zu  untersuchen ,  wie  die  Mittelpunkte  der  verschiedenartigen 
Flächen  unseres  Systems  im  Räume  vertheilt  sind,  haben  wir  besonders  die 
Ausartungen  der  Flächen  zu  beachten;  es  sind  dies  vorzüglich  die  doppelt 
unendlich  vielen  Kegelschnitte  in  den  Tetraederebenen.  Da  in  der  Tetra- 
ederebene ABC  beispielsweise  diese  Kegelschnitte  das  Dreieck  ABC  zum 
gemeinsamen  Polardreieck  haben,  so  ist  aus  Theil  I,  §  2  Nr.  1  die  Ver- 
theilung  der  Mittelpunkte  der  verschiedenen  Kegelschnittsarten  bekannt;  die 
Mittelpunkte  der  Hyperbeln  liegen  in  den  Räumen  (e)»  die  der  Ellipsen  in 
den  Räumen  (/i),  und  zwar  die  Mittelpunkte  der  imaginären  Ellipsen  im 
Innern  des  Dreiecks  ABC.  (Vergl.  Fig.  1  von  Theil  I.)  Wenn  eine  Fläche 
zweiten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  degenerirt,  so  wird  eine  der  drei  Axen 
der  Fläche  Null;  der  Kegelschnitt  bildet  den  üebergang  von  solchen  FlBchen, 
wo    diese   Axe    imaginär  ist,    zu  solchen,   wo   sie   reell   ist,  wihread 
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beiden  anderen  Axen  im  Allgemeinen  endlich  und  in  allen  drei  Fällen  gleich- 
artig sind. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Punkte  im  Innern  des  Tetraeders.    Inner- 
halb des  Tetraeders  müssen  die  Mittelpunkte   imaginärer  El- 
lipsoide  liegen.     Denn  bei  jeder  reellen  nicht  geradlinigen  Fläche  liegt 
stets  eine  Ecke  des  Polartetraeders  innerhalb  derselben;  jede  Gerade  durch 
diese  Ecke  muss  die  Fläche  also  reell  schneiden.    Verbinden  wir  nun  einen 
innerhalb  des  Polartetraeders  gelegenen  Punkt  M  mit  der  Ecke  A  desselben, 
und  sei  ^der  Schnittpunkt  von  MA  mit  der  Ebene  BCD,  so  müssen  A  und 
^coigngirt  sein  bezüglich  der  Fläche,  welche  M  zum  Mittelpunkt  hat,  oder  die 
beiden  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  MA  müssen  harmonisch  sein  zu  A  und  H 
und  gleichweit  entfernt  von  itf ,  können  mithin ,  da  M  zwischen  A  und  H  liegt, 
nicht  reell  sein.  Was  von  MA  gilt,  gilt  auch  von  MB,  MCxmd  MD.  Da  keine 
dieser  yier  Geraden  die  Fläche  reell  schneidet,  so  muss  dieselbe  imaginär  sein. 
Aach  die  Mittelpunkte  der  reellen  geradlinigen  Flächen  können  nicht 
im  Innern  des  Tetraeders  liegen,  was  im  Folgenden  bewiesen  werden  soll. 
Bekanntlich  wird  eine  geradlinige  Fläche  zweiten  Grades  von  zwei  Paar 
Gegenkanten  eines  ihrer  Polartetraeder  reell,  von  dem  dritten  Paar  imaginär 
getroffen.     Sei  nun  M  der  Mittelpunkt  einer  Fläche  F^^  unseres  Gebüsches, 
welche  von  den  Gegenkanten  AB  und  CD  des  Polartetraeders  nicht  ge- 
schnitten  werde;   eine  durch  M  und  AB  gelegte  Ebene  schneidet  aus  der 
Fliehe  Fj^  einen  reellen  Kegelschnitt  C^  aus,  welcher  AB  und  den  Schnitt- 
punkt P  der  Ebene  mit  CD  zu  Polare  und  Pol  hat.    Auch  der  Kegelschnitt 
C  wird  von  AB  nicht  getroffen;   folglich  muss  der  Pol  P  im  Innern  des 
Kegelschnittes   liegen.     Eine  durch   P  beliebig  gezogene  Gerade  schneidet 
den  Kegelschnitt  C^  reelL     Denken  wir  uns  jetzt,  der  Punkt  itf  liege  inner- 
halb des  Tetraeders ,  und  suchen  dann  nach  dem  Vorhergehenden  die  Schnitt- 
pnnkte  der  Geraden  MF  mit  der  Fläche,   so  ergeben  sich  zwei  imaginäre 
Punkte  (dieselben  sind  harmonisch  zu  P  und  dem  Treffpunkte  von  MP  mit 
AS)i  folglich  kann  M  nicht  innerhalb  des  Tetraeders  liegen. 

17.  •  Durchschreiten  wir,  aus  dem  Innern  des  Tetraeders  kommend, 
eine  Tetraederebene,  z.  B.  ABC  (was  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  ge- 
schieht), so  wird  beim  Passiren  der  Ebene  eine  Aze  der  Fläche  Null  und 
darftuf  reell.  Wir  gelangen  von  einem  imaginären  Ellipsoid  zu  einem  zwei- 
mmnteligen  Hyperboloid.     Wir  finden  daher: 

Die  Mittelpunkte  der  zweimanteligen  Hyperboloide  liegen 
in  den  vier  pyramidenstumpfförmigen  Räumen,  welche  yon  den 
Tetraederebenen  gebildet  werden. 

Durchschreiten  wir  dagegen,  aus  dem  Innern  des  Tetraeders  kommend, 
eine  Tetraederkante,  so  gehen  zwei  Axen  der  Fläche  durch  Null  cvergl. 
Theil  I9  §  3  Nr.  3)  zum  Reellen  über;  wir  gelangen  in  einen  keilförmigen, 
dnreh  die  yier  Tetraederebenen  begrenzten  Raum  und  zwar  zu  den  Mittel- 
pvakten  geradliniger  Flächen.    Mithin  ergiebt  sich: 
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Die  Mittelpunkte  der  einmanteligen  Hyperboloide  liegen 
in  den  sechs  keilförmigen  Räumen,  welche  Yon  den  vier  Te- 
traederebenen begrenzt  und  deren  Schneiden  die  sechs  Tetra- 
ederkanten sind. 

Durchschreiten  wir  drittens  vom  Innern  des  Tetraeders  aus  eine  Ecke 
des  Polartetraeders,  so  gehen  alle  drei  Azen  yom  Imaginären  durch  Null 
zum  Reellen  über;  wir  kommen  in  einen  durch  drei  Tetraederebenen  begrens- 
ten  pyramidenförmigen  Raum  und  zwar  zu  reellen  EUipsoiden. 

Die  Mittelpunkte  der  reellen  Ellipsoide  liegen  also  in  den 
vier  pyramidenförmigen,  durch  je  drei  Tetraederebenen  be- 
grenzten Räumen. 

18.  •  Zu  den  letzteren  Resultaten  kommen  wir  auch  durch  folgende 
Ueberlegung.  Wir  hatten  daran  erinnert,  dass  in  der  Ebene  ABC  die 
Räume  {e)  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  die  ausserhalb  des  Dreiecks 
ABC  gelegenen  Räume  (^)  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  des  Kegelschniti- 
netzes  in  der  Ebene  ABC  enthalten.  Gehen  wir  nun  aus  einem  pyramiden- 
stumpfförmigen  Räume  durch  den  Flächenraum  (e)  in  einen  keilförmigen 
Raum ,  so  ist  die  üebergangscurve  eine  Hyperbel  des  Systems ;  wir  gelangen 
also  von  einem  zweimanteligen  Hyperboloid  durch  eine  Hyperbel  zu  einem 
einmantligen  Hyperboloid,  zu  einer  Fläche  mit  einer  imaginären  und  swei 
reellen  Axen. 

Bewegen  wir  uns  dagegen  aus  einem  keilförmigen  Raum  in  einen  pyra- 
midenförmigen,  so  kommen  wir  durch  einen  mit  {h)  bezeichneten  Flächen- 
raum einer  Tetraederebene  und  zwar  von  einem  einmanteligen  Hyperboloid 
durch  eine  reelle  Ellipse  zu  einem  reellen  Ellipsoid.  Wollen  wir  aus  einem 
pyramidenstumpfförmigen  Raum  in  einen  pyramidenförmigen  direct  gelangen, 
80  müssen  wir  eine  Tetraederkante  passiren;  es  gehen  dann  zwei  Azen  einer 
Fläche  vom  Imaginären  durch  Null  zum  Reellen  über;  auch  so  kommen  wir 
also  zu  den  reellen  EUipsoiden  des  Systems. 

19.  Was  die  Vertheilung  der  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  und  ellip- 
tischen Paraboloide  des  Systems  oder,  was  dasselbe  ist«  deren  Berührangs- 
punkte  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  anbetrifft,  so  lässt  sich  dieselbe 
leicht  angeben.  Diejenigen  Flächenräume  nämlich,  welche  die 
keilförmigen  Räume  aus  der  unendlich  fernen  Ebene  aus- 
schneiden, enthalten  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Pa- 
raboloide, dagegen  diejenigen  Flächenräume,  welche  durch 
die  pyramidenförmigen  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  py- 
ramidenstumpfförmigen Räume  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
eingeschnitten  werden,  die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Pa- 
raboloide. 

20.  Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  eines  Netzes  liegen  auf  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  F^,  (Vergl.  Reye,  IL  Abth.  S.  232.)  Da  jedes  Neti 
unseres  Gebüsches  sechs  Ebenenpaare  enthält,   welche  die  sechs  Tetraeder- 
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kanten  zu  Axen  haben,  so  müssen  diese  sechs  Kanten  auf  der  Fläche  F^ 
liegen,  letztere  hat  daher  die  vier  Ecken  des  Tetraeders  zu 
Knotenpunkten.     (Vergl.  Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  380.) 

Alle  Mittelpunktsflächen  F^  in  unserem  System  bilden  ein  Gebüsch  von 
Fischen  dritter  Ordnung.  Soll  nämlich  ein  gegebener  Punkt  ein  Enoten- 
ponkt  einer  Fläche  sein ,  so  ist  diese  Forderung  mit  vier  einfachen  linearen 
Bedingungen  äquivalent.  (Vergl.  Salmon-Fiedler,  Baumgeometrie,  II.  Th.| 
2. Aufl.,  §26.)  Alle  Flächen  dritter  Ordnung  also,  welche  yier  gegebene 
Punkte  zu  Knotenpunkten  haben  sollen,  müssen  16  linearen  Bedingungen 
genfigen,  und  da  man  einer  Fläche  dritter  Ordnung  nur  19  lineare  Be- 
dingnngen  auferlegen  kann ,  so  bilden  sie  ein  lineares  System  von  dreifacher 
Unendlichkeit.  Umgekehrt,  jede  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  yier 
Tetraederecken  zu  Knotenpunkten  hat,  ist  die  Mittelpunktsfläche  eines  Netzes 
unseres  Gebüsches.  Denn  drei  beliebige  Punkte  auf  ihr  sind  die  Mittel- 
punkte dreier  Flächen  unseres  Systems.  Letztere  constituiren  ein  Netz  des 
Gebüsches,  dessen  Mittelpnnktsfläche  F^  mit  der  gegebenen  die  Knoten- 
punkte und  ausserdem  noch  drei  Punkte  gemeinsam  hat;  da  beide  Flächen 
ilso  denselben  19  linearen  Bedingungen  genügen ,  so  sind  sie  identisch. 

Die  Mittelpunkte  eines  Flächengewebes  unseres  Systems  liegen  auf  einer 
Ebene,  nämlich  auf  derjenigen,  welche  zur  unendlich  fernen  Ebene  bezüg- 
lich des  Gewebes  conjugirt  ist.  Umgekehrt,  jede  Ebene  im  Baume  ist 
Miitelpanktsebene  eines  Gewebes  in  unserem  System,  da  sie  als  conjugirte 
Ebene  zur  unendlich  fernen  Ebene  ein  Gewebe  bestimmt. 

21.  Die  Mittelpunkte  eines  Flächenbüschels  unseres  Systems  liegen  auf 
einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  (Beye,  II.  Abth»,  S.  157).  Dieselbe  geht 
äorch  die  vier  Tetraederecken  als  Mittelpunkte  der  vier  Kegel  des  Büschels. 
Die  Mittelpunktscurven  aller  Büschel  eines  Netzes  befinden  sich  auf  der 
Kttelpunktsfläche  des  Netzes,  bilden  also  die  doppelt  unendlich  vielen 
Sinmcurven  dritter  Ordnung  der  einen  Art,  welche  auf  dieser  Fläche  liegen 
Storni,  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  32).  Umgekehrt,  jede  Baumcurve 
iritter  Ordnung  durch  die  vier  Tetraederecken  ist  die  Mittelpunktscmre 
3Dei  Flächenbüschels  in  unserem  System.  Denn  zwei  beliebige  Punkte  auf 
br  sind  Mittelpunkte  zweier  Flächen  des  Systems.  Letztere  constituiren 
sBen  Büschel  des  Gebüsches,  dessen  Mittelpunktscurve  mit  der  gegebenen 
echs  Punkte  gemein  hat,  also  mit  derselben  identisch  ist  (Beye,  IL  Abth., 
(.93).  Die  Mittelpunktscurven  dritter  Ordnung  bilden  also 
in  System  vierter  Stufe. 

Die  Mittelpunkte  einer  Schaar  des  GebtLsches  liegen  auf  einer  Geraden, 
rdehe  demnach  ein  gemeinsamer  Durchmesser  für  alle  Flächen  der  Schaar 
hi  (VergL  Beye,  II.  Abth.,  S.  148.)  Umgekehrt,  jede  Gerade  im  Baume 
it  gemeinsamer  Durchmesser  einer  Schaar  in  unserem  System,  da  sie  als 
<^jiigirte  Gerade  zur  unendlich  fernen  Ebene  eine  Schaar  bestimmt 
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§7. 

22.  Constmiren  wir  zu  einer  Geraden  l  bezüglich  aller  Flacher 
allgemeinen  Flächenbüscbels  zweiter  Ordnung  die  reciproken  Polare 
bilden  dieselben  einen  Complez,  welcher  aufgefasst  werden  kann  a 
Erzengniss  zweier  collinearer  Bäume.  Denn  lege  ich  auf  l  zwei  Puc 
und  B  und  construire  von  Ä  und  B  die  Polarebenen  in  Bezug  ai 
Flächen  des  Gebüsches ,  so  erhalte  ich  zwei  in  collinearer  Beziehung  st 
Bäume,  indem  je  zwei  solche  Ebenen  sich  entsprechen,  welche  Polan 
TOn  A  und  B  bezüglich  derselben  Fläche  sind.  Das  Erzeugnis 
beiden  Bäume  aber  ist  ein  Complex  zweiten  Grades,  ei 
genannter  tetraedraler  Complex.  (Vergl.  Beye,  11.  Abth., 
bis  138) ,  welcher  aus  den  reciproken  Polaren  von  l  bezüglich  aller  F 
des  Gebüsches  besteht.  In  unserem  FaUe ,  wo  alle  Flächen  ein  gemeii 
Polartetraeder  besitzen,  bildet  dieses  das  Haupttetraeder  des  Com 
Denn  die  reciproken  Polaren  yon  {  bezüglich  aller  Kegel  unseres  Gel: 
bilden  die  vier  Strahlenbündel  um  die  vier  Tetraederecken,  und  di 
proken  Polaren  bezüglich  aller  Kegelschnitte  des  Systems  die  vier  Sti 
felder  in  den  Tetraederebenen.  Es  ist  somit  ersichtlich,  dass  sich 
serem  Falle  bei  einer  Veränderung  der  Geraden  {  das  Haupttetraed 
Complexes  nicht  ändern  wird.  Zu  dem  Complex  gehört  übrigens  die  G 
selbst,  da  sie  ihre  eigene  reciproke  Polare  bezüglich  der  Fläche  ist, 
durch  sie  hindurchgeht. 


(Sohlait  folgt.) 


III. 

Znraokfütarung  der  Oleiohungen  relativer  Bewegung 

auf  die  canonisohe  Form. 

Von 

J.  Rachmaninow, 

Prof  ft.  d.  Unir.  Kiew. 


1.  Werden  die  Bedingungen  eines  Systems  von  n  materiellen  Punkten, 
wekhe  mittels  3n  Coordinaten  (x,  y^  z)  auf  unbewegliche  Coordinatenazen 
l)etogen,  durch  (3n  — X;)  Gleichungen 

toBgedrückt,  so  kann  man  aus  denselben  die  3n  Coordinaten  iXy  y,  0)  als 
Pimctionen  von  q^j  q^^  ...,  q^  bestimmen,  wodurch  die  Gleichungen  1) 
identisch  erftült  würden. 

Bezeichnet  man  durch  T  die  lebendige  Kraft  des  sich  bewegenden 
Systems  materieller  Punkte,  indem  man  T  durch  die  neuen  Veränderlichen 
fti  Sil  •••>  ^k  ansdrückt,  und  setzt  man 

dT 


wr^'' 


dqi 


wobei  i  alle  ganzen  Werthe  von  1  bis  k  hat  und  gfi^s-^j  so  kommt  man 
befaumtlicb,  nach  Hamilton,  zu  den  canonischen  Gleichungen: 

^  dt  ^dqi'      dt  dpi'^ 

Ib  diesen  Gleichungen  ist  1 

J5r=7-T, 

wobei  F  eine  Kraftfunction  bezeichnet.  Die  yon  Hamilton  herrührende 
Ableitung  der  erwähnten  Gleichungen  wird  darauf  begründet,  dass  die  leben- 
dige Kraft  als  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  q^ , 
iv  •••!  ff*  8i<^^  ausdrücken  lässt,  und  ist  nur  auf  den  PaD,  wo  die  Be- 
dingungen des  Systems  yon  der  Zeit  unabhängig  sind,  anzuwenden.  Die 
Hamilton 'sehe  Ableitung  wird  in  den  meisten  Handbüchern  der  Mechanik. 
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angegeben.*  Der  selige  Akademiker  Ostrogradsky  hatte  aber  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  Bewegungsgleichongen  aach  in  dem  Falle,  wo  die  Be- 
dingungen  des  Systems  sich  mit  der  Zeit  ändern ,  sich  zur  canonischen  Form 
zurückführen  lassen;  nur  ist  dann  in  diesen  Gleichungen 

zu  setzen,  wobei 

Sind  die  Bedingungen  von  der  Zeit  unabhängig,  so  erscheint  T  als  eine 
homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  q\,  q\^  ...,  q'ki 

woraus  folgt,  dass 

wie  in  dem  von  Hamilton  betrachteten  Falle. 

Coriolis  war  der  Erste,  der  die  Gleichungen  relativer  Bewegung  gab ; 
später  führte  Bour  die  erwähnten  Gleichungen  zur  canonischen  Form  für 
den  Fall  zurück ,  wo  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  nicht  ab- 
hängen. Transformirt  man  nun  die  Gleichungen  relativer  Bewegung  zur 
canonischen  Form  in  einem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Bedingungen  des 
Systems  in  Bezug  auf  bewegliche  Coordinatenazen  von  der  Zeit  abhängen, 
so  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  auch  in  diesem  Falle  man  schliesslich  zu 
den  Formeln  kommt,  welche  den  von  Ostrogradsky  gegebenen  vollstän- 
dig entsprechen.  Zum  erwähnten  Zwecke  ist  zunächst  eine  kurze  Ausein- 
andersetzung der  bekannten  Gleichungen  relativer  Bewegung  nothwendig, 
um   die  im  Weiteren  vorkommenden  Bezeichnungen  begreiflich  zu  machen. 

2m  Es  seien  o?^,  y^,  z^  die  Coordinaten  eines  materiellen  Punktes  in 
Bezug  auf  unbewegliche  Azen  und  x^y,  0  die  Coordinaten  desselben  Punktes 
nach  den  im  Baume  sich  bewegenden  Coordinatenazen ,  in  Bezug  auf  welche 
man  die  Bewegung  des  gegebenen  Systems  zu  bestimmen  hat.  Es  sei  die 
Abhängigkeit  der  beiden  Coordinatensysteme  voneinander  durch  die  Gleich- 
ungen 

(  Xi==Xo+ ax+  hy+ ce, 

3)  I  yi—yo+ax+l/y  +  cz, 

(  iTj  =  iTq  -f  a'x  +  6"y  +  c'e 

bestimmt,  wobei  Xq,  y^,  »q  die  Coordinaten  des  Anfangs  der  beweglichen 
Azen  in  Bezug  auf  die  unbeweglichen  vorstellen ,  ausgedrückt  als  Functionen 
der  Zeit.  Da  die  Azen  der  Coordinaten  x^  y^  b  und  die  der  a?i,  y^y  ß^ 
rechtwinklig   vorausgesetzt   werden,    so    sind    die   Cosinus  a,  a\  d\  &,  h\ 


*  Bertrand  giebt  dieselbe  in  seiner  Ausgabe  von  Lag  rang  e^s  Aualytiecher 
Mechanik,  ohne  darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  dass  sie  nur  den  Fall  betrifft,  wo 
die  Bedingungen  des  Systems  mit  der  Zeit  unveränderlich  bleiben.  Sogar  im 
Scheirschen  Werke  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte'^,  welches  so  reich 
an  bibliographischen  Anzeigen  ist,  wird  nur  Hamilton 's  Ableitung  erörtert. 


i) 
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6",  e,  e,  e"  die  Winkel,   welche  die  beweglichen  Axen  mit  den  unbeweg- 
lichen bilden,  durch  die  sechs  Gleichungen  miteinander  verbunden: 

a»+  a*+  o"»  =1, 
b*  +  b'»  +  c"»  =  1, 

c*+  e*  +  c"*  =1, 
bc  +  b'c  +b'c'  =  (), 
ca+  ca  +  c  a   =U, 

Die  erwähnten  sechs  Cosinus  können  folglich  als  abhängig  von  drei  yer- 
inderlichen  Grössen  betraichtet  werden,  welche  drei  gegebene  Functionen 
der  Zeit  vorstellen.     Deshalb  setze  man 

I  c.dh  +  c.dV+c\dV'=:-{h.dc+h'.dc+  h'\dc')  =  <Ojc'di, 

5)    I  a.dc  +  a\dc  +  a\  dc'=  —  {cda-^-  c\da  +  c',da')  =  toy.dt^ 

\  h.da+h\da+  h'\ d a'  =  '—  {a .dh  +  a . dh'  +  a\dh*')  =  (0^, dt y 

wo  fOxy  a>yi  fl9s  als  gegebene  Functionen  der  Zeit  zu  betrachten  sind.  Die 
Gleichungen  4)  und  5)  lassen  auf  diese  Weise  die  betrachteten  Cosinus  als 
Functionen  der  Zeit  T  bestimmen. 

Differenzirt  man  die  Gleichungen  3)  nach   der  Zeit  tf   so  erhält  man 

dx.      dxn  ,        da  dh    ,        de   ,        dx  ,   ^   dy  ,       dg 

dt     dt^     dt  ^^   dt^     dt^     dt^     dt^     dt 

^yi  ^yo  ,  ^ö    I        ^^'  ,  ^c'  ,  dx  .  .,  dy  ,    ,  de 

dt  dt^  dt  ^^    dt  ^  dt^  dt^      dt^      dt 

dt^  dzQ  .  da'  .       dh"  .  de"  ,  ,,  dx  .  .„  dy      „  de 

dt  dt^  dt^^    dt  ^  dt^  dt^      dt^      dt 

Hnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  entsprechend  mit  a,  a\  a  ^  mit  &,  &',  }>\ 
mit  c,  c ,  e\  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so  erhält  man  nach  den 
Gleichungen  4)  und  5): 

fa.cx^  +  a.dy^  +  a'.dei      a.dxQ  +  a'.dyQ  +  a'.dzQ  dx 

dt di y«-.+'«»y+3j' 


e.dXi  + c\dy^+c\de^       e.dxQ  + e\dy^  +  c\deQ  de 
_ .^..  __      a:«,,+y«,,+^ . 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  falls  man  die  geometrische  Bedeutung  der 

"^Orher   angeführten  Formeln   sich   erklären   wollte,    dass   flo^i   flOy,   o>s  die 

Winkelgeschwindigkeiten  um  die  beweglichen  Axen  der  Coordinaten  x^  y^  e 

Vorstellen  bei  der  Drehung  dieser  Axen  um  eine  momentane  Axe ,  die  durch 

^©  Gleichungen 

X       y        e 


^^timmt  wird. 


09^  (Dai  (D; 
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Man  setze  in  den  Gleichungen  6): 

t  dx 

dt 


^) 


ö7"-y»»  +  ^"»  =  5» 


dg 


dt 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  6)  relativ  mit  a,  h,  c,  mit  a\  b\  c', 
mit  a\  b'\  c\  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so  erhält  man: 

V  Xt        u  Xt\ 

W  =  ä7+''^  +  ^''  +  *'f' 

OZ^         OZq  "vir"       I      "«. 

Differenzirt  man  die  Glpichongen,  so  findet  man: 

«*y._3*y« .  >  aa       db'       de     ,  di       a,       aj 
"äF— äF+^' äF+''"ar  + ^' är+* '37+^ 'ä7+'  ä«' 

■äF-=äis-+^-ör+''-ä«-  +  ^'  är+"  •äT+*  •är+''  Tr 

Multiplicirt  man  die  erhaltenen  Gleichungen  entsprechend  mit  a,  a',  a",  mit 
b,  b',  b",  mit  c,  c,  c",  so  findet  man: 

8) j^, = g^g j:«x+s»,+3-^' 

c. a»!t, + c. a»y,  +  c". a»»,    c.a»«»+c.a*yo+c".a»«o    >  ^J 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Projectionen  der  Beschleunigung  des  be- 
trachteten materiellen  Punktes ,  bei  dessen  Bewegung  in  Bezug  auf  die  un- 
beweglichen Axen,  auf  die  drei  beweglichen  Coordinatenazen. 

8.  Mögen  die  Bedingungen  eines  Systems  materieller  Punkte  in  Bezug 

auf  unbewegliche  Coordinaten  durch  folgende  3n— Ä;  Gleichungen  ausgedrückt 

werden  * 
9)     '  itf,  =  0,    ä;c=0,    ....    M^n-k  =  0, 

wobei  Jlf|,  üf^,  ...,  Mzn—k  gegebene  Functionen  der  Zeit  und  der  Coordi- 
naten x^f  y^y  i?|  materieller  Punkte  des  Systems  in  Bezug  auf  unbewegliche 
Axen  seien.  Die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes  (X| ,  y^ ,  g^)  in  Bezug 
auf  die  unbeweglichen  Axen  sind  folgende: 


# 


10) 


Von  J.  Bacbkanimow.  29 


dt*  '  '  '^'  a*,  '  '^*  dx, 

c*y,        _  .      aar-        ajf,. 


•  •» 


•» 


•  •» 


wobei  X|,  Fj,  Zj  die  Projectioneii  auf  die  Coordinatenaxen  der  beschleu- 
nigenden ,  auf  einen  materiellen  Punkt  m  des  Systems  wirkenden  Kraft  vor- 

CkTLf      7\TLt      TilliF 

stellen;  r — '  ^— >  ^—    sind  den  Cosinus  der  Winkel  proportional,   welche 
öflfj     oy^    cZi 

die  Normale  zur  Oberfläche 

itf=0 

mit  den  unbeweglichen  Azen  bilden;  in  M  sind  dabei  nur  die  Coordinaten 
'p  y,,  5|  als  veränderlich  zu  betrachten;  ft|,  ft,,  ...  sind  unbestimmte 
Factoren  und  den  von  den  Bedingungen  des  Systems  herrührenden  Wider- 
standskräften proportional. 

Die  ißn  —  k)  Gleichungen  9)  und  die  3n  Gleichungen  10)  bestimmen 
▼ollständig  die  3n  Coordinaten  und  die  (3n  —  Ä;)  Factoren. 

Man  transformire  zuerst  die  Bedingungsgleichungen  9)  in  Bezug  auf 
die  beweglichen  Coordinatenaxen  mittels  der  Gleichungen  3),  welche  sich 
aaf  die  Coordinaten  (a;,  y,  z)  materieller  Punkte  nach  dem  unbeweglichen 
Azensystem  beziehen;  dann  erhält  man  überhaupt  ein  System  Yon  Gleich- 
ungen : 
11)  X,  =  0,    Z,  =  0.     ...,    X3«-*  =  0, 

wo  Zri,  L^y  ...,  Lzn-k  Functionen  der  3n  Coordinaten  (x^y^e)  und  der 
Zeit  t  sind.  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  10)  entsprechend  mit  a,  a\  a\ 
mit  b,  b\  h'\  mit  c,  c,  c"^  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so 
erhält  man: 

a.d^x^  +  a'.  d^y^  +  a".  ^*5, 


12) 


VI     'VI     "^1        /     ^-^1.     '^-^1,      .e^ittA. 


•  •  .i 


a«» 


.  •  • 


dt* 

Setzt  man  ferner 
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wo  X,  r,  Z  die  Projectionen   der  Kräfte   auf  die  beweglichen  Axen  sind, 
und  giebt  man  darauf  acht,  dass 

dM      ,  dM     „  dM     ,  dM    ^  dM    ^.,  dM         dM     ,  dM  ^   ,,  dM 
dx^         dy^  dey_     dx^         dy^  ^^i—     ^^i        ^^i         ^^' 

dx  dy  dB 

80  erhält  man  nach  den  Gleichungen  12)  infolge  der  Gleichungen  8) 

a«|         ^          a.d^x^  +  a.d^y^  +  a.d^e,,  .       ,  ^     , 

m—^mX-m ^-^ — -^^^-^ -  +  m(ri^*-i^y) 

^    ox        ^    dx 


13) 


m.^'  =  mr-w- ^^ -^ ^  +  m(f  00,-5«,) 

dy        ^    oy 


ax,        aZrg 


wobei  itj,  A|,  ...  unbestimmte  Factoren  sind. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  13)  £,  f?,  {;  mittels  der  Gleichungen 
7),  80  erhält  man  die  von  Coriolis  gegebenen  Differentialgleichungen  rela- 
tiyer  Bewegung. 

4.  Indem  wir  die  Grössen  {x^  y,  8)t  (§«  tj»  £)  als  veränderliche  betrach- 
ten, nehmen  wir  an,  dass  die  relative  Bewegung  durch  die  Gleichungen  13) 
und  7)  ausgedrückt  werde.  Die  erwähnten  Gleichungen ,  in  Verbindung  mit 
den  die  Bedingungen  des  Systems  ausdrückenden  Gleichungen  11),  genügen 
vollkommen,  nm  die  3n  Coordinaten  (x^  y,  e),  die  3n  Veränderlichen  (§,  rj,  i) 
und  (3n  — Ä;)  Factoren  A  zu  bestimmen. 

Setze  man  nun  voraus,  dass  im  zu  betrachtenden  Falle  relativer  Be- 
wegung eine  Kraftfunction  U  ezistire,  und  zwar  so,  dass 

dx  dy  de 

Setze  man  femer,  dass 

^_a.a«a?o  +  a.a«yo  +  a^a«igo^^^  ^  h,d^x,  +  h'.d^y,  +  h'\d^z,  ^^^ 

c.d^Xo+c.d^y^  +  c'.d^e^ 
+  '- d? ^*^^' 

5=  2;«!  |(y  CD,  —  5o)j,)  .§  +  (iPO),  — jrw,)  .1? +^(a;o)j,  -  y  co.r) .  Jl. 

Infolge  angeführter  Bezeichnungen  nehmen  die  Gleichungen  7)  und  13) 
die  folgende  Form  an: 
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-l7=^*''+«''  "•lf=«i(''+«''  »r'-8i(''+«'' 

Se'tzt  mau  nun 

14)  l7_i>_(2'+S)  =  Tr 

«ad  zieht  man  in  Betracht,   daas  (17— P)  von  $,  tj,  ^  und  2*  Ton  x,  y,  e 
unabhSngig  ist,  so  gehen  die  letzten  Gleichungen  in  folgende  über: 

,.,  dx         dW         dy         dW         de         dW 

^'^        ""Ft — T|'   ♦"ä7  =  -ä^'   •"ä7=-äy5 


16) 


dl_dw      dL, 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  16)  relativ  mit  willkürlichen  unend- 
lich kleinen  Verschiebungen  Jx^  ^y^  Je  und  die  Gleichungen  15)  mit  un- 
endlich kleinen  Zunahmen  J^^  Jri,  d^^  so  erhält  man,  indem  man  nach- 
her die  Summe  der  letzten  Gleichungen  von  der  der  ersteren  abzieht  und 
den  erhaltenen  Ausdruck  für  alle  Punkte  des  Systems  summirt: 

oder 

w«ü 

di  dt      dt     ^  dt      dt  dt 

^  die  vorhergehende  Gleichung  fttr  alle  willkürlichen  Zuwüchse  {^x,  Jy, 
^')t  (J$,  dtiy  Ji)  ezistirt,  so  muss  die  Gleichung 

"),^^2^m(|.^x+,zry  +  t.zr.)-zr2'm(|fl  +  |f-i»  +  f/f)  =  ^^ 

^  diejenigen  Verschiebungen  (Jx^  dy^  Jg)  des  Systems  gelten,   welche 
den  Gleichnngen 
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18) 


^i,  = 


2(f' 


^/i«  = 


^x+l'.^.  +  l 


genügen. 

Die  ersten  Theile  der  Gleichungen  18)  stellen 
abhängigen  Veränderungen  der  Functionen  Z^,  Z^,^ 
stellen  auch  Jx^  Jy,  Jz   die  von   der  Zeit  unabh 
der  Coordinaten   materieller  Punkte   des   Systems  y» 
Jy^  Ae)  diejenige  Verschiebung  des  Systems,'*  wek 
der  wirklichen  Verschiebung  dx^   dy^  ce  desselben 
Schiebung  {öx^  ^y^^tf)  z^i^  Folge  hätte,  woftir  die  Gleid 

dL, 

dt 


2 


\CX 


6x  + 


^y 


// 


r  z 


V(^.3x  +  ^*.6y  +  ^A».a. 


^ 


dy 


de 


) 


+ 


dt 


5.    Man  setze  voraus,    dass   aus   den   Bedingungen  * 
Systems,   deren  Zahl,  wie  angenommen,  i^n—Tc)  ist,  i 
(x,y,  e)  als  Functionen  der  ä;  neuen  Veränderlichen  ^i,  i 
worden  seien,  womit  die  Gleichungen  11)  identisch  erfD 

19)   rr  =  /'(<,ö'ii?2»-i  ?*)»   y=v(^  ffi.  ^2»-»  ö't)»   i»=» 
Man  erhält  aus   diesen  Gleichungen,   indem   man  t  als 

trachtet: 

ox 


Jx^ 


dx 


dq^ 


+ 


dx 


dy  dy 


dqk 

^y 


As 


dqk 


dq^  dq^ 


^92^ h 


de 
dqk 


Jq 


Diese  Werthe  von  (^o?,  Ay^  As)  genügen  den  Gleicbna^ 
ständig   willkürlichen   Aq^,  Aq^,  ...,  Aq^,     Multiplicirt 
Ausdrücke  bez   mit  |,  tj,  S,   addirt  man   dieselben  und 
Punkte  des  Systems,  so  erhält  man 


A 


^mi^.Ax  +  ri.Ay  +  i.Ag) 

..,,2-(..|+,.,^+t.i£j| 


iN 


\. 


•  Z«itMshrift  f.  Halb« 
Arbeit  dar  verloiMV» 
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Man  setze  nun 

SO    erhält  man  » 

21)  ^m{^.Jx  +  fi.Jy  +  i.Je)^Pi,Jqi+P^.Jq^'\ Vpk.^gk- 

Aus   den  Gleichungen  19)  hat  man 

dx      fdx\  .   dx     ,    .   dx     ,    .         .    dx     , 

,     de      fde\  .   de     .    .    de     .    .        ,    de     . 

wobei   (tt)»   (är)'    (^T/)  «rate  Differentialquotienten  von  x,y,z  nach  der 

explicite  in  den  Ausdrücken  19)  vorkommenden  Zeit  t  sind,  und 

dq^        ,       dq^  .        dqk 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  19)  relativ  mit  §,  17,  (,   addirt  man  die- 
selben und  summirt  für  alle  Punkte  des  Systems,  so  erhält  man: 

=2»{^(ll)+'(l?)+'(l01+».«-+"''+-+»«' 

mit  den  Gleichungen  20)  übereinstimmend. 

Bevor  wir  weiter  fortschreiten ,  wollen  wir  die  Bedeutung  der  veränder- 
lichen Grössen  p, ,  p^,  •••!  Pa  bestimmen,  durch  welche  die  Veränderlichen 
^y  V^  i  ersetzt  werden.     Aus  den  Gleichungen  22)  ersieht  man,  dass 

dx  __  dx'       dy  _  dy       dz  _  dz' 
dqi      dqi      dqi      dqi      dqt      dq'i 

wobei   t   alle  ganzen  Werthe    inclusive  von  1  bis  %  hat.     Dagegen  erhält 

man  aus  den  Gleichungen  7): 

dx  __  d^        dy'       dri  dz'  __  d^ 

dgi^d^i'     dq'i      dqi  dqt^dc^i 

folglich  ist  d^^H^      ^^^.  if==ii. 

dqi      dqi       dqi      dqi  dqi      dqi 

Fahrt  man  diese  Grössen  in  die  Gleichungen  20)  ein,  so  erh&lt  man 

ebenso  wie  in  den  Gleichungen  von  Hamilton  und  OstTOgt«^d%V^« 

r^tM^hrin  f.  MMtlieinmtik  o.  Phyaik  XXX1\\  f.  ^ 


Von  J.  Rachmaninow.  33 


setze  nun 


man  • » 

Gleichungen  19)  hat  man 

dx      (^x\  ,   dx     ,    .    dx     ,    .         ,    dx      , 

-|>   1^)'    (j"/)  ^rste  Differentialquotienten  von  x^  y,  z  nach  der 

in  den  Ausdrücken  19)  vorkommenden  Zeit  t  sind,  und 

dq^        ,       dg^  dqk 

rt  man  die  Gleichungen  19)  relativ  mit  £,  17,  £,   addirt  man  die- 
d  summirt  für  alle  Punkte  des  Systems,  so  erhält  man: 


I 
m 


{••(S)+"-Gt)+'Gi)1+'"'+'">+--^"''* 


jileichungen  20)  übereinstimmend. 

r  wir  weiter  fortschreiten ,  wollen  wir  die  Bedeutung  der  verftnder- 
össen  /?, ,  p^^  *.*i  Pk  bestimmen,  durch  welche  die  Veränderlichen 
rsetzt  werden.     Aus  den  Gleichungen  22)  ersieht  man,  dass 

dx  __  dx'       dy  __  dy        dz  __  dz' 
dqi       dq'i      dqi       dqi      dqi       dq\ 

alle  ganzen  Werthe  inclusive  von  1  bis  "k  hat.  Dagegen  erhält 
den  Gleichungen  7): 

dx  __  dl,        dy  ^  dy\  dz'  ^  di 

dq'i      dq'i      dq't      dqt  dq'i      dq'i 

ät 

dx  __  5|         ^y_  ^V        ^^_  ^f 
dqt       dq'i        dqi      dq'i      dqi      dqi 

n  diese  Grössen  in  die  Gleichungen  20)  ein,  so  erhält  man 

^J      \     öqt  dqi  dqtJ       dq  i 

[e  in  den  Gleichungen  von  Hamilton  and  Ostrograd^ky. 

n  /.  .Mmthcinmtik  o.  Pbyaik  XXX1\,  I.  ^ 


34      ZnrOckfllhning  i. 


Ersetzt  mau  iD  der  < 
durcb  die  neuen. 7,,  ij^, 
getntUa.  so  erbslt  m&a 


den  Äuedruck  nach  der  Gleichuu. 

Sezt  man  auf  Bhnliche  Weise  wie  ■' 

and 

(7-/'- 
80  kommt  man  von  der  Gleichnng  '-' 

wobei  B  vorläufig  mittels  der  YerBod': 
ausgedruckt  werden  muBS. 

Die  KraftfnactioQ  U  und  die  Gr^ 
neu  von  q^,  jg,  ,,.,  a*  aiifidracken. 

wild,  uebdem  man  in  denselben  statt 
k  7)  ünfllbit: 


Integrale  einer 
[tialgleichang. 


^  Sft  Vora  der  logaritfamiMboa 

f^^mt'oaftn  mit  algebraisckai 

^0  Sl  du  Integnl  einer  äolcbea 

^  ^■dk  "  •!>  gBaae  [»tionaltf 

1^  M^pkMl  —  von  der  hScfast- 

^  A  MM  foaa  »Hingeben,   aof 

T^  ovl  «dilienlieli  gesagt,  dasi 

■^  ■Igvimüxben  UiwaniD  nieU 

.  «Mb  wirklich  geoOgt- 

a^  Pif irMtidgleidning 

^^^^^M  u(i  *o»   Hern 

^^K^  MBgtfaend  nnterencU 

'r>  4hi  in  Buni»Dg  der  oben- 

felike  du  Integral 

Inoiig  imouT   l>onttM 

'lll^M  der  darin  tmt 

■  weiden,  'i»as 

8er«ntialglci<' 

tmqcht,  in 

ilvlakhuag 
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und    iSsst  sieb  nachher  in  eine  Fanction  von  9i,  ^91  .*.,  9iti  l>ii  Pg«  •••il'A 
mittels  der  Gleichungen  19)  und  20)  transformiren.     Die  Gleichungen  24): 

dT  dT  BT 

machen  es  möglich,  die  Grösse  q\^  q\^  ...,  g[k  als  Functionen  von  q^^ 
9t*  * " «  9^ *  Pu  Pi^  '"i  Pk  und  folglich  auch  S  und  H  als  Functionen  von 
denselben  Veränderlichen  auszudrücken. 

Die  Gleichung  27)  zerföllt  in  2X;  canonische  Gleichungen: 

dpi__dH      ^Ji__^ 
dt       dgi        dt  dpi 

wobei  H  dieselbe  Form  hat,  welche  von  Ostrogradsky  für  absolute  Be- 
wegung gegeben;  nur  wird  T  im  Falle  relativer  Bewegung  keine  homogene 
Fanction  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Grössen  g\,  q^^  ...,  q'k  sein, 
aach  dann  nicht,  wenn  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  unab- 
hftngig  wftren. 


IV. 

üeber  die  Form  der  logarithmisohen  Integrale  einer 
linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung. 

Von 

C.    KOEHLER 

in  Heidelberg. 

(Fortsetiang  tod  Jfthrg.  XXXIII,  8.  ?31  flgg.) 


In  der  oben  citirten  Arbeit  wird  zuerst  die  Form  der  logaritbmischea 
Integrale  linearer  nicht  homogener  Differentialgleichungen  mit  algebraischen 
Coefficienten  im  Allgemeinen  bestimmt,  dann  für  das  Integral  einer  solchen 
Differentialgleichung  m^^  Ordnung,  wenn  dasselbe  —  als  ganze  rationale 
Function  der  darin  auftretenden  Logarithmen  aufgefasst  —  von  der  höchst- 
möglichen, also  von  der  fn^*°  Dimension  ist,  eine  Porm  angegeben,  anf 
welche  dasselbe  immer  gebracht  werden  kann,  und  schliesslich  gezeigt,  dass 
jede  Function,  welche  diese  Form  besitzt,  einer  algebraischen  linearen  nicht 
homogenen  Differentialgleichung  m^'  Ordnung  auch  wirklich  genügt. 

Der  Fall,  dass  das  Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  eine 
lineare  Function  der  darin  enthaltenen  Logarithmen  ist,  ist  von  Herrn 
Königsberger  (Journ.  f.  Math.  Bd.  99,  S.  10 flgg.)  eingehend  untersacht 
worden.  Es  soll  deshalb  hier  in  §  1  mit  Hilfe  der  im  Eingang  der  oben- 
genannten Arbeit*  bewiesenen  Sätze  die  Form,  welche  das  Integral  einer 
algebraischen  linearen  Differentialgleichung  m}*'  Ordnung  immer  besitzen 
muss ,  wenn  es  eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  der  darin  anf- 
tretenden  Logarithmen  ist,  festgestellt«  und  dann  gezeigt  werden,  dass  eine 
Function  von  dieser  Form  auch  immer  einer  solchen  Differentialgleichung 
genügt.  In  §  2  werden  dann  noch  zwei  specielle  Fälle  untersucht,  in  wel- 
chen das  Integral  einer  algebraischen  linearen  Differentialgleichung  Yon 
höherer  als  zweiter  Dimension  in  den  darin  enthaltenen  Logarithmen  ist. 


1 

Es  sei  gegeben  die  Function 


n         n 


in  welcher  die  Grössen 


*  Dieselbe  soll  im  Folgenden  bei  Citaten  kurz  mit  %  bezeichnet  werden. 
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algebraische  Fanctionen  von  x  bedeuten  (wobei  nicht  aasgeschlossen  sein 
soll,  dass  dieselben  zum  Theil  oder  alle  constant  sind),  während  die  Grössen 
9l^  l^  algebraisch  von  einander  unabhängige  Logarithmen  bezeichnen  sollen, 
deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x  sind.  Es  soll  untersucht 
werden,  wann  ein  Ausdruck  von  dieser  Form  einer  linearen  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung  m^**  Ordnung 

genfigt,  in  welcher  die  Grössen  /'j,  ...,  /^m?  Q  algebraische  Functionen  von 
X  sind. 

Nach  Satz  I  (%.  S.  232)  erhält  man  aus  Gleichung  1)  durch  einmalige 
Differentiation  nach  den  sämmtlichen  Logarithmen  ^a  die  n  logarithmischen 
Integrale 

2)  yi=  4^  =  <paiOi  +  va2^2  +  --'  +  <pan^n  +  i*a     (^  =  1,2,  ...,  n) 
der  redacirten  Differentialgleichung 

Wenn  diese  Integrale  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  also  eine  lineare 
iumiogene  Belation  mit  constanten  Coefficienten  von  der  Form 

^1  yi  +  Cj  l/i  -J h  Cn  y»  =  0  ^ 

möglich  sein  soll,  so  müssen  sich,  da  die  Logarithmen  «^j,  ^^,  ...,  ^n  als 
ilgebraiscb  voneinander  unabhängig  vorausgesetzt  sind,  nothwendig  die 
C(  ab  constante  Grössen  aus  den  Gleichungen 

^1  Vli  +  Cg  <Psi  +  •  •  •  +  Cn  <Pfi  1  =  0, 
^  9l2  +  ^  9>f2  +  •  •  •  +  Ca  VnJ  =  0, 


3) 


bestimmen  lassen.     Eine  solche  Bestimmung  der  a  ist  nur  möglich, 
wenn  die  Determinante 

D  =r  ^  +  9ll  (p2i  "  '  (pnn 

identisch  verschwindet,  und  wenn  ausserdem,  falls  alle 
ihre  ünterdeterminanten  von  höherer  als  r^*'  Ordnung 
ebenfalls  identisch  Null  sind,  während  ihre  ünterdeter- 
>)  minanten  r^*'  Ordnung  nicht  sämmtlich  identisch  ver- 
schwinden, die  von  Null  verschiedenen  ünterdeterminan- 
ten dieser  Ordnung,  welche  aus  r  Zeilen  oder  Colonnen 
TonD  gebildet  werden  können,  sich  nur  durch  constante 
Factoren  voneinander  unterscheiden. 

Nnn  iSsst  sich  aber  zeigen,   dass  der  Ausdruck  1)  für  y^   wenn  die  in 
^  Torkouimenden  Grössen  cpi^  die  in  a)  verlangten  Eigenschaften  besitieiii 
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stets  übergeführt  werden  kann  in  einen  andern  Aasdruck  von  derselben 
Form,  dessen  Coefficienten  der  logaritbmischen  Glieder  zweiter  Dimension 
die  Bedingung  o)  sieber  nicbt  mebr  erfüllen ,  so  dass  demnacb  die  nacb  der 
Transformation  durch  Differentiation  nach  den  Logarithmen  gebildeten  loga- 
rithmiscben Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  B)  jedenfalls  linear 
unabhängig  voneinander  sein  werden. 

Sei  also  die  Bedingung  a)  für  y  erfüllt  und 

Dr  =  ^  +  Vii  <Pf2  •  •  •  Vrr 

eine  ünterdeterminante  r^^  Ordnung  von  D,  welche  nicht  identisch  ver- 
schwindet, dann  muss  die  Determinante 

<Pii  •••  Vir  fp\a 

<Pr\   •••    Vrr  <Prü 
Vit  ••.  <Plr  Vlo 

identisch  Null  sein,  welche  Werthe  aus  der  Reihe  der  Zablen  1,  2,  ...,  n 
auch  X  und  a  besitzen  mögen,  da,  sobald  einer  der  beiden  Werthe  <r  ist, 
zwei  Zeilen  oder  Colonnen  dieser  Determinante  miteinander  übereinstimmen, 
während,  falls  sowohl  k  wie  auch  a  grösser  als  r  ist,  Dr^-i  eine  ünter- 
determinante (r  +  l)^**  Ordnung  von  D  ist,  also  der  Voraussetzung  gemäss 
identisch  verschwindet.  Ordnet  man  nun  diese  Determinante  nach  den  Ele- 
menten der  letzten  Horizontalreihe  und  bezeichnet  die  dem  Element  q>n 
entsprechende  ünterdeterminante  mit  Od^  so  erhält  man  somit  die  Gleichung 

welche,  wenn  il=  1,  2,  ...,  n  und  a  =  r  +  l,  r  +  2,  ...,  n  gesetzt  wird,  in 
jedem  Falle  q>ia  durch  911,  q>i2^  --m  <pxr  auszudrücken  erlaubt.  Da  aber 
die  ünterdeterminanten  (P^i,  soweit  sie  nicht  Null  sind,  sich  der  Voraus- 
setzung nach  vonebander  nur  um  constante  Factoren  unterscheiden,  und 
Oco  =  J)r%  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  so  sind  die  durch  die 
Gleichungen 

-^  =  ^«r^         {<^^r+l,  r  +  2,  ..  ,  n) 

definirten  Grössen  constant,  und  die  letzte  Gleichung  geht  nach  deren  Ein- 
führung über  in 

4)  q>lo  =  h^i  g>2i  +  ^a2  ^12  +  •  •  •  +  "b^r  (pir 

(A=l,  2,  ...,  n;    a  =  r+[,  r  +  2,  ...,  n), 

es  ist  also  jede  der  Grössen  q>xo  eine  lineare  homogene  Function  von  (pn, 
9>a?9  ••••  <PXr  mit  Constanten  Coefßcienten. 

Wir  führen  jetzt  in  Gleichung  1)  durch  die  Gleichungen 

die  neuen  Variablen  ijj .  ty, ,  . . . ,  ty,.  ein  und  setzen  zur  Abkürzung  die  in  p 
enthaltene  quadratische  Form  von  d|,  ^,,  ...,  d« 
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n        n 


dum  wird,   wenn   wir  den  Ausdruck,  in  welchen  z  nach  vollzogener  Sab- 

stitotion  übergeht,   mit  z  bezeichnen,  z  die  Grössen  ^j,  9^^  ...,  %r  nicht 

dz 
mehr  enthalten.     Man  kann  nun  aber  zeigen,  dass  ^-— -  für  as=:r  +  li^+^« 

...,  II  identisch  verschwindet,   dass  also  i  auch  die  Grössen  ^r+ij  ^r+t, 
...,  ^fl  nicht  mehr  enthält  und  folglich  als  quadratische  Form  der  Yariab- 
^  *7ii  ^81  '*'!  ^r  ™^^  algebraischen  Coefficienten  sich  darstellt. 
Es  ist  nftmlich 

dl         dz    ,    dz  a^,    ,         ,    dz    d^r 
=  ^r^  +  TTT  ^"S"  +  •  •  •  + 


dd'ff      d9a     dO^  d^ff  d^r   d^ß 

oder  nach  den  Gleichungen  5) 

dz         dz  dz  dz 


aOir       a^tf       ^    d^,  "^d^r 

luid  man  erhält,  wenn  man  Gleichung  4)  mit  2&x  multiplicirt,  A  =  1,  2, ...,  n 
setzt,  die  so  entstehenden  Gleichungen  addirt  und  berücksichtigt,  dass 

2g>u^i +292,0, H +  2g>„,0„  =  ^^    (v  =  li  2,  ...,r,  a) 

dz  dz  dz  ,       dz 

«  wird  folglich  ^- 

^  =  0  (a  =  r  +  l,  r  +  2,  ...,  n), 

'  geht  somit  durch  die  Substitution  5)  über  in 


^d  y  selbst  erhält  jetzt,   wenn  man  noch  zur  Abkürzung  die  algebraische 
Function 

ssttt,  die  Form 

r       r  ♦     r  n  > 

I^iese  Form  unterscheidet  sich ,  da  die  Grössen  ijj ,  ij, ,  . . . ,  f^r  als  lineare 
homogene,  mit  constanten  Coefficienten  versehene  Functionen  der  ursprüng- 
Uen Logarithmen  0|,  ^^^  ...,  &n  selbst  wieder  Logarithmen  sind,  welche 
^ebraische  Functionen  von  x  als  Ableitungen  besitzen,  von  der  Form  1), 
i&  welcher  y  gegeben  war,  nur  dadurch,  dass  in  ihr  die  Bedingung  o)  für 
die  Coefficienten  <P||,  ^n,  ...,  q>rr  der  logarithmischen  Glieder  zweiter 
Dimension  sicher  nicht  mehr  erfüllt  ist,  indem  ja  die  Determinante  Dr  als 
▼on  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde. 
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Auch  können  die  in  der  letzten  Gleichung  auftretenden  Logarithmen 
in  keinem  algebraischen  Zusammenhange  stehen ,  wenn  ein  solcher  zwischen 
den  ursprünglich  gegebenen  Logarithmen  nicht  statthaben  solL  Denn  eine 
algebraische  Relation 

•^(^1  Vu  •••»  ^r»    ^r  +  l  >  ...»  ^n»    tu  •••»  £»)  =  0 

müsste  mindestens  eine  der  Grössen  f?] ,  i}s«  -  *  *»  ^r  enthalten,  da  die  O  und  t 
algebraisch  unabhängig  voneinander  sind;  man  könnte  diese  Relation  dem- 
nach auf  die  Form  bringen 

und  also  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  5)  den  Logarithmus  *&< 
algebraisch  durch  die  übrigen  Logarithmen  ^  und  i  ausdrücken,  was  nach 
unserer  Voraussetzung  nicht  möglich  ist.  Wir  haben  somit  Folgendes  fest- 
gestellt : 

Wenn  die  Function  y  die  Form  1)  besitzt  und  für  die  darin  auftreten- 
den algebraischen  Functionen  91^  die  Bedingung  a)  erfüllt  ist,  so  kann  man 
diese  Function  stets  so  transformiren ,  dass  nach  der  Transformation  die 
Coefficienten  der  logarithmischen  Glieder  zweiter  Dimension  der  Bedingung 
a)  sicher  nicht  mehr  genügen. 

Wir  können  deshalb  von  jetzt  ab  annehmen,  der  Ausdruck  1)  ftlr  y 
sei  schon  so  beschaffen ,  dass  die  Bedingung  a)  für  die  darin  vorkommenden 
algebraischen  Functionen  92^  nicht  erfüllt  ist.     Wenn  femer 

die  Coefficienten  X|,  Xsi  •••«  %•  ^^^  ^^^  linear  in  y  auftreten- 
ß)    den    Logarithmen    {;,,    {j,   ...,   £«    durch    lineare    homogene 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  verbunden  sind, 
so   wollen  wir   mit  dieser  Function  eine  weitere  Umformung  derart   vor- 
nehmen,  dass  der  neue  Ausdruck  für  y  die  Eigenschaft  ß)  nicht  mehr  be- 
sitzt, im  üebrigen  aber  ganz  von  derselben  Art  ist,  wie  der  ursprüngliche. 

Bestehen  nämlich  zwischen  den  Fimctionen  ^i «  Xu  •  •  •  i  x«  die  A;  vonein- 
ander unabhängigen  Gleichungen 

ax\Xi  +  ai2Xi  +  '"  +  ax,x,^0       (A=l,  2,  ...,*), 

in  welcher  die  Grössen  aifi  Constanten  bedeuten,  so  können  nicht  sämmt- 
liche  aus  je  k  der  8  Colonnen  ^ 

^11 »  ^1% »  •  •  •  ^  ^1  • » 

•  •  • 

•  •  • 

ÄiH»   ÄitJ»  •••>  Äfc« 

Pfebildeten  Determinanten  gleich  Null  sein.  Wir  nehmen  an,  ^  sei  die 
Determinante  _  , 

von  Null  verschieden,  dann  ergeben  sich  für  X|,  ^g,  ...,  %a  die  Gleichungen 

XX  =  d''-^^*iXk^i+dk+2,xXk-\.7+^'*  +  dsxXs    (A  =  1,2,  ...,»), 
in  welchen  die  dlft  ebenfalls  Constante  sind. 
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Fohren  wir  jettzt  in  y  darch  die  Gleichungen 

die  neuen  Variablen  u+i,  ..  ,  t«  ein,  welche  selbst  wieder  Logarithmen  sind, 
die  algebraische  Functionen  von  x  als  Ableitungen  besitzen ,  so  wird 


in  welchem  Ausdruck  die  Coefficienten  der  nur  linear  auftretenden  Loga- 
rithmen xk^\%  '"%  7«  sicher  linear  unabhängig  voneinander  sind.  Auch 
können  diese  Logarithmen  weder  untereinander,  noch  mit  ^j ,  ^^^  . . . ,  ^n 
algebraisch  verbunden  sein ;  denn  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  die- 
sen Grössen  mttsste  mindestens  einen  der  Logarithmen  r^  wirklich  enthalten, 
sich  also  auf  die  Form  bringen  lassen 

sie  wUrde  unter  Zuhilfenahme  der  Gleichungen  6)  gestatten,  ^i  durch  die 
flbrigen  Grössen  d  und  ^  algebraisch  auszudrücken,  uud  somit  der  über 
dieee  Grössen  gemachten  Voraussetzung  widersprechen. 

Es  ist  y  jetzt  so  umgeformt,  dass  auch  die  Bedingung  /?)  nicht  mehr 
erfüllt  ist,  und  wir  können  das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Wenn  die  durch  die  Gleichung  l)  gegebene  Function  ^  einer 
oder  beiden  Bedingungen  a)  und  ß)  genügt,  so  lässt  sich  die- 
selbe  stets  auf  eine  Form  bringen,  in  welcher  weder  die  Co- 
efficienten der  logarithmischen  Glieder  zweiter  Dimension  die 
Bedingung  o),  noch  die  Coefficienten  der  nur  linear  auftreten- 
den Logarithmen  die  Bedingung  /3)  erfüllen. 

Es  soll  diese  Form  als  die  einfachste  Form  einer  solchen 
Function  bezeichnet  werden. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Function  y,  welche  der  Differentialgleichung 
A)  gentigen  soll,  sei  in  Gleichung  1)  schon  auf  ihre  einfachste  Form  ge- 
hneht,  und  bilden  alle  ersten  und  alle  zweiten  Ableitungen  von  y  nach  den 
Ugarithmen  ^,,  ^,,  ...,  ^n,  sowie  die  ersten  Ableitungen  von  y  nach 
^'  iii    -f  iff  dann  erbalten  wir  nach  Satz  1  (9.  S.  232)  die  n  logarith- 

■iadien  Integrale  2)  und  die         ^ — -  +  s  algebraischen  Integrale 

^  9in  9ii»  •••!  Villi;     Zi«  Zi>  •••»  X* 

fo  reducirten  Differentialgleichung  B).  Von  den  Integralen  2)  kann  keines 
itlentiaeh  verschwinden,  weil  die  Logarithmen  ^, ,  !>,,  ...,  ^a  sftmmtlich  in 
den  Gliedern  zweiter  Dimension  von  y  wirklich  vorkommen  sollen ,  und  diese 
Integrale  sind  nach  den  angestellten  Betrachtangen  linear  unabhängig  von- 
oinaoder,  weil  y  die  einfachste  Form  besitzt;  es  kann  femer  aus  demselben 
Onuide  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwi- 
xhea  den  Integrsden   Xn  Zs>    -  i  1»  bestehen,   und  es  sind  auch  die  Inte- 
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grale  2)   linear  unabhängig  von  den  Integralen  8),   da  eine  Gleichung  yoB= 
der  Form  n     n  • 

in  welcher  die  c  und  die  g  constante  Grössen  bedeuten,  die  Gleichungen  3) 
nothwendig  nach  sich  ziehen  müsste ,  die  nicht  möglich  sind ,  weil  nach  Vor- 
aussetzung y  der  Bedingung  a)  nicht  genügt.     Dagegen  können  die  Inte- 
grale 8)  linear  voneinander  abhängig  sein,   und  es  ist,   wenn  5^=0  oder 
5  =  1    ist,  möglich,   dass   sie  sich   alle  durch  ein  einziges  derselben  linear 
und  homogen    ausdrücken  lassen.     Die    reducirte    Differentialgleichung  B) 
besitzt  demnach  mindestens  n  +  1   voneinander  unabhängige   Integrale,  es 
muss  abo  «^«,-1 

sein,  und  wir  haben  den  Satz  bewiesen: 

VI.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral  von  der 
Form  1)  besitzt,  so  kann  dasselbe  —  auf  seine  einfachste  Form 
gebracht  —  in  den  logarithmischen  Gliedern  zweiter  Dimen- 
sion höchstens  n»— l  verschiedene  algebraisch  voneinander  un- 
abhängige Logarithmen  enthalten. 

Da  die  Differentialgleichung  B)  die  Integrale  8),  also  jedenfalls  alge- 
braische Integrale  besitzen  muss  (vergl.  auch  ^.  Satz  III ,  S.  233) ,  so  wollen 
wir  annehmen,  sie  besitze  im  Gkinzen  p  solche  q>n  q)^^  ...»  9>p,  die  linear 
unabhängig  voneinander  sind;  dann  müssen  sich  die  Integrale  8)  als  lineare 
homogene  Functionen  derselben  darstellen  lassen ,  also  die  Gleichungen  gelten : 

9)  <pX/i  =  ki^  g>^  +  kip^  <Pa  +  •  •  •  +  *i^  Vp 

(A  =  l,  2,  ...,  n;    .a=  1,  2,  ...,  n;   hiß^k^i), 

10)  XP  =  ^(J'9>i  +  zi?V2  +  ---  +  ^^^9p        (^=1,2,. ..,5), 

in  welchen  die  k^Xß  und  1^^  constante  Grössen  bedeuten,    y  erhält  demnach 
die  Form 

w        n  p  n  9  p 


^  =  1  »=1  1=1  Q=l  9=t 

In  dieser  Gleichung  dürfen  die  Constanten  ki»  und  if^  gewisse  Bedingungen 
nicht  erfüllen,  welche  die  Bedingungen  o)  und  ß)  zu  ersetzen  geeignet  sind. 
Da  y  auf  die  einfachste  Form  gebracht,   also  die  Bedingung  a)  nicht 
erfüllt  ist,  so  dürfen  die  Gleichungen  3) 


nicht  bestehen.     Setzt  man  in  dieselben  die  Werthe  von  g>Xß  aus  den  Gleich- 
ungen 9),  so  gehen  sie  über  in 


i'ci^* 


(V) 
V  =  l 


ljiVv=^0  (f4  =  1,  2,  . . .,  n), 
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'-*•-•*  •    i^N 


wekhe  Gleichungen,  da  die  Functionen  9>, ,  q»j,  ...,  q>p  linear  nnabhSngig 
Tooeinuder  sind,  nur  bestehen  kSnnen,  wenn  die  Gleichungen 


^  i."')_n  /f*  =  1.  2,  ...,  n\ 

"l^iM- 0  Vv=1.2,...,p>' 


2 


ftlr  jeden  Werth  von  fi  und  v  miteinander  verträglich  sind;  dies  ist  aber 
nur  dann  und  immer  dann  der  Fall, 

wenn  die  ans  je  n  der  np  Reihen 

(^=1,  2,  ...,n;   v=l,2,...,p) 
gebildeten  Determinanten  sämmtlich  verschwinden. 

Die  Bedingung  o)  kann  somit  durch  die  Bedingung  y)  ersetzt  werden. 

Da  j^  in  Gleichung  D)  die  einfachste  Form  besitzen  soll,  so  ist  auch 
die  Bedingung  ß)  sicher  nicht  erfüllt,  es  muss  also  in  dieser  Qleichung 
jedenfalls  ^ 

sein.  Ausserdem  würden,  wenn  die  Bedingung  ß)  erfüllt  wäre,  also  eine 
Gleichung  von  der  Form 

bestände,  aus  ihr  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  10)  wegen  der 
linearen  ünabhftngigkeit  der  Functionen  9^ ,  ^^ ,  . . . ,  q>p  die  p  Gleichungen 

folgen  ^ 

^agt^^^O  (v=l,2,...,p), 

welche  nur  dann  und  immer  dann  miteinander  vertrftglich  sind, 
wenn  die  aus  je  s  der  p  Reihen 

^)  V^  h^''\  ••-   «/•'^  (v=l,2,  ...,p) 

gebildeten  Determinanten  sfimmtlich  verschwinden. 

Diese  Bedingung  ersetzt  somit  vollständig  die  Bedingung  /3),  und  man 
bnn  jetzt  sagen : 

Das  Integral  y  besitzt  in  Gleichung  D)  die  einfachste  Form, 

wenn  die  darin  enthaltenen  Constanten  Al^u  ^^^  ^  ^^^  ^^' 
dingnng  y)  und  der  Bedingung  6)  nicht  genügen. 

Da  die  Differentialgleichung  B)  ausser  den  n  logarithmischen  Integralen 
2)  noch  die  p  von  diesen  und  voneinander  unabhängigen  algebraischen  In- 
fi^grale  9^,  q>^f  ...,  q>p  besitzt,  so  muss 

in>n+p 

inn,  es  kann  also,  da  n  mindestens  gleich  Eins  ist,  p  höchstens  gleich 
»*!  sein,  und  wir  haben  mithin  folgenden  Satz,  der  den  Satz  VT  als 
«pedellen  Fall  enthält,  bewiesen: 
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VII.  Wenn  eine  lineare  nicht  homogene  DifferentialgleiclM. 
nng  m^*'  Ordnung  ein  Integral  besitzt,  welches  eine  gan& 
rationale  Function  zweiten  Grades  von  algebraisch  voneinan. 
der  unabhängigen  Logarithmen  ist,  deren  Ableitungen  un  < 
deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind,  8< 
las  st  sich  dasselbe  stets  aufdieFormD)  bringen,  —  eine  Form, 

in  welcher  die  Constanten   k^'J^  und   I^q^  der  Bedingung  y)  und 

der  Bedingung  d)  nicht  genügen,  in  welcher  ferner  die  Anzahl 
der  linear  voneinander  unabhängigen  algebraischen  Functio- 
nen <P|,  g?2*  '  ••  Vp  höchstens  gleich  m  — 1,  dieAnzahl  der  Loga- 
rithmen d|,  ^21  •••«  '^a  höchstens  gleich  m—p,  die  Anzahl  der 
nur  linear  auftretenden  Logarithmen  i^  t«»  •  •«  is  höchstens 
gleich  p  ist. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

VIII.  Jeder  Ausdruck  von  der  Form  D),  in  welchem  9|,  ...,  ^p, 
'^D  -M  '4^119  <^  algebraische  Functionen  von  x  sind,  O^,  ...,  0«« 
£i,  ...,  ^  Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  algebra- 
ische Functionen  von  d;  sind,  genügt  einer  algebraischen  line- 
aren Differentialgleichung  {n+py^^  Ordnung,  die  eindeutig 
bestimmt  und  nicht  homogen  ist,  wenn  die  Logarithmen  0|, 
'^si  •.•)  ^n  algebraisch  unabhängig,  die  Functionen  g?^,  q>^,  ...,  q>p 

linear  unabhängig  voneinander  sind  und  die  Constanten  kiß 
der  Bedingung  /)  nicht  genügen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  ordnen  wir  den  Ausdruck  D)  nach  den 
darin  enthaltenen  algebraischen  Functionen  9^1,  g),,  ...,  qtp^  ^1»  ^21  •••>  ^n« 
CO  und  fuhren  durch  die  Gleichungen 

n        n  9 

die  von  x  nicht  explicite  abhängenden  Functionen  tc?j,  to^,  .-m  Wp  ein, 
dann  wird 

Bildet  man  aus  dieser  Gleichung  alle  Ableitungen  von  y  nach  x  bis 
zur  {n+p)^  so  stellen  sich  dieselben  dar  als  lineare  Fanctionen  von 
^19  ••  I  ^/»9  ^1»  •••1  '^n  ^°^  den  Ableitungen  der  Functionen  Wv  nach  den 
Logarithmen  ^j,  ...,  O,,,  ^,,  ...,  g.  mit  algebraischen  Coefficienten.  Jede 
Ableitung  von  Wp  nach  irgendwelchen  dieser  Logarithmen  ist  aber  selbst 
wieder  eine  lineare  Function  von  ^|,  O^,  ...,  O,,  mit  constanten  Coeffiden* 
ten,  es  muss  folglich  auch  jede  Ableitung  von  y  nach  x  sich  als  lineare 
Function  von  ir,,  ...,  iTp,  ^^  ...,  ^n  mit  algebraischen  Coefficienten  dar- 
stellen lassen,  und  man  erhält  somit  für  y  und  dessen  n+p  erste  Ab- 
leitungen nach  X  die  Gleichungen: 
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äx 
dl» 


=      <p',  W,      +•••+     <p'pWp      +      Qn^i      +•••+      QXn^n      +    W  i » 


f»  t  t  ff 


=     9i**'i      +•••+     V  p«Pp     +      Pji^i       +•••+      Q7n^n      +    Wj, 


in  welchen  (p^*^  die  i^*  Ableitung  von  <]P|r  nach  x  bedeutet,  die  Grössen  qi» 
Qod  ni  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  ^n+p«  Pn^p.i, 
...,  Pq,  addirt  sie  und  bestimmt  dann  die  n-^-p-^-l  Grössen  P^  gemäss 
den  n+p  homogenen  linearen  Gleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten 

•••••••••••••••••••f 

Pov^^+p^  +Pi<p^;+p''^  +---  +  ^.+p<Pp  =  o, 

PoQn  +  p,t  +P,  (»„  +  p-l,l    +---+^n  +  p*j  =0, 


welche  immer  auflösbar  sind,  weil  die  Anzahl  der  unbekannten  um  eine 
Einheit  grösser  ist  als  diejenige  der  Gleichungen ,  so  erhält  man ,  wenn  man 
losserdem 

Pq  ©„  +  p  +  P,  CO»  +P-1  +  •  •  •  +  Pn+p  CO  =  gj 

Ktit,  ^  y  die  lineare  Differentialgleichung 

in  welcher  /^u,  P,,  ...,  Pa+p^  Qi  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Diese  Differentialgleichung  ist  eindeutig  bestimmt  und  nicht  homogen, 
wenn  in  D)  die  Logarithmen  Oj,  0^,  ...,  ^„  algebraisch  unabhängig ,  die 
^gebraischen   Functionen    gp, ,  tp^^  ...,  q>p    linear    unabhängig   voneinander 

^  nnd  ausserdem  die  Constanten  Jc^ii  die  Bedingung  y)  nicht  erfüllen; 
denn  die  p  algebraischen    Integrale   gpj,  <P2*  *•  i  ^p   "°^   ^i®  ^   logarith- 

Biichen  Integrale    r-~»  ^-^i    •••'   ^-^  der  zugehörigen  reducirten  Diffe- 

R&tislgleicbnng  sind  dann  nach  den  oben  angestellten  Betrachtungen  sämmt- 
^  linear  unabhängig  voneinander,  sie  bilden  ein  Fundamentalsjstem  von 
btegnlen  dieser  Differentialgleichung,  und  es  sind  somit  durch  sie  die 
Coefficienten  derselben  eindeutig  bestimmt.  Setzt  man  dann  in  die  Diffe- 
'BBtiElgleichang  A')  den  Ausdruck  D)  ein,  so  muss  die  algebraische  Function  g, 
^eieh  werden  dem  Werthe,  welchen  die  linke  ^eite  der  Differentialgleicb- 
ug  oaeh  dieser  Sabstitution  annimmt;  g|  ist  also  ebenfalls  eindeutig  be- 
■tittDit     Dabei   kann  q^  niemals  gleich  Null  werden;  denn  sonst  mtSA%\/(  ^ 
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selbst  der  reducirten  Dififerentialgleichung  genttgen,  sieb  also  linear  and 
homogen  durch  das  Fundamentalsystem 

dy      dy  dy 

von  Integralen  dieser  Differentialgleichung  darstellen  lassen,  was  offenbar 
unmöglich  ist;  die  Differentialgleichung  A')  kann  somit  nicht  homogen  sein. 
Q.  e.  d. 

Beiläufig  sei  bemerkt ,  dass  sich  durch  Specialisirung  aus  VII  und  YIII 
der  weitere  Satz  ergiebt: 

Eine  quadratische  Form  von  beliebig  vielen  algebraisch 
voneinander  unabhängigen  Logarithmen,  deren  Ableitungen 
und  deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind, 
wird  nur  dann  und  immer  dann  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung  m^*' Ordnung  genügen,  wenunurp  dieser 
Coefficienten,  wo  p  <Lni  — 1  ist,  linear  unabhängig  voneinander 
sind  und  sie  selbst  übergeführt  werden  kann  in  eine  quadra- 
tische Form  von  höchstens  m—p  Logarithmen,  deren  Ableitun- 
gen und  deren  Coefficienten  ebenfalls  algebraische  Functionen 
von  X  sind. 

£s  sollen  jetzt  noch  einige  Betrachtungen  angestellt  werden  für  den 
Fall,  dass  das  Integral  y  der  Differentialgleichung  A)  —  auf  seine  ein- 
fachste Form  gebracht  —  in  den  Gliedern  zweiter  Dimension  die  grösst- 
mögliche  Anzahl  von  Logarithmen  enthält. 

Nach  Satz  VII  ist  stets  n<in  — p;  der  grösste  Werth,  den  n  an- 
nehmen kann,  tritt  demnach  ein,  wenn  p^=\  ist,  und  derselbe  ist 

n  =  »I  —  1. 

Da  5<|?  immer  sein  muss,  so  kann  in  diesem  Falle  8  nur  gleich  Null 
oder  gleich  Eins  sein,  und  Gleichung  D)  lautet,  wenn  wir  der  Kürze  halber 

setzen: 

m  — 1 


In  dieser  Gleichung  darf  l  auch  gleich  Null  sein,  die  Constanten  A;;^^  dürfen 
aber  die  Bedingung  /)  nicht  erfüllen,  die  Determinante 

muss  also  von  Null  verschieden  sein ,  weil  y  in  E)  auf  die  einfieushste  Form 
gebracht  sein  soll.  Die  reducirte  Differentialgleichung  B)  besitzt  in  diesem 
Falle  die  m  —  l  logarithmischen  Integrale 

^  (A=l,  2,  ...,m-l) 
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—    -V'-v-'^.'^  -•  i^.^y^» 


Qod  das  eventuell   sich  aach   a^f  eine  Constante  redncirende  algebraische 

welches  mit  y^^  y^,  ...,  ym~^\  zusammen  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen derselben  bildet;  sie  besitzt  also  ein  Fundamentalsystem,  das  aus 
n— 1  transcendenten  und  aus  nur  einem  algebraischen  Integral  besteht, 
und  dieses  letztere  muss  deshalb,  wie  Herr  Königsberger  (AUgem.  unter- 
rocbimgen  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  S.  127)  gezeigt  hat, 
Dothwendig  die  Wurzel  einer  binomischen,  in  den  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung rationalen  Gleichung  sein.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

IX.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  durch  ein  Integral, 
welches  in  seiner  einfachsten  Form  durch  Gleichung  E)  gegeben 
ist,  befriedigt  wird,  so  muss  die  darin  auftretende  algebra- 
ischeFunction  9>,  falls  sie  sich  nicht  auf  eine  Constante  redu- 
cirt,  die  Wurzel  einer  binomischen,  in  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  rationalen  Gleichung  sein. 

Sind  insbesondere  sttmmtliche  Coefficienten  der  Differen- 
tialgleichung A)  rational,  so  ist  tp  die  Wurzel  aus  einer  ratio- 
nalen Function  von  x. 

Wir  wollen  nun  unter  der  Annahme,  dass  der  Differentialgleichung  A) 
du  Integral  E)  von  einfachster  Form  genügt,  aus  der  Differentialgleichung 
B)y  der  dann  die  Function  q>  genügen  muss,  durch  die  Substitution 


12)  y=q>lßdx 

die  lineare  homogene  Differentialgleichung  {m^iy**  Ordnung  bilden: 

d'^^^e  d"^^^e 

in  welcher  die  Coefficienten  Q^^  Q^^  ...,  &m— i  durch  folgende  Gleichungen 
mit  den  ursprünglichen  Coefficienten  P, ,  Pj)  •••'  ^«*  zusammenhängen: 

•  1  rm(m-l)  d»?.  nB''''j.pJ 

» 

-„.    -        1  r«»(m-l)...(in-r+l)  d'-y  .  (in-l)(m-2)...(m-r+l)     ä'-'fp 
\i)M,  =  -^  V\  iaf^  (r-1)!  ^«daf-' 

+  ...4.(m-r+l)Pr-,  ^+Pr«p], 
Dieae  Differentialgleichang  wird  befriedigt  durch  die  m — t   Integrale 

{i=l,2,   ....   OT-l), 
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welche  sämmtlich  Logarithmen  enthalten,  und  ausserdem  die  Ablei- 
tungen 

18)  ^  =  rl^;^  (X=rl,  2,  ...,!•). 

welche  algebraische  Functionen  von  x  sind,  Integrale  der  reducirten  Diffe- 
rentialgleichung B),  wir  kennen  also  (r  — l)n  logarithmische  und  n  alge- 
braische Integrale  dieser  Differentialgleichung ,  und  es  ist  direct  ersichtlich, 
dass  eine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwischen 
den  ersteren  und  den  letzteren  oder  für  die  ersteren  unter  sich  nicht  be- 
stehen kann;  denn  aus  der  Gleichung 

Jir)  ^^y  1  _ 


•  •  • 


j.  >)  ^  y  1  _  0 


würde,  da  die  Logarithmen  d^,  9^,  ...,  ^n  algebraisch  voneinander  unab- 
hftngig  sind,  successive  folgen 

c<J>  =  0,    cf^O CA~'*  =  0    (X  =  l,2 n). 

Dagegen  können  die  algebraischen  Integrale  18)  durch  lineare  homogene 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  verbanden  sein.  Nehmen  wir  an, 
die  Differentialgleichung  B)  besitze  im  Ganzen  p  voneinander  unabhftngige 
algebraische  Integrale  tp^^  (p^t  •••»  Vp%  so  müssen  sich  die  n  Integrale  18) 
linear  und  homogen  durch  dieselben  darstellen  lassen,  also  die  Gleichungen 
gelten : 

*Z  =  *?^<Pi  +  ^r<P«+  ••  +  *!rVp      a«  1,2,  ...,!•), 

in  welchen  die  Grössen  A;j^*^  Constante  bedeuten,  und  Gleichung  16)  geht 
über  in 

Die  Differentialgleichung  B)  besitzt  dann  jedenfalls  (r— l)n+P  voneinander 
unabhftngige  Integrale,  es  muss  also 

•»^(r  — l)n-f  p 

sein.  Da  n  mindestens  gleich  Eins  ist,  darf  somit  p  höchstens  gleich 
m  —  r+\  sein,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die  grösste  in  a  enthaltene 
ganze  Zahl  mit  [a]  bezeichnen,  den  Satz: 

X.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral  von  der 
Form  G)  besitzt,  so  kann  in  demselben  die  Anzahl  der  linear 
voneinander  unabhängigen  algebraischen  Functionen  tp^^  g),, 
...,  tpp  höchstens  gleich  m  —  r  +  l^  diejenige  der  algebraisch 
voneinander  unabhängigen  Logarithmen  ^j,  dg,  ...,  d«  höchstens 


«'•'•'  [t^t] 


sein. 
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k    ^^V^^y 


Es  Utest  sich  aber  auch  folgende  ümkehrung  dieses  Satzes  beweisen: 
II.  Jede  Function  von  der  Form  G),  in  welcher  g>^y  (p^^  ...,  g>p 
algebraische  Functionen  von  x  sind,  und  ^^,  ^g,  ...,  ^^  Loga- 
rithmen bedeuten,  deren  Ableitungen  algebraische  Functionen 
TOB  absind,  genügt  einer  algebraischen  linearen  Differential- 
gleichung [(r  —  l)n+p]**' Ordnung,  die  eindeutig  bestimmt  und 
lieht  homogen  ist,  wenn  die  Logarithmen  ^j,  ^g,  ...,  ^n  alge- 
braisch unabhängig,  die  Functionen  g}|,  g),,  ...,  <pp  linear  un- 
abhftngig  voneinander  sind. 

Wir|setzen,  um  diesen  Beweis  zu  führen, 


Äjf  >  ^\  =  f., 


(V=l,    2,     ...,p)y 


^m  geht  Gleichung  G)  über  in 


Bud  88  werden,  da  die  Functionen  w^  die  Variable  x  nicht  explicite  ent- 
Uten, sftmmÜiche  Ableitungen  von  y  nach  x  lineare  Functionen  von  ir^, 
i^,  ...,  i£7p  und  von  den  Ableitungen  dieser  Grössen  nach  O^,  ^^^  ...,  O,, 
'  mt  algebraischen  Coefficienten.     Jede  dieser  Ableitungen  selbst  ist  aber  eine 
Samte  Function  von  Potenzen  der  Logarithmen  d|,  ^j,  •..,  ^m  deren  Ex- 
jMsenten  ^r  — 1  und  deren  Coefficienten  constant  sind.     Man  erhält  dem- 

ueh,  wenn  man  aar  Abkürzung 

(r— l)n+pc=* 

aetat.  für  y  und  dessen  s  erste  Ableitungen  nach  x  die  Gleichungen: 


dy        ^.    ,         . 


»=1 


^=J'<>«,+J;[«.tr"^r'+-+*>»]+»M 


0=^<')»,+2'[pir"<^r'+-+«':>i]+»o 


9=:; 


2=1 


a  weichen  9^  die  t^*  Ableitung  von  (p,  nach  x  bedeutet,  die  Grössen  p^^ 
md  iTi  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Mnltiplieirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  P»f  Pt-x^  »"t  ^o^ 
iddirt   sie   und    setzt   in   dem  Additionsresnltat   die  Coefficienten  von  to^^ 

4* 
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IT,,  ...,  Wp,  »x'\  ep^  ...,  ^x  U  =  l,  2,  ...,w)  gleich  Null,  so  erhüt 
man  zur  Bestimmung  der  8  +  1  Grössen  Pi  8  lineare  homogene  Gleichungen 
mit  algebraischen  Coefficienten ,  und  für  y  ergiebt  sich,  wenn  man  noch 

setzt,  die  Differentialgleichung 

Ihre  Coefficienten  sind  algebraische  Functionen  von  x^  und  sie  sind  ein- 
deutig bestimmt,  wenn  in  G)  die  Logarithmen  ^|,  ^^y  *••«  ^^  algebraisch 
unabhängig  und  die  algebraischen  Functionen  «p,,  (p,,  ...,  q>p  linear  un- 
abhängig voneinander  sind,  da  sich  dann  aus  der  Form  von  y  nach  Satz  I 
(%,  S.  232)  {r—l)n  logarithmische  Integrale  der  zugehörigen  reducirten 
Differentialgleichung  ergeben,  welche  untereinander  und  von  9^1»  <Ps»  •••»  9^ 
linear  unabhängig  sind.  Femer  kann  die  algebraische  Function  g^  nicht 
gleich  Null  sein ,  weil  sich  sonst  y  durch  diese  s  Integrale  linear  und  homo- 
gen darstellen  lassen  müsste,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Die  gefundene 
Differentialgleichung  ist  also  eindeutig  bestimmt  und  nicht  homogen,  und 
8atz  XI  ist  bewiesen. 

Die  Anzahl  der  Logarithmen,  welche  die  Function  y  in  Gleichung  G) 
bei  gegebenem  Grade  r  enthalten  darf,  wenn  sie  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung  m*®'  Ordnung  genügen  soll,  wird  nach  Satz  X  um  so 
grösser  sein  können,  je  kleiner  p  ist.  Der  grösste  Werth,  den  diese  An- 
zahl n  überhaupt  besitzen  kann ,  ist  demnach ,  da  nach  Satz  III  {%  S.  233) 
p  mindestens  gleich  Eins  sein  muss, 

und  y  erhält,  wenn  p  =  1  ist,  die  Form 


H)  y=^  ^^h^l- 


Nach  Satz  IIa)  {%.  S.  234)  kann  der  Grad  r  dieser  Function  höchstens 
gleich  m  sein.  Ist  aber  r  =  fn,  so  folgt  aus  Gleichung  19)  n  =  l,  das  In- 
tegral H)  kann  also  in  diesem  Falle  nur  einen  einzigen,  mit  einer  alge- 
braischen Function  oder  mit  einer  Constanten  multiplicirten  Logarithmus 
enthalten,  was  sich  übrigens  auch  aus  dem  letzten  Satze  von  %  (S.  242) 
direct  ergiebt. 

Ist  r  =  iii~l  und  m  =  3,  so  ist  die  Maximalzahl  der  möglichen  Lo- 
garithmen n  =  2;  sobald  aber  m>>3  ist,  muss  n=:  1  sein.  Aus  Satz  X 
und  XI  folgt  somit: 

Ein  Ausdruck  von  der  Form  H),  in  welchem  rsm  — 1  ist, 
wird  immer  dann  und  nur  dann  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung   m**'  Ordnung  genügen,  wenn  er,  fallt 
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3,  nar  einen  einzigen»  falls  aberm  =  3,  höchstens  z^rei  al- 
gebraisch voneinander  unabhängige  Logarithmen  enthält. 

Für  m  =  3  folgt  dies  auch  aus  Satz  VI. 

Fragen  wir  allgemein,  zwischen  welchen  Grenzen  r  liegen  muss,  wenn 
die  Maximalzahl  n  der  Logarithmen  in  dem  Integral  H)  gleich  Eins  sein 
soll,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

ftr  f  die  Ungleichung 

m  +  1  ^    ^ 

d.h.:  ^ 

III   r  1 

Ein  Ausdruck  von  der  Form  H),  in  welchem  r  >  — s~'  aber 

<iii  ist,  wird  einer  algebraischen  linearen  Differentialgleich- 
angm^^' Ordnung  immer  dann  und  nur  dann  genügen,  wenn  er 
nur  einen  einzigen  Logarithmus  enthält. 


Wir  betrachten  jetzt  noch  das  mit  einer  algebraischen  Function  oder 
mit  einer  Constanten  multiplicirte  Product  der  n  algebraisch  voneinander 
«mabhftngigen  Logarithmen  d^,  d^,  ...,  ^„ 

J)  y  s=  9  ^1 .  ^j  . . .  ^n 

and  suchen  die  Bedingungen  dafUr,  dass  es  einer  linearen  nicht  homogenen 

Differentialgleichung  m***  Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  genügt. 

Wenn  diese  Function  die  Differentialgleichung  A)  befriedigt,   so  wird 

nach  Satz  I  der  Differentialgleichung  B)  durch  jede  Ableitung  von  der  Form 

genügt,  in  welcher  r  die  Werthe  von  1  bis  n  annehmen  darf  und  bei  jedem 
Werthe  von  r  für  A^,  A,,  ...,  Xr  alle  Combinationen  r^"  Grades  der  Zahlen 
1,  2,  ...,  n  zu  setzen  sind.  Die  Anzahl  dieser  Integrale  der  Differential- 
gleichung B)  ist  demnach 

(T)+(2)+-+(:)=(i+i)"-i=2--i. 

und  dieselben  sind  offenbar  alle  von  Null  und  voneinander  verschieden. 
Auch  kann  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 
xwischen  ihnen  nicht  stattfinden ;  denn  dieselbe  würde ,  da  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  andere  Combination  der  Logarithmen  i^, ,  d,,  ...,  0„  enthielte,  sich 
also  nicht  gegen  ein  anderes  Glied  wegheben  könnte,  gegen  Voraussetzung 
einen  algebraischen  Zusammenhang  zwischen  ^, ,  d,,  ...,  O«  ergeben.    Es 

aniae  somit  jeden&lls 

«i^2--l, 

«bo 
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sein. 

Nun  iSsst  sich  aber  durch  ganz  dasselbe  Yerfialiren,  welches  in  den 

bisher  betrachteten  Fällen  angewandt  wurde  und  deshalb  nicht  nochmals 

wiederholt  werden  soll,  zeigen,  dass  jeder  Ausdruck  von  der  Form  J)  einer 

eindeutig  bestimmten  linearen  nicht  homogenen  Dififerentialgleichung  (2"  -1)^^ 

Ordnung  mit  algebraischen  Coef6cienten  genfigt.    Wir  haben  daher  den  Satz : 

Xlf.  Eine  Function  von  der  Form  J),  in  welcher  <p  eine 
algebraische  Function  oder  eine  Constante  ist»  und  €^,  d,,  ...,  O« 
algebraisch  voneinander  unabhängige  Logarithmen  bedeuten, 
deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  o?  sind,  genfigt 
immer  dann  und  nur  dann  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung m**'  Ordnung,  wenn  ffir  die  Anzahl  der  darin  auf. 
tretenden  Logarithmen  die  Ungleichung  20)  erffillt  ist. 

Heidelberg,  11.  September  1888. 
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I.  Heber  die  Begtunmnng  eines  nnendlichen  Prodnetes. 
In  der  algebraischen  Analysis  findet  man  das  unendliche  Product: 

fllr  n  s=  2  entwickelt.     Hier  soll  unter  Anwendung  von  periodischen  Reihen 
das  Product  bestimmt  werden,  wenn  n  eine  beliebige  gerade  Zahl  bedeutet 
Zunftchst  handelt  es  sich  um  den  Werth  des  Integrals: 

OD 

Jcasrx.logj^^dx, 

0 

wobei  n  als  gerade  Zahl  Torausgesetzt  werden  möge.    Der  Nenner  Iftsst  sich 
in  die  folgenden  rein  quadratischen  Factoren  zerlegen: 


«-+*•  =  Ä[ir«+(-*te  -    ")] 


nnd    es   erscheint   mit  Rücksicht   darauf  das  Integral  durch  nachstehende 
Somme  von  Integralen  ausgedrückt: 


/■ 


«0  Jl  CO 


Ol 


O 

Die  einzelnen  Summanden  können  nach  der  bekannten  Formel: 

OD 

0 
entwickelt  werden,  wenn  p^s^  —  kie  "         gesetzt  wird,  und  es  ist  daher: 

0  » 

oder,  wenn  man  zur  AbkOrzung  setzt: 

1)  Opsshsin— ». 


2)  ß^sr^heoi 


n 
2^-1 
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/ 


OD  — 

^cosrx.lcgj^dz=.^yi[friV.^*',^-l] 

1  ^ 

M 

weshalb  man  für  das  ursprüngliche  Integral  erhält: 

n 

3)         fcosrx.log  j^dx^^[-^  +  yie-r'»eo,(rß,)]. 
Nebstdem  folgt  noch  ans  der  vorletiten  Gleichung: 


n 

T 


yje-^'^si 


»fi(rft)  =  0. 


Nun  ist  aus  der  Theorie  über  periodische  Reihen  bekannt,  dass  ftlr 
alle  Xf  welche  zwischen  0  und  2«  liegen,  die  Gleichung  besteht: 

4)  ^A^  +  ÄiC08x  +  A2C082x  +  A^co8Sx  +  ^^' 

-=f{x)  +  f{27t^x)+f{27i  +  x)+f{A7t^x)  +  n4n+x)  +  .... 

wobei  die  Coef&cienten   durch  das  nachstehende  Integral  amsgedrückt  er- 
scheinen: OD 

5)  -4i,  =  —  I  ea$rxf{x)dx. 

0 
Setit  man  für  die  Function: 


so  folgt  aus  Gleichung  3)  in  Verbindung  mit  Gleichung  5)  für  den  Coeffl- 
cienten  Ar\  «. 

6)  Ar 7+1  Ve---»aw(r/J,), 

daher  ist  das  aUgemeine  Glied  der  Beihe  4)  durch  den  Ausdrucic  heetimmt: 

2 


N 

T 


ÄrCosrx=^ cosrX'\ — cosrx  ^  c  ***»  cosjrßg) , 


femer  ist  noch: 

1^— ' 


«11— 
n 


Dies  beachtend,  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung  4)  über  ip: 

m 

^         it  V  ^^^  t  2  V  yr  er'^'^  cosrx  eo8{rß,) 

sin—  r=zt  r=l    ^i 

n 
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Für  die  erste  Samme  hat  man  bekanntlich: 

'"*  ???^  =  -  i  Iqy  (2  -  2  «w«) , 


....  • 

während  letztere  die  Form  hat: 


^  2p^  cosrx  cosrß 

rssl  ^ 

und  mittels  der  Formel: 


r=( 


7)  >  -^^ =  — to^(l  — 2/>«wir+/)*) 


suromirt  werden  kann,  nachdem  zavor  das  Prodact  der  zwei  Cosinusse  durch 
eine  Summe  ersetzt  worden.  Dies  berücksichtigend,  ergiebt  sich  fdr  die 
letztere  Reihe  der  Werth: 

Mit  Bficksicht  auf  diese  Gleichung  hat  man: 

M 


2^  ^  — -e-"'^  cosrx  C08{rßg) 


and  man  gelangt  nach  Vereinigung  der  Logarithmen  zu  dem  nachstehenden 
Ergebnisse: 

{>+(ir]['+(f^.r]['+(^j"]['-^(4^j]h(iÄ.n 

n 

i  [1  -  2e- •»<»»(«+/»,)+«-*•»]'*.  (1  -  2«--»  eo»(x  -  |J,)  +  e- »■')'* 
«foyj 


-r     — Irete  — 


2»  ('-«»«)*.« 
«oimiu  sich  der  Werth  des  vorgelegten  Productes  abo  ergiebt: 

ir  [1  -  2e"%  a»(a?+ 15^)  +  «-••^l^ .  [1 -- 2r--ir  a»(«- 15^)  +  «-»•*]% 

2^(l-«w«)"^.r**^^ 

Die  Wertha  Ton  ug  ond  ^,  sind  durch  die  Gleichungen  1)  und  2)  besümmti 
wihrend  x  der  Relation  0^x<2sk  genflgen  muss.  Ersetzt  man  in  der 
FoomI  s  doxeh  «— s,  so  folgt  fiir  — 9K<«<+9r: 
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>'»['+^^.)"]['+(.-y]h(5;^.)"]['+(3i;y] 


•  •  • 


m 

T 


n[l  +  2(f— »co5(a?+j8^)  +  e-»-»]^.[l  +  2(f--^cM(a?-/3^)  +  «-«%]% 


—     —kesc— 


2^{l  +  co8xy.e 

Der  Bpecielle  Fall  n=2  giebt  die  aas  der  algebraischen  Analjsis  be- 
kannten Besoltate. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  letzte  Gleichung  ftlr  «==:0  und  k^yn^ 
durch  welche  Substitution  man  erhält,  wenn  das  unendliche  Prodnct  mit  Q 
bezeichnet  wird: 


«■=[(>+ßO+Ö('^©-]' 


f» 


1  "» 


C9C 


n     y 


=  2^e         -.n(l  +  2e— ^cos/5^  +  ^»%) 


M  m 


1         IBtf  tSC  "^ 

oder  es  ist,  nachdem  zur  Abkürzung  das  Trinom  e^  +  ^^'^  +  2  cos jS,  =  ^(^) 
gesetzt  worden: 

n  m 

Für  das  erste  Product  folgt,  wenn  man  auf  die  Bedeutung  von  a,  snitLck- 
geht,  der  einfache  Werth: 

m 

_f_  — ifvctc — 

um  die  Anzahl  der  Substitutionen  im  letzten  Producte  auf  die  Hftlfte  lu 
reduciren,  sollen  die  Fälle  iia4«i  und  n  =  4111 +  2  unterschieden  werden. 
So  ist  fOr  den  ersten  Fall: 

n  n  n 

2  4  2 

Der   zweite  Factor  lässt  sich  folgendermassen  umgestalten,  wenn  die 
Substitutionen  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeführt  werden: 


h^{g)=^n^{g)-^n^{^-9+i). 


Nun  ist  aber: 


T+' 
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„^=n9  8in(n-^n)  =  a„ 


a 

2 


und 


daher  hat  man  fOr  das  nachstehende  Product: 


fl 

n              " 

1 

T 

1 

L  1             J 

H« 


Dies  beachtend,  gelangt  man  für  n  =  4m  zu  dem  einfachen  Resultate: 

n 

11)  (i+f^)(i  +  S)(i+©-=-Vn(«-'+«— +2««^,). 

Nach  einer  ähnlichen  Behandlang  des  zweiten  Falles  folgt  für  n b 4m  +  2: 


('+?)(■+©(•*© 


=(^'( 


«,  and  ß^  sind  durch  die  Ausdrücke  gegeben: 

•    2^-^  Ä  2p-l 

fl  fl 

BOmerstadt,  im  Juni  1888.  Prof.  Reinhard  Mildnbb. 


n.  Hyperarifhmetisohe  und  hyperharmonische  Mittel  nebst 

geometrischen  Anwendungen. 
(Hierzu  Taf.  1  Fig.  12-14.) 

I.    Das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  GrOssen  Tj  und  r,  wird  be 
kmnntlieh  dureh  die  Formel 

dflfinirt;  diese  bildet  einen  sehr  speciellen  Fall  der  allgemeineren  Gleichung 

worin  %  und  X  constante  numerische  Coef&cienten  bedeuten  mögen,  und  es 
wSr«  yielleicht  nicht  unpassend,  r  als  das  hyperarithmetische  Mittel  von 
r^  und  r,  zu  bezeichnen.  Für  solche  Mittel  gilt  nun  folgende  sehr  einfMhe 
gieometriaohe  Bemerkung. 

Es  giebt  unendlich  yiel  Gurren,  deren  Gleichung  zwischen  den  Polar- 
eoordinateD  r  und  d  unter  der  Form 
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«mthalten  ist,  wobei  jedoch  die  Parameter  a,  &,  c,  ...  in  den  Fnnctioiieoi^ 
f<y^)y  fp{9)y  i^Wf  •••  nicht  Torkommen  dILrfen;  man  ersetze  hier  r,  o, 
by  tf,  ...  einmal  durch  r|,  a|,  h^^  q.  ...  nachher  dnrch  r,,  o,«  h^^  c^,  ... 
und  nehme  schliesslich  fsasri  +  ir,;  man  erh&lt  dann  eine  Oleichnng,  die 
wittiar  Ton  der  Form  2)  ist  und  daher  geometrisch  bedeutet  (Fig.  12): 

Sind  OP^  und  OP^  die,  in  twei  Gurren  der  genannten  Art  dem- 
selben Polarwinkel  oitspreohenden  Yectoren»  und  wird  auf  OP^P^ 
der  Tector  OP  gleich  dem  hyperarithmetischen  Ifittel  zwischen  OP^ 
und  OP^  genommen,  so  ist  der  Ort  Ton  P  eine  Cuire  derselben  Art, 
und  jeder  ihrer  Parameter  das  hyimrarithmetisehe  Mittel  aas  den 
gleichnamigen  Parametern  der  ursprfingliehen  Cuiren. 

Die  Kegelschnitte  liefern  hierzu  drei  Beispiele. 

a)  Haben  zwei  beliebige  Kreise  (Fig.  13)  einen  Punkt  O  gemein  and 
wird  derselbe  zum  Coordinatenanfang  gewfthlt.  so  ist  die  Polargleichong 
eines  solchen  Kreises 

mitiiin  gilt  hier  der  obige  8h^ 

d)  Fttr  zwei  beliebige  gleichseitige  Hjperbehiy  welche  den  Punkt  0 
gemein  haben»  ist 


was  der  Toraussetzung  entspricht. 

e)  Schneiden  sieh  zwei  ftorabeln.  deren  Axen  paraUel  liegen ,  im 
Punkte  0»  so  ist  ^^.    ^  ^ 

wie  in  Nr.  3). 

EL  Die  vori^jpen  Erörterungen  bleiben  fiKt  wörtlich  dieaelbea,  sobald 
man  ^mi^  Flfiche  Toranissetst»  di»en  Gleichung  in  den  PoIarcoordiBaten  r, 
^v  oi  unoar  der  Form 

endmlten  ist«  wobei  a«  b^  ...  nicht  in  /;  ^>  ...  vorkomoHB.  Der  aOgemeine 
Sacz.  vx  welchem  man  gelangt,  unterscbnist  sich  Ton  danz  irorigea  nur 
«ttiurdi.  i^tts  stasc  ^Curre*^  zu  :Mgea  ist  ^FlSche^. 

IIL  V^on  bedeutend  grosserer  Tragweite  ist  die  TeraQgeflUcnieraBg  des 
Doppeigctmifcafei'hiltau«iea>  Liegen  uSmlich  die  Punkte  0>  P^^  P^  P^  so, 
daae  i^  mxL  tf^ebeuas  i  die  äkkchung  bertski 


— -^:-— ^Ä*    oder   -^-' ;»^» 

PP,    PP^  r,  r— r^> 
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wobei  T  das  Doppelschnittsmittel  zwischen  r,  und  r^  heissen  könnte;  schreibt 
matt  «tatt  Nr.  4) 

80  ettteht  man,   dass  die  allgemeinere,   zwei  beliebige  Coefficienten  (i  and 
V  enthaltende  Gleichung 

/ttr  /i  -f-  V  =s  1  das  Doppelschnittsmittel  und  für  |li  =  v  =  ^  das  harmonische 
Mittel  als  besondere  Fälle  umfasst.     Das  nach  Nr.  5)  bestimmte  r  möge  das 
lijperliannonische  Mittel  zwischen  r,  und  r,  genannt  werden. 

In  völliger  Analogie  zu  I  und  II  lässt  sich  dies  auf  Curven  anwenden, 
deren  Polargleichung  lautet: 

and  ebenso  auf  Flächen  mit  der  Polargleichong 

-=-/■(»,  «»)  +  T  ''(*•  »)  +  •••• 

Torausgesetzt,  dass  die  Parameter  a,  &,  c,  ...  in  den  Functionen  f^  q)^  if^  ... 
nicht  Torkommen.     Man  erhttlt  ohne  Weiteres  den  Satz: 

Sind  OP^  und  0 P^  die,  in  zwei  Curven  oder  Flächen  der  ge- 
nannten Art  zu  gleichen  Polarwinkeln  gehörenden  Vectoren,  und 
wird  auf  0  P^  P^  der  Vector  OP  gleich  dem  hjperharmonischen  Mittel 
zwischen  0  P^  und  0  P^  genommen ,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Curvci 
bezw.  Fläche  derselben  Art,  und  jeder  ihrer  Parameter  das  hyper- 
harmonische Mittel  aus  den  gleichnamigen  Parametern  der  ursprüng- 
lichen Curven  bezw.  Flächen. 
Einige  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 
a)  In  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  die  Gleichung  der  Geraden 

mithin  in  Polarcoordinaten 

1  ^  ^    .      1       .      ex 

—  =  —cos^  +  ^sin^i 
r       a  0 

der  allgemeine  Satz  gilt  also,  wenn  von  einem  festen  Punkte  0  aus  Trans- 
versalen  durch    zwei    feste  Gerade  gelegt  werden.     Fig.  13  zeigt  den  Fall 

Für  f&  -f-  V  c=  1  fmit  D  auf  C;   fUr  jü  =  v  =  ^  kommt  man  auf  einen  alt- 
nnd  allbekannten  Satz  zurück. 

Ersetzt  man  die  festen  Geraden  durch  Ebenen,  so  beschreibt  P  gleich- 
^  eine  Ebene. 
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bei  welchen  o^ß  ist;  die  zweite  soll  diejenigen  umÜEissen,  bei  denen 
a^ß  ist.  In  der  ersten  Gruppe  kann  man  also  ass^i-f-v,  /'^^  nnd  in 
der  zweiten  «»fi,  ß=^fA  +  w+l  setzen,  wo  (i  und  v  irgendwelche  nicht 
negative  Zahlen  bezeichnen.     Hiemach  folgt  %us  obiger  Formel: 

oder: 

und  hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  die  Eirchhoff'sche  Formel: 

welche  wir  herleiten  wollten. 

Prag,  am  15.  Mai  1888.  M.  Lerch, 

Dooent  am  Böhm.  Poljtooluiikam  ■«  PrAf . 


IV.  Erklärung. 

Bezugnehmend  auf  die  Note  von  S.  161,  Bd.  II  der  Darstellenden  Qeo- 
metrie  von  Herrn  Professor  Wiener  und  auf  die  in  dieser  Zeitschrifi  er- 
schienene Becension  von  Herrn  Professor  Bodenberg  erlaube  ich  mir, 
Folgendes  zu  erklären: 

Die  Anmerkung  zu  meiner  Abhandlung  Aber  Imaginärprojection  (S.  29 
des  XXX.  Bandes  der  Yierteljahrsschrift  der  naturf.  GeseUschaft  in  ZOrich) 
erregte  den  Schein,  als  beanspruche  ich  gegenüber  von  Herrn  Professor 
Wiener  die  Priorität  Sofort  nachdem  ich  die  Note  Bd.  II  S.  161  Yon 
Herrn  Prof.  Wiener  gelesen,  erklärte  ich  ihm,  dass  mir  dieser  Ansprach 
fem  liege.  Es  sei  ja  klar,  dass  das  im  I.  und  II.  Bande  der  Darstellen- 
den Geometrie  über  Imaginärprojection  Entwickelte  aus  langen  Stadien 
hervorgegangen  sei.  Meine  Abhandlung  dagegen  wurde  erst  im  Winter 
1883/84  geschrieben.  Im  folgenden  Winter  trug  ich  dieselbe  der  natorfor* 
sehenden  Gesellschaft  in  Zfirich  vor.  Der  Druck  verzOgerte  sich,  weil  ich 
einige  Abhandlungen  zusammenstellte,  welche  durch  denselben  (bedanken 
verknüpft  sind.  So  konnte  ich  noch  die  literarische  Notiz  hinznftigen, 
welche  sich  auf  den  unterdessen  (1884)  erschienenen  I.  Band  der  Darstel- 
lenden Geometrie  von  Herrn  Professor  Wiener  bezieht. 

Zürich,  15.  November  1888.  Dr.  Christian  Bbtbi.. 
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Gegenüber  der  grossen  Ausbeute ,  welche  durch  Anwendung  der  Doppel- 
aehnittsTerbfiltnisse  gewonnen  worden  ist,  darf  man  wohl  erwarten,  dass 
die  miigetheilte  Verallgemeinerung  des  Doppelschnittsverhältnisses  noch  zu 
▼ielen  interessanten  Resultaten  führen  wird.  Endlich  liegt  es  auch  nahe, 
bei  mehr  als  zwei  Curven  oder  Flächen  mittlere  Vectoren  nach  den  all- 
gemeineren Formeln  j       ^lu 

r=:i:x„rn   und   —  ==>,  i-? 

za  constmiren  und  damit  Analoga  zu  den  vorigen  Hauptsätzen  aufzustellen. 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  ist  folgendes.  Wird  ein  aus  n  Strahlen 
bestehender  ebener  Büschel,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  von  einer  beliebigen, 
durch  den  festen  Punkt  0  gelegten  Transversale  in  den  Punkten  P|,  P^*  ••*«  ^n 
geschnitten  und 

g«nonmien,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Grerade,  welche  durch  C  geht  um 
dieselbe  rasch  zu  constmiren,  errichte  man  in  C  senkrecht  zu  OC  die  will- 
kürliche Strecke  CD  und  lege  durch  D  parallel  zu  OC  eine  Gerade,  welche 
die  Strahlen  des  ursprünglichen  Büschels  in  E^y  E^,  ...,  En  schneidet; 
wird  nun  DjE? gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zwischen  DE^^  DE^,  ...,  DEn 
auf  der  Geraden  DE^E^.,,  abgeschnitten ^  so  fallen  die  Strahlen  CE  und 
CP  zusammen.  0^  Sohlömiloh. 


nL  Hener  Beweis  einer  Kirclihoir*tchen  Formel. 

(Aus  einem  an  A.  Gutzmer  gerichteten  Briefe.) 
. . .   Die  Kirchhoff 'sehe  Formel*  in  Betreff  der  Reihe 


fsi  1  — «je* 

fttr  welche  Sie  kürzlich  einen  Beweis  veröffentlicht  haben**,  welcher  sich 
anf  die  Heine*sche  Beihe  stützt,  kann  auch  auf  folgende  Weise  hergeleitet 
werden« 

Nehmen  Sie  in  der  obigen  Beihe  die  absoluten  Beträge  der  Argumente 
Xj  y^  §  kleiner  als  Eins,  so  erhalten  Sie  offenbar: 

B{x,y,e)^Zxßy^f^ß  (a,  i5  =  0,  1,2,  ...). 

Ich  theile  nun  die  Glieder  dieser  absolut  convergenten  Beihe  in  zwei 
Omppen.     In  die  erste  sollen  alle  diejenigen  Glieder  aufgenommen  werden, 


•  Sitnmgiberichte  der  Königl.  Preusa.  Akademie  d.  Wissenschaften  zu  Berlin, 
1886,  8.1007-1013. 

**  Jomal   de  Sdendas   mathematioas    e    astronomicat   pubUcado  pelo   Dr. 
F.  Gomes  Teizeira,  vol.  VIII,  p.  81-88. 
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•    ^X  ^N^^^N.'* 


werden  können,  oder  von  Hyperbeln  für  die  ttbrigen  Nichtcorvenpunkte, 
während  in  den  Curvenpunkten  die  Indicatrix  zu  einem  kleinen  Stück  der 
Tangente  zusammenschrumpft.  Sämmtliche  Punkte  der  Ebene  lassen  sich 
nun  nach  zwei  Gesichtspunkten  ordnen:  einmal  können  diejenigen  Punkte 
verbunden  werden,  für  welche  die  eine  Axe  der  Indicatrix  die  nämliche 
Neigung  gegen  eine  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  besitzt,  woraus  ein  System 
von  Curyen  hervorgeht,  welche  Isogonen  heissen  sollen;  femer  jene 
Punkte,  deren  Indicatricen  das  gleiche  Axenverh&ltniss  haben;  dies  giebt  ein 
zweites  System:  die  Niveaulinien.  Zu  jeder  Niveaulinie  gehört  demnach 
eine  gewisse  Zahl,  nämlich  der  vorhin  definirte  Quotient,  und  zu  jeder 
Isogone  eine  andere,  nämlich  die  Anzahl  Grade  der  Neigung  der  gewählten 
Indicatricenaxe ;  in  jedem  Punkte  kreuzt  sich  eine  Isogone  mit  einer  Niveau- 
linie ,  und  durch  die  hierdurch  gegebenen  zwei  Zahlen  ist  der  Punkt  in  Be- 
zug auf  den  Kegelschnitt  und  gegenüber  den  übrigen  Punkten  der  Ebene 
vollständig  und  eindeutig  charakterisirt. 

In  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  XOY  wird  ein  involuto- 
risches  Büschel,  dessen  rechtwinkliges  Paar  in  die  Coordinatenaxen  fällt, 
durch  die  Gleichung  y=  +  fnx  gegeben.     Einem  reellen  m  entspricht  eine 

a?      y^       ^  ß 

hyperbolische   Indicatrix   -7  —  Sä  ^  ^    ™^*    ^®™    Axenverhältnisse    ~  =:  w ; 

dabei  vermag  m  alle  Werthe  von  0  bis  oo  anzunehmen;  ist  aber  m  rein 
imaginär,    so    gehört    zu    ihm    eine   elliptische   Indicatrix    t  +  ^  =  1    mit 

ß  r.  ^ 

i-.  =  ifi^   wobei   fi  ebenfalls   sich  von  0  bis  oo  zu  ändern  vermag.     Bildet 

die  Axe  a  der  Indicatrix  mit  der  Axe  -|-X  den  Winkel  q>^  so  giebt  die 
Transformation  der  Coordinaten  als  neue  Gle'chuDg  des  Büschels  x{+m  +  l) 
+  y(±w»il  — 1)  =  0,  wobei  igq>=^l  gesetzt  worden  ist.  Wird  endlich  letz- 
terer parallel  verschoben ,  bis  sein  Centrum  im  Punkte  {xq  y^  angelangt  ist, 
so  geht  seine  Gleichung  über  in 

a;(+m  +  A)  +  y(±inA-l)-la;o(+m  +  A)+y,(+mA- 1)1=0. 

Die  üebereinstimmung   mit  der  gewöhnlichen  Form  ux  +  vy  —  \=^0  wird 

also  erreicht  für 

+  m  +  A  -  +mil— 1 

u  =  — T-. .  TT  . 7-, : — TT   und  t;  =  "" 


Auf  einer  Isogone  liegen  jetzt  die  Punkte  rr,  y,  für  welche  X  constant 
bleibt  und  m  sich  ändert,  während  eine  Niveaulinie  solche  Punkte  x^^  y^ 
verbindet,  für  welche  m  constant  bleibt  und  l  sich  ändert. 

Für  einen  Kreis  vom  Radius  r  lautet  die  Gleichung  in  Liniencoordi- 

naten  «**  +  t^  — -j=0,  der  unser  Büschel  genügt,  wenn 

(±m  +  Ar  +  (+mi-l)«-^^JXo(tm  +  A)+y,f±mA-l)i«  =  0, 


1  woraus  er- 
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[a5»(A«+m«)+y«(l  +  in»0+2icyi(in»-l)-.r»(l  +  i«j(m«+l)] 

+  mjia;«-Ay«  +  a;y(i«-l)j=0, 

was  nur  möglich  ist,  wenn  die  in  den  beiden  grossen  Klammem  stehenden 

Ausdrucke  einzeln  =0  sind.     Wird  zuerst  Xrc*— ily*  +  a;y(il*  — l)c=0  ge- 

aommen ,  so  liefert  dies  ein  Paar  rechtwinkliger  Geraden  mit  den  Neigungen 

f «  resp.  90  +  9  gegen  die  +X'Aze,  von  denen  aber  wegen  der  anfftnglich 

tngenommenen  Drehung  um  den  Winkel  (p   nur  die  erstere  weiter  zu  be- 

lücksichtigen  ist    Die  Gerade  y^=kx  bildet  demnach,  wie  von  yomherein 

Uir  war,  die  Isogone  für  alle  Punkte ,  für  welche  die  Indicatricenaxe  a  die 

Hognng  ip  hat  —  Den  Ausdruck  der  zweiten  E^lammer  =0  gesetzt  und 

die  Beduetion  auf  die  Hauptaxen  X'OY'  durchgeführt,  lehrt,  dass  die  Axe 

Tmit  X  den  Winkel  q>  macht;  dabei  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

•***+y'*  =  t^ (!  +  *»*)>  was,  je  nachdem  m*  positiv  oder  negativ  ist,  eine 

Blipse  oder  Hyperbel   darstellt,   deren  zwei  Scheitel   die   auf  der  Geraden 

jf^ix  liegenden  Punkte   vom   Gewicht   (9>,  m),    resp.    (180  +  9«  «n)    sind. 

^ird  endlich  aus  den  beiden  obigen  =  0  gesetzten  Ausdrücken  il  eliminirt, 

r^n  +  m^) 
«o  folgt  Ä^+y^ss  — ^ — I — '\  d.  h.  die  Niveaulinien  sind  concentrische  Kreise. 

fit 

Für  den  Radius  R  eines  solchen  ergiebt  sich  JS  =  r  7/  1 H — | 

sichtlich  ist,   dass   dem  Kreismittelpunkt  der  Werth  in  =  f  zukommt;   stei- 
nenden Werthen.  von  m,  also  2i,  3i  u.  s.  f.,   entsprechen  immer  grössere 
Kxeise,  bis  schliesslich  mit  iii  =  oot  die  Peripherie  des  gegebenen  erreicht 
^wird;  jenseits   des   letzteren  folgen  dann   für  die  reellen  m  von  od  bis  0 
unmer  weitere,  bis  iii  =  0  einen  unendlich  grossen  ergiebt.     Zu  einem  ge- 

gcbeneo  m  ISsst  sich  ü*  =  r*  -| — |  einfach  construiren  und  umgekehrt  kann 

fii 

f 
^  einem  beliebig  gewählten  Punkte  leicht  m  =  —  und   damit  die 

Iiidieatrix  gefunden  werden.  —  Umgekehrt  entspringt  diesen  Betrachtungen 
^  Reihe  von  viel  allgemeineren  Kreisconstructionsproblemen,  als  die  Plani- 
metrie sie  seither  aufgestellt  hat  So  ist  z.  B.  die  Aufgabe,  einen  Kreis 
^oreh  drei  gegebene  Punkte  zu  legen ,  nur  ein  specieller  Fall  von  der  neuen, 
eisen  solchen  zu  finden,  ftlr  welchen  drei  gegebene  Punkte  vorgeschriebene 
Vertlie  von  m  erhalten  sollen.  Doch  sei  dieser  Gedanke,  um  den  Gang 
<hr  Dntersuchung  nicht  zu  unterbrechen,  hier  nur  angedeutet,  ebenso  der 
Hinweis,  dass  die  collineare  BeziehuDg  von  Kreis  und  Indicatrix  die  Quelle 
whOner  Sfttze  und  Constructionen  ist. 

Wird  das  nämliche  Verfahren  auf  den  imaginären  Kreis  vom  Ra- 
dios rssf^  angewendet,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  hier  die  vom  Centrum 
usgebenden  Strahlen  die  Isogonen  darstellen,  und  da  nur  elliptische  Indi- 
catrieen  möglich   sind,   so   iat  m   ebenfalls   imaginär  =tfi   zu  nehmen,   so 
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dass  dann  ~  =  u  wird.    Für  die  Niveaulinien  folgt  dann  a^+y*=?-^ — = — t 

d.  h.  dieselben  sind  reelle  Kreise  fllr  f*^!;  der  Radius  Ä'=^7/   -^  —  1 

ist  =0  fdr  fi  =  1  und  wächst  mit  abnehmendem  fi.  Verfolgt  man  demnach 
die  Form  der  Indicatrix  auf  einem  Radius,  vom  Mittelpunkte  ausgehend,  so 
ist  dieselbe  anfanglich  kreisrund,  hierauf  bekommt  sie  die  Gestalt  einer 
Ellipse ,  die  um  so  länger  gezogen  erscheint ,  je  weiter  man  sich  vom  Mittel- 
punkte entfernt,  bis  sie  schliesslich  im  Unendlichen  zu  einem  Stück  des 
Radius  zusammenschrumpft.  Durch  dieses  Verhalten  des  imaginären  Ejreises 
unterscheidet  er  sich  ganz  charakteristisch  vom  reellen. 

Liegen  in  einer  Ebene  zwei  reelle  Kreise  k  und  Je  mit  den  Mittel- 
punkten M  und  ilf' und  den  Gleichungen  a^  +  y^  —  r^  =  0  und  (oj  — a)'  +  y* 
—  r*  =  0,  so  liefern  diese  für  jeden  Punkt  P  zwei  Indicatricen ,  deren  Axen- 
Verhältnisse  mit  m  und  m  bezeichnet  sein  sollen.  Der  Winkel  M  PM'=  S 
ihrer  Hauptaxen,  die  in  die  Richtungen  MP  und  MI*'  fallen,  bleibt  für 
alle  Punkte  des  Kreisbogens  MPM'  derselbe  und  die  verschiedenen  Werthe 
von  S  fuhren  demnach  auf  den  durch  M  und  M'  gehenden  Kreisbttschel.  — 
Andererseits  kann  nach  dem  Ort  derjenigen  Punkte  gefragt  werden,  für 

AM 

welche  —7  einen  constanten  Werth  c  besitzt.     Die  Rechnung  ergiebt  hierfür 

tu 

die  Gleichung :  ac*  +  y*  —  r*  —  -^-^  { (rc  —  df + y*  —  r  * }  =  0,  d.  h.  einen  Kreis 

des  durch  Je  und  Ic  bestimmten  Büschels.  Für  c  =  0  erhält  man  den  Kreis 
Ig  selbst ,  für  c  ^  1  folgt  der  sogenannte  Aehnlichkeitskreis  von  Tg  und  h\ 
dessen  Bedeutung  nun  auch  für  den  Fall  klar  ist,  wo  der  eine  Kreis  den 
andern  umschliesst;  die  Construction  seiner  Schnittpunkte  auf  der  Centralen 

bleibt  hierbei   die  gleiche,  wie  wenn  Ig  ausserhalb  Tg'  liegt  —  Für  c  =  -7 

r 

erhält  man  die  Schnittlinie  von  Tg  und  Tg    und   für  c  =  co  den   Kreis  Tc\ 

Imaginäre  Werthe  von  c  ergeben  dann  die  von  Tg  resp.  Tg'  eingeschlossenen 

Kreise,    die   mit   abnehmendem   c   immer  kleiner  werden,    bis  schliesslich 

d«  —  r«  —  r  *  +  i/(a*  —  r*  —  /^*  —  4r  r 
c^  = jj-7^ auf  die  Grenzpunkte  des  Bü- 
schels führt.  —  Jeder  Punkt  P  der  Ebene  ist  demnach  durch  die  beiden 
Bicircularcoordinaten  S  und  c  bestimmt. 

Ganz  ähnlich  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  der  eine  der 
beiden  Kreise  imaginär  angenommen  wird.  Für  Ä  =  x^  +  y*  — r*  =  0 
und  Äj  =  (rc*  —  af  +  y*  +  Pi*  =  0  folgt  wieder  als  Ort  der  Punkte ,  für  welche 

—T^s^e  ist,  Ä;+  a      A;'  =  0,  d.  h.  ein  Kreis  des  durch  Tg  und  Tg  bestimmten 

Büschels,    und    zwar    liefert   c^  = fr  die    Schnittlinie   x  =  — ^>^  ; 

Q*  2a        ^ 


.  j 
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diese  iheUt  a  in  die  beiden  Abschnitte  MÄ  und  ÄM\  so  dass  MÄ^^ÄM'* 
=^f^+Q^*     Man  wird  also  Ä  einfach  dadurch  gewinnen,  dass  man  in  M' 

das  Loth  Jf'5  =  j/r*+p'«  macht;  das  Mittelloth  auf  MB  ergiebt  dann  auf 
MM'  den  Ponkt  Ä.  —  Für  die  von  k  eingeschlossene  Fläche  wird  c  reell, 
aaf  jb  =s  00  und  ansserhalb  imaginär,  so  dass  es  sich  von  einem  Grenzpunkt 
nm  andern  durch  oo  hindurchbewegt  zwischen  den  Grenzen 

Sind  beide  Kreise  Je  und   7c   imaginär  und  haben  dieselben  die 
Gleichangen    Ä;  =  a;*+y*  +  p*  =  0    und    ä'=  («  — a)*  +  y*  +  p'«  =  0,    wobei 

f>p'  sein  soll,  so  folgt  wieder  als  Ort  der  Punkte  von  gleichem  — -,  =  e 

9  "in 

0  Q 

der  Kreis  ^  — ;^^*'=0.    Der  Werth  c  =  —  ergiebt  die  reelle  Schnittlinie 

Jib  = iz 1  SO   dass  (a  — rCn)*  — «0*  =  ^*  — p'*  wird:   d.h.  man  erhält 

den  Punkt  Ä  der  Schnittlinie  auf  MM\  wenn  man  das  Loth  MB  in  M 
=  J^p*— ^'*  macht  und  auf  BM'  das  Mittelloth  errichtet.  Die  Entfernung 
der  Grenzpunkte  von  Ä  ist  dann  =  j^ajQ*  +  p*  =  ^(ö  —  iCo)*  +  q'^  ^^^  ^^'^ 
^  ^  ^  a«+.'+P«±/(^?+?¥^47g .  p,,  ^,,  „,,„„  Kreise 

des  Büschels  ä;ä;'  wird  c  reell.  Mit  c=l  erhält  man  den  Aehnlichkeitskreis 
gerade  so,  wie  bei  reellen  k  und  k\  —  Bei  drei  Kreisen  schneiden  sich 
^e  drei  Aehnlichkeitskreise  in  zwei  Punkten  und  der  bekannte  Satz  von 
Monge  führt  ohne  Weiteres  darauf,  dass  die  drei  Kreise  über  den  Diago- 
nalen eines  Vierseits  sich  in  zwei  Punkten  schneiden  müssen. 

Die  Parabel  ff^  =  2px  lautet  in  Liniencoordinaten :  2u-f-|?t;*  =  0. 
Setzt  man  in  letztere  Gleichung  die  früheren  Werthe  von  u  und  t;  ein,  so 
«^l^iebt  sich: 

2{±fn  +  l)\xo{±fn+X)  +  y,(±mX-l)\+p{±mk-^lY  =  0, 
^oraiis  folgt: 

^^  in  die  beiden  Gleichungen  zerföllt: 

2Aa;  +  (A»-.l)y-Al>  =  0  und  x{k^  +  m^)  +  Xy{m^-]) +  ~{mH^+l)==0. 

I^ie  erste  derselben  liefert  y  =  f— 7ä  (^""^)  '  ^'  ^*  ^^®  Isogone  für  einen 

^^^stuomten  Werth  von  il  ist  ein  Strahl,  der  vom  Brennpunkt  ausgehend 
^H  der  +  T-Axe  einen  Neigungswinkel  ^  bildet,  der  gleich  dem  doppelten 
Neignngswinkel  9  der  Axe  a  der  Indicatrix  ist;  letztere  halbirt  demnach 
ui  jedem  Punkte  den  Winkel  zwischen  Brennstrahl  und  Durchmesser.  — 
iHe  Slimination  il  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  giebt  dann: 
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«.  ^«  >.  •>  r  i^w 


(2«  +  m^p)  {2m^x  +p)  -  (1  -  m«)«y»  =  0 
als  Gleichung  der  Niveaulinien.  Letztere  sind  also  Kegelschnitte  mit  der 
gleichen  X-Axe,  wobei  immer  ein  Brennpunkt  mit  jenem  der  Parabel  zusam- 
menföllt.  Für  in  =  t  erhält  man  den  letzteren;  grösseren  Werthen  von  n», 
also  2i,  3i  u.  s.  f.  folgen  Ellipsen,  die  immer  grösser  werden  und  ftir 
in  =  ooi  in  die  Parabel  übergehen.  Fttr  reelle  Werthe  von  m  treten  dann 
Hyperbeln  auf,  von  denen  ein  Ast  dem  Werthe  m,  der  andere  dem  reci- 

proken  —  angehört ;  f(lr  «n  =  1  vereinigen  sich  beide  Zweige  in  der  Direc- 

191 

trix  der  Parabel.     Die  Construction  der  Niveaulinien  macht  sich  sehr  ein- 

fach  aus  den  Scheitelpunkten  rc.  = q—  »    ol  =  -—  ^ — =    und  dem  gemein- 

schaftlichen  Brennpunkt  rc  b  -^  • 

Bei  der  Ellipse  -r  +  fa"^   ^^^^^  durch  Einsetzung  von  den  Wer- 
then für  u  und  i;  in  a^u*  +  h^v*  -—1=0 

a*(±in+A)«  +  6«(±mi-l)«-t«o(±m  +  i)+yo(±mi-l)|«  =  0 
oder 

+  2nitAV-AV-Xoyo(l-0-Ua«-&*)t  =  0. 
Nimmt  man  wieder  zuerst  die  zweite  Klammer  =  0,  so  liefert  die  Gleichung 

«*— -y^  +  ^yC^— YJ—y*— («*—&*)  =  0  bei  der  Reduction  auf  die  Haupt< 

axen  für  die  Neigungen  der  letzteren  die  Winkel  9)  — 45®  resp.  g>  +  4b^ 

und  als  Normalgleichung  x^  —  y^^  — }  ^ — ;  sie  stellt  also  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  dar,  welche  durch  die  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse  geht. 
Die  Isogonen  sind  demnach  von  dem  linken  resp.  rechten  Brennpunkte  aus- 
gehende Bogen  von  gleichseitigen  Hyperbeln,  so  dass  eine  solche  Hyperbel 
die  Isogonen  für  g>,  90®  +  g>,  180® +  g)  und  270®+ g)  liefert,  woraus  sofort 
der  Satz  folgt :  Die  vier  Punkte ,  in  denen  eine  Ellipse  von  einem  Rechteck 
berührt  wird,  liegen  mit  den  beiden  Brennpunkten  auf  einer  gleichseitigen 
Hyperbel.  —  Die  erste  Klammer  =0  genommen  und  möglichst  reducirt, 
führt  auf  einen  Kegelschnitt,  dessen  Axen  die  Neigungen  q>  resp.  90®  +  ^ 
besitzen,  und  in  Bezug  auf  diese  folgt  dann  die  Gleichung: 

m  =^+y f:pj^ . 

was  im  Innern  der  Ellipse  auf  eine  Hyperbel,  im  äussern  Theil  auf  eine 
Ellipse  führt,  während  ni  =  0  und  fn  =  oo  Paare  paralleler  Tangenten  er- 
geben. ^  Für  einen  bestimmten  Werth  von  X  gehen  alle  zu  imaginären  m 
gehörigen  Hyperbeln  durch  die  Ecken  eines  Rechtecks,  welches  der  Ellipse 
umbeschrieben  ist  und  dessen  Seiten  den  Axen  der  Hyperbeln  parallel  laufen, 
«inem  bestimmten  il  und  reellen  m  angehörige  Ellipse  wird  von  der  ta  l 
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gebdrigen  Isogone  in  den  vier  Ecken  eines  der  Ellipse  umbeschriebenen 
Parallelogramms  getroffen  und  die  Brennstrahlen  aus  der  Ecke  eines  solchen 
Parallelogramms  bilden  mit  den  Seiten  gleiche  Winkel. 

Die  Elimination  von  k  aus  den  beiden  vorhin  =  0  gesetzten  Elammer- 
aosdrttcken  führt  auf: 

(mV+^-  in«a«-  6«)(a;»- a«+ wV-  m«6«)  -  (1- »n«)Vy»  =  0, 

was  lemniscatenartige  Curven  als  Niveaulinien  ergiebt.  Für  fn  =  t  erhält 
man  die  Brennpunkte,  dann  folgen  für  kleinere  m  Ovale  um  jeden  Brenn- 
punkt, femer  für  m  =  —  eine  schleifenförmige  die  Brennpunkte  umfassende 

a 

Cnrre  mit  dem  Mittelpunkt  als  Doppelpunkt;  für  noch  kleinere  Werthe  nähert 
sich  die  Niveaulinie  immer  mehr  der  ursprünglichen  Ellipse ,  die  mit  m  s=  0 

erreicht  wird,  m  =  1  liefert  den  bekannten  Kreis  t  =  ]/a*+  h\  der  nach 
aussen  zu  von  den  Curven  höherer  reeller  m  umschlossen  wird,  welche  die 
Form  aufrechter  Kettenglieder  besitzen. 

Die  imaginäre  Ellipse     2+^+1=0,  worin  a>6,  hat  auf  der 

AxeTzwei  reelle  Brennpunkte  in  der  Entfernung  +]/a*— 6*.    Ihre  Oleich- 

Qog  in  Liniencoordinaten  a*u*+5*t;^=0  liefert  für  ti= — -: — r. — ; — r^ 

und  t;  =  '-;rr. — .   .T. r: — ; — tt  <lie  beiden  neuen : 

Oöd  /  1\ 

Uiztere  ergiebt  wieder  als  Isogonen  gleichseitige  Hyperbeln  mit  den  Axen- 
Qeigangen    45^  +  g>    resp.    135®+ g>    und    den    Normalgleichungen    J*  — t* 

=~  —  \  sie  gehen  also  sämmtlich  durch  die  zwei  reellen  Brennpunkte 

nnd  eine  jede  derselben  wird  durch  die  Brennpunkte  in  vier  Stücke  zerlegt, 
Welche  die  Isogonen  für  q>,  90  +  g>,  180  +  <p  und  210 +  q>  sind.  —  Die 
Elimination  von  l  ergiebt  als  Resultat  für  die  Niveaulinien: 

(^  V  -  yt  +  aV* -&*)*- (f**«*  -  y*  +  «V*  -  ^*)  (a?*  -  y*  +  ö*  -  ^^  (1  +  ^*) 

^^  11  =  1   erhält  man  die  reellen  Brennpunkte ,  dann   folgen  für  kleinere 

^erthe  von   (i  wieder  Ovale  um  die  ersteren;   fi  =  —  ergiebt  die  Schleife 

^Qrcb  den  Mittelpunkt  und  noch  kleinere  fi  liefern  dann  kettengliedförmige 
^Qrven  mit  der  Einschnürung  auf  der  +  X-  Axe.  Damach  ist  also  die  In- 
^icatrix  in  den  reellen  Brennpunkten  ein  kleiner  Kreis;  geht  man  jetzt  auf 
^iner  Isogone,  also  auf  einem  solchen  Hyperbelbogen  weiter,  so  wird  die 
Ii^dicatrix  zu  einer  Ellipse,  die  unter  Beibehaltung  ihrer  Axenrichtungen 
immer  schmäler  wird  und  im  Unendlichen  zu  einem  Stück  der  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Asymptote  wird. 
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^"^^^^  ^  Isüsuncea  der  Keg«iseknCBe.    Ton  Dr.  A.  Haas. 


Analog    g^ftOK    sek   eadlich    die   T^rMfariMe    für    die    Hjperbel 
«1|_?^_1^0  i«^:.  «a«*-i*»*-l=0.     Um«  TsfidnraiL  lieÜBrt  hier 

Die  erete  Gkäcksnc  »«  «ne  am  45^^^  rcsp.  45«+v  geneigte  gleich- 
seitige  HTp©?iÄl  5^»-^.*  =  "^.^.^      •  w^idbe  doreh  <fi»  Bcamponkte  geht 

Auch  hier  sad  ako  'üe  läogmen  tqol  fisksK  resip.  lechtBii  Brennpniikte 
Msgebeade  HTpe^ttbQgaL ,  wobö  eise  aaiehe  giaduatige  Hjperbel  die 
Iw^OMB  ftr  •,  »  +  ^,  1*)  +  ^  nad  ?r'"*  +  ^  liefiat  Auch  hier  folgt 
der  Sfta:  Wird  ^aer  Hjperbel  ein  Bedtseck  Ttmoescfazieboi,  so  liegen  die 
Tier  BeittrcuBgspakse  miz  «iai  xwei  reeilat  Brynnponkten.  mf  einer  gleich- 
seitigen HjxwrbeL  Ferner:  Für  ein  STstem  eoncocala'  Eüipaen  und  Hjper- 
beln  liegen  die  Berüfamngspimk«  ^»r^i^«^  TxnositBn  anf  einer  gleich- 
seitigen  Hjperbel  darcb  die  Brainpixnk%. 

Die  iweise  Glaehon^  f&lizt  saf  einen   un   9*  ^leoBEigten.  Buegelschnitt 
BX«  oer  3ti«, Biiii gieic&unf '  •  .«      s*       x«  t  1  __iTS\ 

was   f^  imaginäre  w.   ilao  fb  ias  Innere  ier  Cnrve.    Hyperbeln  nnd  für 

«las  Aeussere  FHipsen  erxiebtL     Fte  einen  in«eninnnienen  Wiortfa.  Ton  1  gehen 

«Ile  iTi  imaginärai  m  2eit!Ünd»n  Hjperbein  inreii  üe  Eckwn  eines  Rechteeks, 

welches  ier  ze«ebenen  Cnrve  Txmbeachrieben  i:sc  inii  -iesaen  Seiten  den  Axen 

ier  Hjperbeiaduar  peraHei  sind.  E*ie  in  eiz&an  'bescinimtEn  Wertfae  Ton  1  nnd 

eiaein  beednuncfen  reellen  W^rsie  Ton  m  ^ebsSrrst^  E^üase  wird  Ton  der  k  ent- 

jwscoenden  LsOgcne  ui  ien  T:er  Ecken  ^in»  FacaileiOtfrunms  getroffim,  wel- 

Htee  ier  HjpecbeL  ^imbetarörieben  ist.  lal  üe  Brennssahlen  ans  den  Ecken 

•»v»;s  »icfien  Para^eioicrsnms  bilden  aic  ien  Semen  diuMciben  gleiche  WinkeL 

rs»  yT'mrTmciqn  ^rm  ^  kis  ien  Torigen  «rnndgieichangen  lieüart  end- 

->ra  acvQ  f*lr  se  yi^wKiIinien : 

IV*  sjiii   J-irr-Q  IT.  »rrinnag .    üe   i^   «1  =  t  ji  ne  badoK  Brennpunkte 
liäaauxtfttä^ar^ixBDnia:    «:=f  .  3)   x  >.  \  entsoractwn  isna  Onfai  um  dii^ 
^owöjcetraanam.   ü«  inan  jnmer  w:ftetfesenä  ^  «  sr  x  in  ru»  Hjpecbel 
^Äfü.     Scji»Le  '*'^räe  t-^b  «  ^r^öen  iaan  ÄÜpcs«««  Carffvn:   ftr  1 


-H  .        .     .  * 

-■a^i   »rt    xxrhc    luMtcatiK  ^ieiben.    iaas»  üe  '^ewAuui^  dar  ISxrenn  — 


,:«<sQuaKC«    wQimreh   die  seitherige 


«.nies  5ii.a  uxv-n    a    ::^  reü^iNty«»  nt  m\%muihi  liest. 


VI. 

üeber  die  Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  gegebenes 
Tetraeder  zum  gemeinsamen  Pclartetraeder  haben. 

Von 

K.  Meister, 

herausgegeben  von 

Dr.  A.  Rasche 

in  Emmi. 
(S  oh  last.) 


§8. 

23.  Eine  beliebige  Gerade  ist  im  Allgemeinen  nicht  Axe  einer  Fläche 
oiueres  Systems.  Da  die  Anzahl  der  Flächen  und  folglich  auch  die  der 
Axen  Ton  dreifacher  Unendlichkeit  ist,  so  bilden  letztere  einen  Strahlen- 
complez.  Um  den  Orad  dieses  Complexes  zu  bestimmen,  haben  wir  zu 
untersuchen,  wieviele  Axen  in  einer  Ebene  a  durch  einen  Punkt  P  gehen.^ 

Eine  Gerade  wird  als  Axe  einer  Fläche  bezeichnet,  wenn  ihre  reciproke 
Polare  bezüglich  dieser  Fläche  diejenige  unendlich  ferne  Gerade  ist,  durch 
welche  alle  zu  ihr  senkrechten  Ebenen  hindurchgehen.  (Reye,  II.  Abth., 
S.  43.)  Die  reciproken  Polaren  derjenigen  Axen,  welche  in  der  Ebene  a 
durch  den  Punkt  P  gehen ,  werden  also  in  der  unendlich  fernen  Ebene  den 
unendlich  fernen  Punkt  P^  der  in  P  auf  a  errichteten  Senkrechten  enthalten. 
Es  sei  nun  l  eine  beliebige  Gerade  durch  P  in  a.  Construiren  wir  ihre 
^projcen  Polaren  bezüglich  der  Flächen  des  Systems,  so  umhüllen  nach 
^  vorigen  Paragraphen  diejenigen,  welche  in  die  unendlich  ferne  Ebene 
fiiOen,  einen  Kegelschnitt  £^,  der  auch  die  vier  Schnittlinien  der  unend- 
lich fernen  Ebene  mit  den  Tetraederebenen  zu  Tangenten  hat.  Da  diese 
Idnien  fest  sind,  so  wird,  wenn  Mn  a  den  Strahlbüschel  um  P  beschreibt, 
K\  eine  Kegelscbnittschaar  durchlaufen.  Weil  an  jeden  Kegelschnitt  K\ 
▼on  P^  aus  zwei  Tangenten  gehen,  so  entspricht  jeder  Geraden  l  ein  Paar 

*  In   der  vorliegenden  Arbeit  sind  die  watentlichen  Veränderungen   und 
grtaeren  Znsätse  des  Henmgeben  dardi  ^  ■*  *■    Btemehen  kenntlich 

gemadii. 
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reciproker  Polaren  durch  P^^  dem  Strahlbüschel  der  Geraden  l  um  P  dem- 
nach eine  Sirahleninvolution  um  Pod*  (Rey^i  !•  Abth.,  S.  203.)  Ebenso 
ist  nachweisbar,  dass  dem  Strahlbüschel  in  der  unendlich  fernen  Ebene  um 
PoD  eine  Strahleninvolution  in  a  um  P  entspricht  Wir  untersuchen,  wie 
oft  ein  Strahl  der  Involution  um  P  zu  einem  Strahl  des  entsprechenden 
Paares  der  Involution  um  P^  senkrecht  ist. 

Denken  wir  uns  die  letztere  Involution  aus  P  projicirt  durch  eine 
Ebeneninvolution,  diese  um  90^  um  ihre  Axe  gedreht  und  mit  der  Ebene  o 
geschnitten,  so  erhalten  wir  um  P  eine  neue  Strahleninvolution,  welche  mit 
der  ersteren  nach  dem  Chasl  es 'sehen  Correspondenzprincip  vier  entspre- 
chende  Elemente  gemein  hat,  und  das  sind  die  durch  P  in  a  gehenden 
Axen.     Wir  gewinnen  also  den  Satz: 

DieAxen  aller  Flächen  unseres  Systems  bilden  einen  Com- 
plex  vierten  Grades. 

24.  Zu  unserem  Axencomplex  gehören  alle  Strahlen  durch  die  vier 
Tetraederecken  als  Axen  von  Eegelflächen  des  Systems,  sowie  alle  Geraden 
in  den  vier  Tetraederebenen  und  die  zu  den  letzteren  senkrechten  Linien 
als  Axen  der  Kegelschnitte  des  Systems.  Ferner  müssen  zu  dem  Complex 
gezählt  werden  die  zu  den  Tetraederkanten  normalen  Geraden  als  Axen  der 
Ebenen-  und  Punktepaare  des  Gebüsches,  ebenso  alle  Geraden  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  als  Axen  der  im  System  befindlichen  Paraboloide. 
Denn  jede  unendlich  ferne  Gerade  ist  als  Axe  zweier  verschiedener  Para- 
boloide aufzufassen.  Da  nämlich  die  reciproken  Polaren  dieser  Geraden  be- 
züglich des  Gebüsches y  welche  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen,  einen 
Kegelschnitt  umhüllen,  so  befinden  sich  zwei  unter  ihnen,  welche  zu  der 
Geraden  senkrecht  sind. 

Jede  der  vier  Tetraederhöhen,  z.  B.  die  durch  die  Ecke  Ä  gehende,  ist 
gemeinsamer  Durchmesser  der  Flächen  einer  Schaar  des  Gebüsches  (§  2 
Nr.  6),  und  da  ausserdem  die  Polarebene  des  Punktes  Ä  bezüglich  jeder 
Fläche  der  Schaar,  d.  i.  die  Gegenebene  BCDy  zur  Höhe  senkrecht  steht, 
so  ist  die  Höhe  für  jede  Fläche  der  Schaar  zugleich  eine  Axe.  Denken  wir 
uns  femer  alle  Flächen  dieser  Schaar  mit  der  Ebene  PCD  geschnitten,  so 
ist  für  die  Schnittcurven  das  Dreieck  BCD  ein  gemeinsames  Polardreieck; 
zudem  haben  alle  diese  Kegelschnitte  die  Spur  der  Höhe  in  der  Ebene  BCD 
zum  Mittelpunkt;  folglich  müssen  sie  sich  in  einem  einzigen  Kegelschnitt  (7* 
vereinigen.  Derselbe  gehört,  als  Fläche  zweiter  Classe  betrachtet,  ebenfiEJIs 
der  vorliegenden  Schaar  an.  Die  drei  anderen  Kegelschnitte  derselben  arten 
in  die  Ecke  A  als  doppelten  PuQkt  aus.  Die  Torse  der  Schaar  besteht  also 
aus  einem  Kegel ,  der  die  Ecke  A  zur  Spitze  hat  und  in  dessen  Schnitt- 
onrre  (7*  mit  der  Ebene  BCD  sich  alle  in  Bede  stehenden  Flächen  berühren. 
Die  Schaar  ist  demnach  zugleich  ein  Flächenbüschel. 

Das  gemeinschaftliche  Loth  zweier  Gegenkanten  des  Tetraeders  ist  eben- 
iUls  gemeinsamer  Durchmesser  einer  Schaar  des  Systems,  welche  auf  jeder 


Von   K,  MctfiTBR. 


r  beiden  Kanten  ein  Funktepaar  besitzt.  Die  gerne inscbaftl ich e  Torse 
liKtoht  aua  einem  windschiefen  Vierseit  (den  Verbindungslinien  der  beiden 
l'Punktepsare) ,  durch  welches  sSnimtliche  Flächen  der  Schaar  hindurchgehen; 
Ifatilere  ist  mitbin  auch  ein  BUachel  des  Sfstems.  —  Sei  nun  M  ein  Pnnkt 
9  gemeinsamen  Durchmessers,  also  Mittelpunkt  einer  Fläche  der  Schaar, 
|«o  eriwlt  man  die  zu  dem  Durchmesser  conjugirte  Diametralebene,  indem 
0  durch  il  zu  den  von  dem  Durchmesser  getroffenen  beiden  Gegenkanten 
8  TetrMders  die  Parallelen  ziebt  und  durch  letztere  die  Ebene  legt. 
^Bchroeter,  Theorie  der  Oberfifichen  zweiter  Ordnung,  8.540.)  Da  der 
Tcbmesser  aber  als  gemeinsames  Lotb  auf  den  Gegenkanten  senkrecht 
flblit,  wird  er  auch  zur  conjugirten  Diametral  ebene  normal  sein,  er  ist  also 
B  Ase  der  betreffenden  Fläche  und  folglich  eine  gemeinschaftliche  Axe 
r  Fl&chenechaar.  Also: 
Die  vier  Höhen  des  Polartetraeders  und  die  gemeinsamen 
Kiothe  der  drei  Gegenkantenpaare  desselben  sind  gemeinsame 
un  von  sieben  BUschelschaareo  des  Systems. 
Ferner  sind  auch  die  drei  Höhen  eines  jeden  Dreiecks  in  den  vier  Te- 
triwderebenen  gemeinsame  Äien  von  solchen  Flfichenschaaren  des  Systems, 
Welche  in  EegelschnittBchaaren  degenerirt  sind.  Ebenso  ist  jede  Tetraeder- 
k«Dte  gemeinsame  Axe  von  eiafach  unendlich  vielen  Ebeoenpaaren  (oder 
auch  Punktepaaren)  des  Systems. 

Weiterhin   lassen   sich    noch    zwölf  Geraden  ermitteln,   welche  gemein- 
same Aien    von    EegelbQscheln   sind.      Eine   zur   Kante  AB   im  Punkte  Ä 
normale  Ebene  z.  B.  schneide  die  Tetraederebene  CAD  in  der  Geraden  l;  da 
I   iD  GAJ>  liegt  und  durch  A  geht,  so  geht  die  Polarebene  von  l  bezüglich 
all«  Eegel    des  Netzes,    welche    ihre  Spitze   in  A  haben,    durch  AB;  jede 
Elieoe  durch  AB  und  der  Strahl  l  bestimmen  als  Polarebene  und  Polatrahl 
•tum  concentri sehen  Kegelbüschel ,  insbesondere  auch  die  durch  A  B  gehende 
1       *ud  ta  dem  Strahl  l  normale  Ebene.     Da  in  diesem  Falle  aber  Polarebene 
■^pd  Polarstrahl   zueinander   senkrecht   sind,   so   muss   l  für   alle  Kegel  des 
^Bbcbeb   gemeinsame  Axe   sein.     [Dieses  Resultat   ist   dual   zu  dem  Ergeb- 
^Bh»e,   dass  die  H6hen  der  Tetraederdreiecke  gemeinsame  Axen  von  Kegel- 
^^^bnittbüschelscbaaren    des  Systems    sind.]     Eine  zur  Axe  t  normale  Ebene 
^hneidet    den    Kegelbüschel    in    einem    concen Irische n   Kcgelschnittbüschel, 
^aloher  die  Spuren  der  drei  in  A  zasammenstossenden  Tetraederkant«n  zum 
S%m«insamen  Polardreieck   bat     Da  die  Ebene  offenbar  zur  Kante  AB  p&- 
'^let   iit,   so  ist  eine  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  unendlich  fern. 
Ks  iit  femer  aus  Theil  I  (Jahrg.  XXXI)  ersichtlich ,  daas  die  Kegelschnitte 
dei  ebenen  Schnittes  sich  doppelt  berühren;  mithin  berühren  sieb  auch  die 
K«g«l  des  Büschels  doppelt.     Tn  unserem  System  giebt  es  also  znQIf  Kegel- 
btbchelscbaaren. 

Der  Axencomplex   vierten  Grades   enthUlt  also  37  Geraden  von  beson- 
r  Art. 
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bezüglich  zweier  Kegelschnitte  des  Systems  conjugirt  ist,  und  folglich  zwei 
Pole  P  von  p  auf  /  liegen.  Wir  haben  also  zwei  Strahlbüschel  nm  Q^  die 
so  aufeinander  bezogen  sind ,  dass  jedem  Strahl  des  ersten  drei  des  zweiten, 
dagegen  jedem  Strahl  des  zweiten  zwei  des  ersten  entsprechen.  Die  Anzahl 
der  vereinigten  entsprechenden  Elemente  ist  daher  fünf.  Die  durch  die 
Ecken  der  Polardreiecke  erzeugte  Gurre  ist  demnach  eine  Curve  fünfter 
Ordnung  f  ^  welche  auch  den  Mittelpunkt  des  in  der  Schaar  befindlichen 
Paraboloids  enthält.  Durch  letzteren  geht  auch  die  Mittelpunktslinie  m  der 
Flftchenschaar.  Da  jeder  Punkt  von  ^^  die  Ecke  eines  bestimmten  Polar- 
dreiecks ist,  so  bestimmt  er  auch  einen  von  den  unendlich  fernen  Kegel- 
schnitten, und  folglich  eine  Fläche  der  Schaar  eindeutig.  Während  also 
jedem  Punkte  von  m  als  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  drei  Punkte  von  K^ 
entsprechen,  entspricht  jedem  Punkte  von  K^  ein  Punkt  von  m.  Wie  oft 
wird  nun  eine  beliebige  Gerade  von  einer  Verbindungslinie  entsprechender 
Punkte  getrofifen?  Um  dies  zu  entscheiden,  legen  wir  durch  die  Gerade 
eine  Ebene,  welche  K^  in  fünf,  dagegen  m  in  einem  Punkte  schneidet. 
Ersteren  entsprechen  fünf  Punkte  auf  m,  letzterem  drei  Punkte  auf  £^^,  so 
dass  der  Ebene  einmal  fünf  und  das  andere  Mal  drei  Ebenen  entsprechen. 
Die  Anzahl  der  vereinigten  entsprechenden  Ebenen  um  die  gegebene  Gerade 
ist  mithin  acht.  Aber  dazu  gehört  auch  die  Ebene  nach  dem  unendlich 
fernen  Punkte  von  m,  da  dieser  sich  selbst  entspricht.     Daraus  folgt: 

Die  Axen  einer  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  erzeu- 
gen eine  Begelfläche  siebenten  Grades. 

Die  Mittelpunktslinie  m  der  Schaar  liegt  dreifach  auf  der  Fläche.  Jede 
Ebene  durch  dieselbe  enthält  also  vier  Axen  der  Schaar.  Der  unendlich 
ferne  Schnitt  der  Fläche  besteht  aus  der  Curve  K^  und  den  beiden  unend- 
lich fernen  Axen  des  Paraboloids  der  Schaar. 

Wird  die  Flächenscbaar  gebildet  von  den  Kegelschnitten  einer  Schaar 
in  einer  Tetraederebene,  so  zerMlt  die  Regelfläche  in  vier  Strahlbüschel 
und  eine  Curve  dritter  Classe.  Drei  von  den  Strahlenbüscheln  enthalten 
die  Axen  der  drei  Punktepaare  der  Schaar;  das  vierte,  dessen  Strahlen  in 
den  Punkten  der  Mittelpunktsgeraden  auf  der  betreffenden  Tetraederebene, 
senkrecht  stehen,  besteht  aus  den  dritten  Axen  (von  der  Länge  Null)  der 
Kegelschnitte.  Die  übrigen  Axen  der  Kegelschnitte  in  der  Tetraederebene 
umhüllen  eine  Curve  dritter  Classe.  Wir  können  leicht  nachweisen,  dass 
von  jeder  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  der  Schaar  nur  drei  Tan- 
genten an  die  Curve  gehen.  Jede  der  beiden  durch  eine  Ecke  gehenden 
Dreiecksseiten  enthält  ein  Punktepaar  der  Schaar,  für  welches  sie  eine  Axe 
ist.  Femer  die  Höbe  des  Dreiecks  durch  diese  Ecke  ist  gemeinsame  Axe 
einer  Kegelschnittschaar;  letztere  hat  mit  der  ersteren  Schaar  denjenigen 
Kegelschnitt  gemeinsam,  welcher  den  Schnitt  der  Mittelpunktsgeraden  der 
gegebenen  Schaar  mit  der  Höhe  zum  Mittelpunkt  hat.  Jede  andere  Gerade 
aber  durch  die  Ecke  ist  nach  Theil  I  eine  Axe  eines  eigentlichen  Kegelschnittes. 


21.  Wahrend  die  in  Nr.  3  und  4  gefundenen  S&iio  über  die  Äsen  t'Ur 
Q  FlficbenbUscliel  und  jede  Flächenscbaar  Überhaupt  gelten,  ist  dies 
I  der  Fall  mit  denjenigen  Sätzen,  welche  nir  im  Folgenden  Über  die 
B  eines  Flächennetzes  und  eines  F lachen geweb es  aufstellen  werden;  vie!- 
-  haben  diese  nur  fUr  die  in  uuserem  Gebüsch  enthaltenen  Systeme 
iniler  Stnfe  Giltigkeit. 

lit  eine  Aie  einer  Fläche  unseres  Systems  gegeben,  so  ist  die  Fläche 
bdnrch  beBtimmt  und  folglich  auch  ihr  Mittelpunkt  auf  dieser  Axe.  Denken 
inn  alle  Axen  durch  einen  Punkt  P.  welche  nach  dem  Vorher- 
^eaden  (Nr.  23}  einen  Kegel  vierter  Ordnung  bilden ,  und  auf  jeder  den 
iDgehörigen  Mittelpunkt,  so  werden  die  Mittelpunkte  eine  auf  dem  Kegel 
iiegende  RaumcurTe  erzeugen.  Unter  den  durch  P  gehenden  Aien  befinden 
sich  aach  diejenigen  drei ,  welche  derjenigen  Flüche  angehören ,  die  den 
fnokt  /'  zum  Mittelpunkt  hat.  Die  Eaumcarve  bat  alao  in  /'  einen  drei- 
fmchen  Punkt.  Legen  nir  durch  P  irgend  eine  Ebene,  so  schneidet  dies« 
vier  Kanten  des  KegeU  aus  und  gebt  folglich  durch  die  vier  darauf  Hegen- 
dcD  Mittelpunkte.  Jede  Ebene  durch  /'  trifft  die  Raumcurve  also  ausser  in 
1  dreifachen  Punkte  P  noch  in  vier  weiteren  Punkten.  Der  Ort  der 
Vittalpunkte  ist  mithin  eine  Baumcurve  siebenter  Ordnung  £'.  Dieselbfi 
gebt  itucb  durch  die  vier  Tetraederecken;  denn  die  Verbindungslinien  diesw 
Eck»  mit  P  Eind  die  Aien  von  vier  Kegeln,  welche  die  Ecken  zu  Mitt«t- 
I  (mikten  haben.     Zn  jedem  Punkte  P  gebort  eine  solche  Baumcurve  H 

a  einer  Ebene  d  liegenden  Azen ,  welche  eine  Curve  C^  vierter 
CluH  omhllUeii,  gebSren  zu  Flächen  desjenigen  Flächengewebes,  das  die 
thtn  a  Kur  Mittelpunkt« ebene  bat.  Der  Ort  der  zugehörigen  Mittelpunkte 
itt  eine  Curve  vierter  Ordnung  C  Denn  eine  beliebige  Gerade  in  a  ist 
MitWpunktagerade  einer  Schaar,  welche  zu  dem  Gewebe  gehört,  und  von 
dwi  Äien  dieser  Schaar  liegen  vier  in  der  Ebene  b.  (Vergl.  Nr.  26.)  Die 
ütnilt  schneidet  also  die  Curve  der  Mittelpunkte  in  vier  Punkten,  Die 
Cor»«  C*  geht  durch  die  drei  Gegenecken  paare  des  vollständigen  Vierseita, 
>o  welchen  u  von  den  vier  Tetraederehenen  getroffen  wird ;  denn  diese 
Funkte  aind  su  betrachten  als  die  Mittelpunkte  der  sechs  Punktepaare  des 
Otwebes,  Von  jedem  dieser  Punktepaare  fällt  eine  zu  der  betreffenden 
Trtiwderkante  senkreehte  Axe  in  a. 

28.  Die  Aien  aller  Flächen  eines  Gewebes  in  unserem  Gebüsch  werden 
eine  CoDgriienz  bilden.  Um  die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt  P  gebenden 
AuD  lu  finden,  denken  wir  uns  die  zum  Punkte  /*  gehörige  ßaumcurve  A'. 
Da  disBe  die  Mittelpunktäebene  des  Gewebeü  in  sieben  Punkten  schneidet, 
•o  gellen  durch  P  sieben  Azen.  Ferner  eine  beliebige  Ebene  n  trifft  die 
■itlxlpunlftsebene  in  einer  Geraden ,  der  Mittelpunkts  ebene  einer  Schaar ; 
di«  AntakI  der  in  n  liegenden  Äien  beträgt  mithin  vier.     Also: 

Die  Azen  der  Flächen  eines  Gewebes  in  unserem  System 
''ildtn  sine  Coogrnenz  vom  BUndelrang  7  und  vom  Feldrang  4. 


« 
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(Vergl.  das  analoge  Resultat  des  Herrn  Erttger,  Inauguraldissertation 
1885.) 

Die  sieben  Axen  aus  einer  Tetraederecke  sind  leicht  nachweisbar.  Es 
sind  die  drei  in  der  Ecke  zusammenstossenden  Tetraederkanten  die  Axen 
von  drei  Punktepaaren  des  Gewebes.  Ferner  ist  jede  durch  die  Ecke  gehende 
Höhe  der  drei  Dreiecke  iu  den  Tetraederebenen,  welche  sich  in  der  Ecke 
schneiden ,  die  Axe  eines  Kegelschnittes ,  welchen  das  Gewebe  mit  deiQenigen 
Kegelschnittbüschelschaar  gemeinsam  hat, 'deren  Kegelschnitte  die  betreffende 
Höhe  zur  gemeinsamen  Axe  haben.  Endlich  besitzt  das  Gewebe  eine  FlSche 
gemeinsam  mit  derjenigen  Flächenbüschelschaar  des  Systems,  welche  die 
durch  die  Ecke  gehende  Tetraederhöhe  zur  gemeinsamen  Axe  hat. 

29.  •  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gegenkantenpaare  des  gegebe- 
nen Tetraeders  aus  zueinander  senkrechten  Geraden  bestehen  („rechtkantiges 
Tetraeder ''),  lassen  sich  für  einen  gewissen  ferneren  Punkt  die  durch  ihn 
gehenden  sieben  Axen  leicht  finden.  Legen  wir  nämlich  durch  jede  Te- 
traederkante die  Ebene  senkrecht  zur  Gegenkante,  so  schneiden  sich  diese 
sechs  Ebenen  in  einem  Punkte  Q ,  durch  welchen  auch  die  yier  Tetraeder- 
höhen und  die  drei  gemeinsamen  Lothe  der  Gegenkantenpaare  des  Tetraeders 
gehen  (Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  II,  S.  207).  Diese  sieben 
Geraden  sind  aber  die  gemeinsamen  Axen  von  sieben  Büschelschaaren,  von 
denen  jede  mit  unserem  Gewebe  eine  Fläche  gemeinsam  hat. 

Die  Congruenz  der  Axen  vom  Bündelrang  7  und  Feldrang  4  besitzt 
folgende  Singularitäten : 

1.  vier  Parallelstrahlenbüschel ;  die  Strahlen  derselben  stehen  beziehlich 
senkrecht  auf  den  vier  Tetraederebenen  in  den  Punkten  der  Mittel- 
punktsgeraden der  dem  Gewebe  angehörenden  Kegelschnittschaaren ; 

2.  sechs  Strahlbüschel,  senkrecht  zu  den  Tetraederkaiiten ;  es  sind  die 
Axen  der  sechs  Punktepaare  des  Gewebes; 

3.  die  yier  Tetraederebenen;  jede  derselben  enthält  eine  Curve  dritter 
Classe,  gebildet  von  den  Axen  der  in  der  Ebene  liegenden  Kegel- 
schnittschaar; 

4.  die  Mittelpunktsebene  des  Gewebes;  sie  enthält  eine  Curve  vierter 
Classe  (vergl.  Nr.  27); 

5.  die  unendlich  ferne  Ebene;  in  ihr  liegen  die  Axen  der  dem  Gewebe 
angehörenden  Paraboloidenschaar ,  deren  unendlich  ferne  Mittelpunkte- 
gerade  m  heissen  möge.  Die  Gerade  tn  ist  aber  nach  Nr.  24  ge- 
meinsame Axe  zweier  Paraboloide  der  Schaar. 

Femer  gehen  von  jedem  Punkte  von  m  noch  zwei  Axen  aus,  weil  er 
der  Mittelpunkt  eines  Paraboloides  der  Schaar  ist.  Die  unendlich  fernen 
Axen  umhüllen  mithin  eine  Curve  vierter  Classe  mit  der  Doppeltangente  n». 
Dieses  letzte  Resultat  werden  wir  an  einer  andern  Stelle  bestätigt  finden. 

30.  •  Die  Axen  eines  Flächennetzes  unseres  Systems  bilden  ebenÜEdls  eine 
Congruenz,  deren  Bündel-  und  Feldrang  ähnlich  wie  vorhin  gefunden  wird. 


Von  K.  Meister.  81 


Die  Mittelpankte  der  Flächen  liegen  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
(Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  Nr.  18),  welche  die  vier  Tetraederecken 
n  Knotenpunkten  hat  und  auch  die  sechs  Tetraederkanten  enthält.  Die  zu 
öneiD  beliebigen  Punkte  P  gehörige  Baumcurve  R"^  schneidet  die  Mittel- 
punktaflSehe  in  21  Punkten,  yon  denen  aber  je  zwei  in  die  vier  Tetraeder- 
ebenen fallen.  Ausserdem  ist  noch  Folgendes  zu  beachten.  Unter  den 
ixen,  welche  durch  den  Punkt  P  gehen  (auf  dem  Kegel  vierter  Ordnung), 
kfinden  sieh  auch  die  von  P  auf  die  sechs  Tetraederkanten  gefällten  Lothe. 
Du  Loth  von  P  beispielsweise  auf  die  Kante  AB  ist  die  Axe  eines  ein- 
Bgen  Ebenenpaares  im  Gebüsche,  von  welchem  eine  andere  Axe  AB  ist. 
Die  zu  dem  Punkte,  P  gehörige  Raumcurve  R''  trifft  also  AB  in  dem  Fuss- 
ponkte  dieses  Lothes.  Da  das  Ebenenpaar  nicht  zu  unserem  Netze  gehört, 
10  finden  wir,  dass  von  den  21  Schnittpunkten  nur  21  —  14,  mithin  sieben 
ni  Axen  des  Netzes  führen. 

Eine  beliebige  Ebene  femer  schneidet  die  Mittelpunktsfläche  in  einer 
Ciunre  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  drei  Paar  Gegenecken  des  aus  dem 
Tetraeder  ausgeschnittenen  Vierseits  geht  Sie  trifft  die  in  der  Ebene  be- 
findliche Curve  C^  in  zwölf  Punkten,  von  welchen  sechs  in  jene  Gbgen- 
6cken  fallen.  Es  bleiben  also  noch  sechs  Punkte  übrig,  welche  zu  Axen 
in  der  Ebene  führen.     Demnach  gilt  der  Satz: 

Die  Axen  eines  Flächennetzes  in  unserm  System  bilden 
eine  Congruenz  vom  Bündelrang  7  und  vom  Feldrang  6. 

Ist  das  Tetraeder  ein  rechtkantiges,  so  schneiden  sich  die  gemeinsamen 
Axen  der  sieben  Büschelschaaren  des  Gebüsches  in  einem  Punkte  Q.  Da 
nnser  Netz  mit  jedem  der  sieben  Büschel  eine  Fläche  gemeinsam  hat,  so 
erkennen  wir,  dass  sieben  Axen  des  Netzes  durch  den  Punkt  Q  gehen. 

Hinsichtlich  der  sechs  Axen  des  Netzes,  welche* in  jeder  Tetraederebene 
liegen,  verweisen  wir  auf  den  Schluss  von  Nr.  3. 

Die  Congruenz  hat  folgende  Singularitäten: 

Singulare  Punkte  sind  die  vier  Tetraederecken  als  Spitzen  der  Axen- 
I^egel  dritter  Ordnung  der  vier  Kegelbüschel  des  Netzes.  Wir  wollen  hier 
antdrücklich  hervorheben,  dass  zu  dem  Kegel  dritter  Ordnung  aus  jeder 
Tetraederecke  noch  ein  einzelner  singulärer  Strahl ,  die  betreffende  Tetraeder- 
l^he,  hinzutritt;  sie  gehört  dem  Kegel  nicht  an.  Eine  singulare  Ebene  ist 
£e  unendlich  ferne  Ebene;  sie  enthält  die  Axen  der  Paraboloide  des  Netzes. 
Ferner  gehören  noch  hierher  die  zwölf  Parallelstrahlenbüschel ,  senkrecht  zu 
den  sechs  Tetraederkanten,  in  den  Halbirungsebenen  der  sechs  Ebenenpaare 
^  Netzes. 

Nebenbei  sei  noch  erwähnt,  dass,  da  durch  einen  Grundpunkt  des 
PlSchennetzes  ebenfalls  sieben  Axen  gehen,  die  zugehörigen  Flächen  diesen 
Pnnkt  zum  gemeinsamen  Scheitel  haben.  Folglich  ist  jeder  Punkt  des 
Btomes  Scheitel  von  sieben  Flächen  des  OAhi*' 
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§9. 

31.  Alle  Paraboloide  unseres  Systems  als  Flächen,  welche 
die  unendlich  ferne  Ebene  berühren,  bilden  ein  Flächengewebe. 

Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  desselben  sind  die  unendlich  ferne 
Ebene  und  ihre  sieben  associirten  Ebenen.  Nach  der  früher  angegebenen 
Construction  der  associirten  Elemente  ergeben  sich  als  diese  sieben  Ebenen 
die  vier  Ebenen,  welche  die  Mitten  von  je  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
stossenden  Tetraederkanten  verbinden,  und  die  drei  Ebenen,  welche  die 
Mitten  je  zweier  Gegenkantenpaare  enthalten  und  zum  jedesmaligen  dritten 
Gegenkantenpaar  parallel  sind. 

Ueber  die  Vertheilung  der  Berührungspunkte  der  Flächen  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  haben  wir  bereits  in  §  6  Nr.  19  Aufschluss  erhalten. 

32.  Bekanntlich  gehen  die  Directorebenen  aller  Parabo- 
loide, welche  sechs  Ebenen  berühren,  d.  h.  ein  Gewebe  bilden, 
durch  einen  Punkt.  (Vergl.  Salmon-Fiedler,  Geometrie  des  Baumes, 
I.  Theil ,  S.  284 ,  3.  Aufl.)  Bei  unserem  speciellen  Gewebe  von  Paraboloiden 
lässt  #sich  dieser  Punkt  leicht  nachweisen.  Denn  die  Directorebene  eines 
Paraboloids  muss  jede  einem  Polartetraeder  der  Fläche  umgeschriebene  Kugel 
rechtwinklig  schneiden  (Salmon-Fiedler,  I.  Theil,  S.  254)  oder  durch 
den  Mittelpunkt  derselben  gehen.  Hieraus  folgt,  dass  die  Director- 
ebenen aller  Paraboloide  unseres  Systems  durch  den  Mittel- 
punkt der  dem  gemeinsamen  Polartetraeder  umgeschriebenen 
Kugel  gehen. 

33.  Wir  wollen  jetzt  die  Classe  derjenigen  Fläche  untersuchen ,  welche 
von  den  Scheitelberührungsebenen  sämmtlicher  Paraboloide  eingehüllt  wird. 
Der  unendlich  ferne  Punkt  eines  Paraboloids  ist  der  Pol  des  unendlich  fernen 
Schnittes  seiner  Scheitelberührungsebene  bezüglich  des  unendlich  fernen 
Kugelkreises.  Wir  fragen  uns  nun,  wieviel  Scheitelberührungsebenen  von 
Paraboloiden  durch  eine  Gerade  p  gehen.  Der  unendlich  ferne  Punkt  P^ 
von  p  muss  zu  den  unendlich  fernen  Mittelpunkten  dieser  Flächen  conjugirt 
sein  bezüglich  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  oder  die  Polare  von  P^ 
bezüglich  des  letzteren  muss  jene  Mittelpunkte  enthalten.  Die  fraglichen 
Paraboloide  liegen  demnach  in  einer  und  derselben  Schaar.  Die  durch  p  an 
die  Flächen  jener  Schaar  gelegten  Tangentialebenen  bilden  eine  Ebeneninvo- 
lution; deren  Paare  auf  die  unendlich  ferne  Punktreihe  der  Mittelpunkte 
projectiv  bezogen  sind.  Der  unendlich  ferne  Schnitt  der  Ebeneninvolution 
ist  mithin  eine  durch  P^  gebende  Strahleninvolution,  und  es  entsteht  nun 
die  Frage,  wie  oft  ein  Strahl  dieser  Involution  die  Polare  seines  entspre- 
chenden Punktes  bezüglich  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  wird,  oder 
wie  oft  ein  Strahl  der  Involution  mit  dem  auf  der  Polare  von  P^  liegenden 
conjugirten  Punkte  seines  entsprechenden  Punktes  incident  wird.  Da  die 
Punktreihe    der   Mittelpunkte    aber    mit  der  Punktreihe    ihrer    conjugirten 
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Punkte  bezflglioh  des  Kogelkreises,  und  folglich  die  letztere  mit  der  Strahlen- 
iofolation  projectiv  ist,  und  weil  eine  Strahleninvolation  nnd  eine  mit  ihr 
projective  Panktreihe  drei  ii^cidente  entsprechende  Elemente  haben,  so  ge- 
schieht dies  dreimal.  Es  gehen  also  durch  die  Gerade  p  die  Scheiteltangen- 
tiilebenen  dreier  Paraboloide,  und  zwar  von  solchen,  die  sich  in  einer  and 
derselben  Schaar  befinden.     Oder: 

Die  Scheitelberührungsebenen  aller  Paraboloide  unseres 
Systems  (sowie  jedes  allgemeinen  Gewebes  von  Paraboloiden) 
umhauen  eine  Fläche  dritter  Classe. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Scheitelberührungs- 
ebenen einer  Schaar  von  Paraboloiden  durch  einen  und  den- 
selben unendlich  fernen  Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  Pol  ihrer 
Mittelpunktsgeraden  bezüglich  des  unendlich  fernen  Kugelkreises,  und  dass 
sie  einen  Cjlinder  dritter  Classe  umhüllen.  —  Durch  denselben 
Ponkt  gehen  auch  die  Directorebenen  jener  Paraboloide,  da  jede  Director- 
ebene  zu  der  entsprechenden  Scheitelberührungsebene  parallel  ist.  Zugleich 
gehen  sie  aber  durch  den  Mittelpunkt  der  dem  Polartetraeder  umgeschrie- 
benen Kugel,  sie  bilden  mithin  einen  Ebenenbüschel.  (Vergl.  Salmon- 
Piedler,  I.  Theil,  S.  284) 

34  •  Wir  untersuchen  den  Ort  der  Pole  der  Directorebenen  einer  Para- 
boloidenschaar,  deren  Mittelpunktsgerade  m^  heissen  möge.  Da  die  Direc- 
torebene  eines  Paraboloides  zur  endlichen  Aze  normal  ist  (Salmon-Fiedler, 
l  Theil,  S.  283),  so  liegt  ihr  Pol  $  bezüglich  der  Fläche  auf  dieser  Aze; 
umgekehrt  hat  jede  Ebene  durch  $  ihren  Pol  in  der  Directorebene. 

Construiren  wir  nun  zu  einer  beliebigen  Ebene  n  bezüglich  der  Flä- 
chen der  Schaar  die  Pole,  so  bilden  diese  eine  gerade  Punktreihe  p.  Jedem 
Punkte  auf  p  als  Pol  zu  n  entspricht  eine  einzige  Fläche  der  Schaar,  mit- 
Un  ist  auch  die  zur  Fläche  gehörige  Directorebene  und  damit  deren  Schnitt- 
punkt auf  p  festgelegt  und  umgekehrt  Wir  haben  demnach  auf  p  zwei  ent- 
sprechende conjective  Ponktreihen,  die  Punktreihe  der  Pole  von  n  und  die 
Panktreihe,  welche  entsteht  durch  den  Schnitt  von  p  mit  dem  Ebenen- 
btUchel  der  Directorebenen;  beide  besitzen  zwei  entsprechende  vereinigte 
Elemente,  d.  h.  zweimal  föllt  der  Pol  von  n  hinsichtlich  einer  Fläche  der 
Schaar  in  die  zugehörige  Directorebene.  Construiren  wir  zu  jeder  der  beiden 
Directorebenen  den  Pol  hinsichtlich  der  entsprechenden  Fläche,  so  liegt  dieser 
in  n.  Mithin  trifft  n  den  Ort  der  Pole  in  zwei  Punkten;  derselbe  ist 
Also  ein  Kegelschnitt. 

Degenerirt  die  Schaar  der  Paraboloide  in  eine  Parabelschaar,  so  gehen 
<lie  Directorebenen  über  in  die  Ebenen,  welche  in  den  Directricen  der  Pa- 
rabeb  auf  der  gemeinsamen  Ebene  des  Systems  senkrecht  stehen,  die  Pole 
<ler  Directorebenen  in  die  Brennpunkte  der  Parabeln.  'Da  der  Ort  dieser 
Brennpunkte  bekanntlich  ein  Kreis  ist,  so  finden  wir  hierin  eine  Bestätigung 
B&seres  Resultates. 
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Der  vorhin  gefandene  Kegelschnitt  und  die  Mittelpnnktsgerade  fn^  der 
Flächenschaar  sind  projectiv  aufeinander  bezogen;  denn  jeder  Punkt  der 
Mittelpnnktsgeraden  bestimmt  eine  Fläche  der  Schaar,  diese  die  zugehörige 
Directorebene ,  letztere  den  Pol  auf  dem  Kegelschnitte;  umgekehrt  ist  jeder 
Punkt  des  Kegelschnittes  der  Pol  einer  Directorebene,  wodurch  eine  Flftche 
der  Schaar  und  folglich  deren  unendlich  femer  Mittelpunkt  auf  m«  bestimmt 
ist.  Das  Erzeugniss  beider  projectiver  Gebilde,  d.  i.  die  Fläche  der  end- 
lichen Axe  der  Paraboloidschaar,  ist  eine  Regelfläche  dritten 
Grades.  (Vergl.  das  ähnliche  Resultat  in  meiner  Dissertation,  §20  S.  48.) 
Da  aber  die  Axen  einer  jeden  Flächenschaar  eine  Regelfläche  siebenten  Qrades 
erzeugen,  so  zerföllt  in  diesem  Falle  offenbar  dieselbe  in  eine  Begelfläche 
vom  dritten  Orade  und  in  eine  zweite  vom  vierten  Grade.  Letztere  muss, 
weil  die  beiden  anderen  Axen  eines  jeden  Paraboloids  in  die  unendlich  ferne 
Ebene  fallen,  in  eine  Curve  vierter  Classe  in  jener  Ebene  degeneriren 
(§  8  Nr.  7). 

In  jeder  Ebene  durch  die  Mittelpunktsgerade  ffi^  liegen  demnach  zwei 
Axen  der  Schaar. 

35.  •  Wir  fanden,  dass  die  Congruenz  der  Axen  eines  Gewebes  in 
unserem  System  vom  Bündelrang  7  und  Feldraug  4  ist.  Folglich  bilden 
auch  die  Axen  des  Gewebes  der  Paraboloide  eine  solche  Congruenz.  Von 
derselben  sondert  sich  aber  ab  das  doppelte  Strahlenfeld  der  unendlich  fernen 
Ebene,  welche  die  unendlich  fernen  Axen  der  Paraboloide  enthält.  Dass 
jede  Gerade  in  der  genannten  Ebene  zweimal  Axe  einer  Fläche  des  Gewebes 
ist,  haben  wir  früher  nachgewiesen  (vergl.  §  8  Nr.  24).  Die  endlichen 
Axen  bilden  demnach  eine  Strahlencongruenz  vom  Bündel- 
rang 7  und  Feldrang  2.  Dass  in  jeder  Ebene  zwei  liegen,  ist  leicht 
zu  erkennen;  denn  jede  Ebene  trifft  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einer 
Geraden,  welche  die  Mitielpunktslinie  einer  Schaar  von  Paraboloiden  ist. 
Von  den  Axen  dieser  Flächen  fallen  aber  zwei  in  die  Ebene. 

Die  Congruenz  hat  elf  singulare  Ebenen  und  zwar  eine  mit  einer  Curve 
sechster  Classe  und  zehn  mit  je  einer  Curve  dritter  Classe.  (Vergl.  Reje, 
Crelle's  Journal  Bd.  86  S.  92.) 

Dass  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Curve  sechster  Classe  enthalten 
muss,  lässt  sich  leicht  zeigen.  Von  jedem  Punkte  der  genannten  Ebene 
gehen  sieben  Axen  auS|  und  da  nur  eine  von  ihnen  im  Endlichen  liegt,  so 
müssen  die  anderen  in  jener  Ebene  eine  Curve  sechster  Classe  umhüllen. 
Dieselbe  besteht  aus  den  Axen  der  sechs  Puuktepaare,  welche  gebildet 
werden  von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  sechs  Tetraederkanten  und 
deren  Mittelpunkten;  die  Curve  zerfUUt  mithin  in  die  sechs  Strahlbüschel 
um  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kanten. 

Ferner  die  vier  Tetraederebenen  enthalten  die  Axen  der  Parabeln  des 
Oeiwebes;  diese  Axen  erzeugen,  wie  bekannt,  eine  Curve  dritter  Classe. 
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Ihäat  4trYcaamätmmgj  dum  das  Pdfartolneder  en  nditeAtag«  itt, 

iii  iMk  jede  Ebne  dnck  cne  Tetnederfcaate  fleokre^t  nr  Gogoübni» 

an«  «««toB  Bbew;  den  sie  eBÜdOt  &  ib  ihr  liegeiide  birte  ab  Axe 

ttBfli  Peel  In— ne  dei  Gewebes;  da  sie  weiterlÜB  dirjeaigtii  Tetraedeidiei« 

ecke,  deren  Ebeaea  mk  in  der  Gegeaksate  sdmeidea,  je  ia  eia«r  Drae^s- 

hSht  Infi,  aad  lebtere  liaiea  die  Axea  sweier  Piurabda  des  Gewebes  siad, 

aa  fiigCB  bk  ihr  aedk  swei  fieraeie  Axea.    Aasserdeoi  sind  die  betdea  Tete- 

ederhfihew,  wekte  der  ia  Bede  stdiendeB  Ebcae  aagehOrea,  die  Axea  sweier 

PaBsboloide.     Ib  jeder  BBscMsdiaar  des  Systems  abDÜc^,    wddie  «ae 

XetraederUbe    sar   gfiawasamen    Axe   bat,    b^adei  sieb   eia  Fuaboloid. 

I>iir^  jede  der  beidea  Tetraedereckoi  in  der  fragüchea  Kbeae  gehea  aiit- 

liiji  drei  Axea.    (Jede  sadere  Geiade  dordi  die  betieffmde  Ecke  ist  aieaials 

Ajb  eiaer  eigenffidwa  flidie  zweiter  Classe  des  Systems.)    Soiait  hat  si^ 

eg-gAea,  dam  die  sedis  Elwnea  durch  die  Tetraederkaaten  singalire  Ebanoi 

sixid,  wefl  jede  mehr  als  zwei  Axea  enthilt,  oad  wir  fiiadea  bestttigt,  dam 

die  in  ihaea  gelegenea  Carrea  der  Axea  Toa  der  diittea  Classe  sind. 

Bei   einem   belielägen  Tetraeder  durften  die  letstm  sechs  siagalir^i 
EVoen  wohl  keine  aiugezeiehnete  Lage  zum  Tetraeder  haben. 

36.  •  Wir  gdien  dasa  über,  den  Ort  d^  Scheitel  d^  Fsraboloide  des 
Oewdies  zn  bestiauien,  indem  wir  fragen,  wieTiel  Scheitel  auf  eine  belie- 
Inge  Gerade  §  hüea. 

In  jedem  Sdieitel  auf  g  treffen  sich  die  Scheitelberfihmngsebene  und 
die  Axe  der  zogdiOrigen  Fliehe.  Die  Ton  einem  Punkte  P  anf  g  ausgehen- 
den ScheitelberUhrangsebenen  umhüllen  einen  Kegel  dritter  Gasse  (nach 
Nr.  3);  wir  suchen  den  Ort  der  Axen  deijenigen  FlSchen,  welche  diese 
Aesen  zu  Seheitelberfihrungsebenen  haben.  Letztere  treffen  die  unendlich 
farse  Ebene  in  einer  Gurre  dritter  Classe;  der  Ort  der  Pole  der  Tangenten 
te  Cnrre  besQ^ieh  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  ist  eine  Cmre  dritter 
Ordming,  derai  Punkte  offenbar  die  Spuien  der  Axen  der  zugehörigen 
Kiehen  in  d^  unendlich  fernen  Ebene  sind.  Die  Axen  der  FlSehen  bedecken 
denmaeh  eine  geradlinige  Fliehe  dritter  Ordnung  F\ 

fine  Bestitigung  des  Resultats  finden  wir,  wenn  wir  den  Punkt  P  in 
die  unendlich  ferne  Ebene  lallen  lassen;  dann  geht  der  Kegel  dritter  Gasse 
fiber  in  einen  Cjlinder  dritter  Gasse,  dessen  Tangentialebenen  die  Scheitel- 
hrtkrongsebenen  einer  Schaar  von  Paraboloiden  sind  (yergl.  Nr.  33).  Die 
AxsD  dieso:  Schaar  aber  erzeugen  eine  BegelflSche  dritten  Grades. 

Ke  Fliehe  JP'  wird  nun  von  der  Creraden  g  in  drei  Punkten  getroffen ; 
■uttia  schneiden  drei  Axen  von  Fliehen,  deren  ScheitelberQhrungsebenen 
dm  Pnnkt  P  enthalten,  die  Gerade  g. 

Femer  gehen  von  dem  Punkte  P  auf  g  sieben  Axen  von  Paraboloiden 
UB;  die  zugehörigen  Scheitelberübrungsebenen  schneiden  mithin  g  in  sieben 
Pukten.  Jedem  Punkte  von  g  entsprechen  also  das  eine  Mal  drei,  das 
udere  Mal  sieben  Punkte.     Die  Anzahl  der  vereinigten  Elemente  ist  dah^ 
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zehn.  Hierbei  ist  noch  Folgendes  zn  beachten.  Dnrch  den  unendlich  fernen 
Punkt  P«  aof  g  gehen  ebenfalls  sieben  Axen,  von  denen  jedoch  sechs  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  liegen.  Fällt  aber  die  Axe  einer  Flftche  in  die 
unendlich  ferne  Ebene,  so  thut  es  auch  der  Scheitel,  er  geht  Aber  in  den 
unendlich  fernen  Berührungspunkt  der  FlSche ,  die  Scheitelebene  also  in  die 
unendlich  ferne  Ebene.  Der  Punkt  P^  entspricht  sich  mithin  sechsmal 
selbst.  Die  sechs  in  die  unendlich  ferne  Ebene  fiällenden  Axen  durch  Pg, 
sind  Axen  der  sechs  Punktepaare  des  Gewebes,  wir  erkennen  mithin ,  dass 
der  Punkt  P^  nie  zu  dem  Scheitel  einer  Flftche  führt.  Wir  gewinnen  damit 
das  Resultat: 

Die  Scheitel  der  Paraboloide  des  Systems  gehören  einer 
Flftche  vierter  Ordnung  an. 

Jede  Tetraederebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Gurve  vierter  Ord- 
nung ,  welche  die  Scheitel  der  in  der  Tetraederebene  gelegenen  Parabeln  des 
Systems  enthftlt.     (Vergl.  Theil  I,  Jahrg.  XXXI.) 

37.  «  In  unserem  Paraboloidgewebe  giebt  es ,  wie  in  jedem  Gewebe  des 
Systems,  drei  Flächenschaaren  durch  ein  windschiefes  Vierseit.  Ein  jedes 
derselben  besteht  aus  den  vier  Geraden,  welche  die  Mitten  und  die  unend- 
lich fernen  Punkte  zweier  Gegenkanten  des  Tetraeders  miteinander  verbinden. 
Da  auf  der  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  Gegenkanten  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  liegt  (Baltzer,  Elemente  etc.,  II,  S.  202),  so  ent- 
halten die  Flächen  aller  drei  Büschelschaaren  den  Schwerpunkt,  gehen 
mithin  auch  dnrch  die  zu  ihm  associirten  sieben  Punkte. 

§10. 

38.  Ein  Hyperboloid  ist  ein  gleichseitiges,  wenn  jede  Normalebene  zu 
einer  seiner  Erzeugenden  eine  gleichseitige  Hyperbel  ausschneidet,  oder  wenn 
je  drei  derselben  Begelschaar  angehörende  Erzeugende  zueinander  senkrecht 
sind.  (Vergl.  H.Vogt,  Cr  eile's  Journal  Bd.  86.  S.  301.)  Da  diese  De- 
finition aber  nur  für  das  geradlinige  Hyperboloid  gilt,  so  wollen  wir  sie 
anders  aussprechen. 

Zu  jeder  (Geraden  eines  Hyperboloids  ist  eine  Kante  seines  Asymptoten- 
kegels parallel,  jede  senkrechte  Ebene  zu  einer  Erzeugenden  ist  mithin  nor- 
mal zu  einer  E[ante  des  Asymptotenkegels  und  umgekehrt.  Also  können 
wir  sagen:  Ein  Hyperboloid  ist  ein  gleichseitiges,  wenn  jede  Normalebene 
zu  einer  Kante  des  Asymptotenkegels  aus  ihm  eine  gleichseitige  Hyperbel 
ausschneidet,  oder  wenn  der  Asymptotenkegel  ein  gleichseitiger  ist.  Da  die 
unendlich  fernen  Punkte  dreier  zueinander  rechtwinkliger  Geraden  die  Eck- 
punkte eines  Polardreiecks  des  unendlich  fernen  Kngelkreises  sind,  so  folgt 
hieraus:  Enthält  der  Asymptotenkegel  eines  Hyperboloids  drei  zueinander 
rechtwinklige  Geraden,  so  ist  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  des  Asym- 
ptotenkegels und  des  Hyperboloids  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  har- 
monisch umgeschrieben  und  enthält  folglich  die  Ecken  von  unendlich  vielen 
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PoUrdreiecken  desBelben.  (Heye,  I.  Äbth..  S.  194.)  —  Unser  Flachen- 
gebOsch  schneidet  in  die  nnendlich  ferne  Ebene  ein  Kegel schnittgebllseb  ein; 
^vir  fragen  nach  den  Kegelschnitten  des  Gebüsches ,  welche  dem  unendlich 
fernen  Kugelkreise  harmonisch  umgeschrieben  sind.  Alle  Kegelschnitte, 
^reiche  einem  gegebenen  Kegelschnitte  harmonisch  umgeschrieben  sind,  bilden 
ein  lineares  Syatem  vierter  Stufe  (Reye.  I.  Äbth,,  S.  196),  zwei  lineare 
Systeme  dritter  und  vierter  Stufe  haben  aber  ein  lineares  System  zweiter 
Stofc  gemeinsam.  Folglich  bilden  alle  Curven  unseres  Kegelach nittgebüscb es, 
ivelcbe  dem  Kugelkreise  harmonisch  nmgeacbrieben  sind,  ein  Netz.  Jedes  Netz 
des  GebDscfaes  rührt  aber  her  vou  einem  Netze  unseres  FiKebengebüscbes. 
Alle  gleichseitigen  Hyperboloide  in  unserem  System  sind 
demnach  FUchen  eines  Netzes. 

39.  Die  sechs  Eben enpaore  dieses  Netzes  sind  rechtwinklig,  denn  jedes 
»■ecbtwinklige  Ebenenpaar  bat  die  Eigenschaft  eines  gleichseitigen  Hyper- 
boloids: sein  »nendlich  ferner  Schnitt  ist  dem  Kugelkreise  harmonisch  um- 
gctchrieben. 

Die  sechs  rechtwinkligen  Ebenenpaare,  welche  aus  den  Halbirungsebenen 
der  FlSchenwinkel  des  Polartetraeders  bestehen  (da  sie  die  rechtwinkligen 
Pwe  der  Ebeneninvolntionen  um  die  sechs  Tetraederkauten  bilden) ,  werden 
"ch  kIso  in  den  acht  Orundpuukten  des  Netzes  gleichseitiger  Hyperboloide 
nhneiden.  Da  jeder  dieser  Grundpuukte  auf  den  Halbirungsebenen  von 
»ob  Fischenwinkeln  des  Tetraeders  liegt,  so  ist  er  von  den  vier  Tetraeder- 
*benen  gleichweit  entfernt.     Daraus  folgt; 

Alle  gleichseitigen  Hyperboloide,  welche  ein  gegebenes 
^«traederzum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben,  geben  durch 
«•i«  Mittelpunkte  der  acht  Kugeln,    welche  die  Ebenen  des  Te- 

Ekeders  berühren. 
40.  Iti  dem  vorliegenden  Netze  giebt  es  vier  Bttscbel  von  gleichseitigen 
tgelo  (§  4  Nr.  2)  und  drei  Büschelscbaaren,  deren  Grundourven  wind- 
**^iefe  Vierseite  sind.  In  jeder  Büschelachaar  giebt  es  ein  gleichseitiges 
'■.>T»rbolische8  Paraboloid.  Ferner  finden  wir  {nach  Reye,  II.  Abth.,  S.  235 
***d  Schroeter.  Oberfl.  2.  0.,  S.  695): 

In  jedem  Netze  unseres  Systems  ist  ein  BUschel  gleich- 
^  eiliger  Hyperboloide  vorhanden,  und  in  jedem  Büschel  giebt 
*  •  ein.  in  jeder  Scbaar  drei  gleichseitige  Hyperboloide. 

4L  Es  existirt  noch  eine  andere  Art  von  Hyperboloiden,  welche  ebenso 
^^Sb  das  gleichseitige  Hyperboloid  eine  gewisse  Analogie  mit  der  gleichsei' 
^^><in  Hyperbel  xeigen.  Jedes  Hyperboloid  dieser  Gattung  bat  die  Eigeu- 
,  dass  sein  unendlich  ferner  Kegelschnitt  dem  unendlich  fernen  Kugel- 
dow  haimoniscb  eingeschrieben  ist,  oder  sein  Asymptotenkegel  hat  je  drei 
i  einander  normale  Tangentialebenen. 

Nnn    iat   für  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  der  Ort  aller 
von    welehen   drei    rechtwinklige  Tangentialebenen   ausgehen,   eine 
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Engel,  die  Directorkugel  der  Fläche,  welche  mit  letzterer  conoentriaeh  isl» 
nnd  deren  Badius  znm  Quadrat  die  Snmme  der  Halbaxenqnadrate  der  FlBd» 
hat  (Schroeter,  Oberfl.  2.  0.,  S.  534).  Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  ftr 
eine  Fläche  der  genannten  besondem  Art  die  Directorkagel  auf  den  MitMF 
punkt  zusammenschrumpft.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  aber  hat  die  ana- 
loge Eigenschaft,  dass  ihr  Directorkreis  sich  auf  den  Mittelpunkt  redodri 
In  unserem  System  giebt  es  doppelt  unendlich  viele  solcher  FlSohoi, 
und  der  Ort  ihrer  Mittelpunkte  ist  nicht  schwer  nachzuweisen.  Denn  d» 
Directorkugel  jeder  Fläche  schneidet  die  dem  gemeinsamen  Polartetraador 
umgeschriebene  Kugel  orthogonal  (Salmon-Fiedler,  (}eom.  des  Biwimfie, 
L  Theil,  S.  254).  Eine  Kugel  vom  Radius  Null,  welche  eine  andere  ortbo- 
gonal  schneidet,  hat  aber  ihren  Mittelpunkt  auf  der  letzteren.  Folglieh 
ist  der  gesuchte  Ort  die  dem  Polartetraeder  umgeschriebene 
KugeL  Analog  hierzu  liegen  die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyper* 
beln  mit  demselben  Polardreieck  auf  dem  Kreise  um  dieses  Dreieck. 

§11. 

42.  Eine  Fläche  zweiten  Grades  nennen  wir  eine  Rotationsfläche,  wenn 
sie  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  doppelt  berührt.  Sie  erftUlt  damit 
eine  zweifache  Bedingung;  es  giebt  demnach  in  unserem  System  einlach 
unendlich  viele  Rotationsflächen,  in  jedem  Netz  und  in  jedem  (xevrebe  eine 
endliche  Anzahl.  Folglich  wird  unser  System  auch  eine  endliche  ^"r*^h1 
von  Rotationskegeln  und  Rotationsparaboloiden  enthalten. 

Wenn  ein  Rotationskegel ,  d.  h.  ein  gerader  Kreiskegel  von  zwei  Ebenen 
berührt  wird,  so  steht  die  Ebene  der  beiden  Berührungskanten  senkrecht 
auf  der  Ebene,  welche  die  Axe  des  Kegels  mit  der  Schnittlinie  der  beiden 
Tangentialebenen  verbindet.  Nehmen  wir  also  an,  in  unserem  System  be- 
flnde  sich  ein  Rotationskegel,  dessen  Scheitel  in  der  Ecke  Ä  des  PoUur- 
tetraeders  liege,  und  legen  wir  durch  eine  der  in  Ä  zusammenstossendeii 
Tetraederkanten,  etwa  durch  AB^  die  beiden  Tangentialebenen  an  denselben, 
so  liegen  deren  Berührungskanten  in  der  Ebene  ACD*  Mithin  mnss  die 
Axe  des  Rotationskegels  in  der  aus  AB  auf  ACD  gefällten  Nomudebene 
liegen,  aber  aus  denselben  Gründen  auch  in  den  aus  AC  und  AD  bezieh- 
lich  auf  ^2>J?  und  ABC  senkrecht  geföllten  Ebenen.  Dass  nun  diese  drei 
Ebenen  sich  wirklich  in  einer  Geraden  schneiden ,  folgt  aus  dem  Satze ,  dass 
die  drei  durch  die  E[anten  eines  Dreikants  rechtwinklig  zu  den  gegenüber- 
liegenden Flächen  des  Dreikants  gelegten  Ebenen  in  einem  Strahl,  dem 
Höhenstrahl  des  Dreikants,  sich  schneiden  (Schroeter,  Oberfl.  2. 0.,  S.  80). 
Es  existirt  folglich  ein  und  nur  ein  Rotationskegel  im  System,  der  die  Ecke 
A  zum  Scheitel  hat. 

unser  System  enthält  demnach  vier  Rotationskegel,  von 
denen  jeder  eine  Ecke  des  Polartetraeders  zum  Mittelpunkt 
hat.    Desgleichen  enthält  es  vier  Rotationskegelschnitte,  nftm- 
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■  lieh  die  vier  Kreise  in  den  Tetraederebe 
fSt.1.) 

43.  Untersuchen  wir  jetzt  die  Rotationsparabo leide.  Der  Schnitt  m 
w  Systems  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  enthült  unendlich  viele  Gl 
inpoare,    welche   von    den  Paraboloiden  desselben  herrühren 

||loIcfaefl  Geradenpaor  den  uaeudlich  feroeti  Kugelkreis  doppelt  berührt,  Hegt 
m  ftof  einem  Rotati oneparabolo id.  Dreht  sich  nun  die  eine  Gerade  eines 
£eser  Geradenpaare    um    einen  Funkt,   so  umhüllt  die  andere  einen  Kegel- 

'  ithnitt  (Reye,  I.  Abth.,  S.202);  umhüllt  die  erste  einen  Kegelschnitt,  etwa 
den  nnendticb  fernen  Kugelkreis,  so  beschreibt  die  zweite  eine  Curve  vierter 
Clasee.  Letztere  hat  mit  dem  unendlicb  fernen  Kugelkreise  acht  Tangenten 
gemein,  und  diese  bilden  zu  je  zweien  vier  Geradenpaare,  welche  dea 
Kogelkreis  doppelt  berühren;  denn  betrachten  wir  eine  der  acht  gemeii 
umen  Tangenten ,  so  muss ,  weil  dieee  Gerade  sowohl  die  .Curve  vier! 
Classe,  ala  auch  den  Kugelkreis  berührt,  die  zugehörige  Gerade  ebenfaÜB.'' 
beide  Curven  berühren.  Da  dieses  Resultat  offenbar  fllr  jedes  Gebüsch 
GUtigkeit  hat,  so  folgt: 

In    jedem   Fl&chengebUsch    giebt    es    vier    Rotationspara- 
boloide. 

44.  Die  Mittelpunkte  aller  Rotationsflächen  liegen  auf  einer  Banmourve, 
k  durch  die  Ecken  des  Folartetraeders  als  Mittelpunkte  der  Rotationskegel 

Da  die  anendlich  ferne  Ebene  vier  Punkte  derselben  enthalt,  uSm- 
\  die  Mittelpunkte  der  vier  Botationsparaboloide ,  so  ist  die  Raumcurve 
I  d«r  vierten  Ordnung.  Das  lässt  sich  auch  anderweitig  beweisen.  Fragen 
wieviel  Kegelschnitte  eines  Netzes  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
^It  berQbren.  Das  Ifetz  constituirt  mit  dem  Kegelschnitte  —  er  mGge 
uen  —  ein  Eegelschnittgebüscb ;  ein  Kegelschnitt  des  Netzes,  wel- 
\K^  doppelt  berührt,  liegt  mit  demselben  in  einem  zum  Gebüsch  ge- 
■den  BUschet  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte.  Die  Verbindungs- 
I  der  beiden  gemeinsamen  Berührungspunkte  ist  demnach  eine  doppelte 
^e  des  Gebüsches.  Nun  enthält  das  Gebttsch  vier  doppelte  Geraden 
,  I.  Abth.,  S.  202),  K^  constituirt  mit  jeder  derselben  einen  Büschel 
'  tt  doppelt  berührender  Kegelschnitte ,  und  mit  jedem  dieser  vier  Büschel 
tut  (las  gegebene  Netz  einen  Kegelschnitt  gemeinsam.  Demnach  giebt  es 
m  HJueni  Netze  vier  Kegelschnitte,  welche  einen  gegebenen  doppelt  berühren. 
■Iiides  Fiachennetz  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem  Kegelschnitt- 
B»be,  in  welchem  also  vier  Curven  den  nnendlicb  fernen  Kugelkreis  doppelt 
^bren.     Daraus  folgt: 

In  jedem  Flächennetze  giebt  es  vier  Bot 

Da  die  Mittelpunkte  der  FlSchen  eines  Netzes  in  unserem  GebUsche  auC: 
finor  Flüche  S^  dritter  Ordnung  liegen,  für  welche  die  Tetraedereck  an. 
Knotenpunkte  sind,  so  Usst  sich  auH  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mil 
itn  Kanmcurve,   welche  die  Mittelpunkte  der  Rotation sSKcfaen  enthält,   di< 
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'  s^'w-  ^^  ^^.^-s*-  . 


Ordnung  der  letzteren  erkennen.  Nan  schneidet  aber  diese  Raomconre  die 
Fläche  F^  ausser  in  den  Mittelpunkten  der  vier  Rotationsflächen  des  Netzes 
auch  noch  in  den  vier  Tetraederecken  je  zweimal,  hat  also  mit  ihr  zwölf 
Punkte  gemein  und  die  Curve  der  Mittelpunkte  der  Rotations- 
flächen des  Oebttsches  ist  daher  eine  Raumcurve  vierter  Ord" 
nung. 

Weil  dieselbe  die  Mittelpunktsebene  eines  Flächengewebes  in  vier  Punk- 
ten  schneidet,  so  geht  daraus  hervor,  dass  auch  jedes  Gewebe  unseres 
Systems  vier  Rotationsflächen  enthält. 

§12. 

45.«  Der  Inhalt  eines  EUipsoids  mit  den  Halbaxen  a,  h^  c  ist  bekannt- 
lich ahc.n.  Bei  einem  imaginären  Ellipsoid  und  bei  einem  Hyperboloid 
kann  von  einem  Inhalt  eigentlich  nicht  die  Rede  sein ,  aber  wir  wollen  auch 
bei  diesen  Flächen  das  Product  ihrer  Halbaxen  multiplicirt  mit  n  ihren  In- 
halt nennen.  Bei  einem  geradlinigen  Hyperboloid  ist  das  Product  der  Halb- 
axen imaginär,  ebenso  bei  einer  imaginären  Fläche,  dagegen  ist  es  reell  bei 
einem  zweimanteligen  Hyperboloid  und  bei  einem  reellen  Ellipsoid.  Das 
Product  der  Halbaxenquadrate  ist  ferner  bei  den  beiden  ersten  Flächen 
negativ,  bei  den  letzteren  positiv.  Bezeichnen  wir  nun  mit  H^  H^^H^j  H^ 
die  vier  Höhen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  und  mit  P^,  P^^  P3,  P4 
die  aus  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  unseres  Systems  auf  die  vier  Tetra- 
ederebenen geföllten  Lothe,  femer  mit  v  das  Volumen  des  Tetraeders,  so 
ist  das  Product  der  drei  Halbaxenquadrate  der  Fläche: 

flll,2^_-         ""v^^)         -n    p    p    p 
»ocr—  _.    _.    __    __    /-j  .f-j./g.r-^. 

(Vergl.  Sohroeter,  Oberfl.  2.  Ordn.,  S.  539.)     Wir  sehen,  da  der  Factor 

if  -^ — ^d—^  constant  ist,  dass  das  Inhaltsquadrat  einer  Fläche  unseres 

Xl  j  •  XI2  •  XZ3  .  U^ 

Systems  proportional  ist  dem  Producte  der  vier  Lothe,  welche  man  aus 
ihrem  Mittelpunkte  auf  die  Ebenen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  illllt. 
Demnach  werden  die  Mittelpunkte  aller  Flächen  unseres  Systems  mit  glei- 
chem Inhaltsquadrat  eine  solche  Lage  haben ,  dass  das  Product  der  aus  ihnen 
gefällten  Lothe  constant  ist,  also  die  Beziehung  besteht:  P^,P^.P^.P^^=c 
Denken  wir  uns  nun  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  im 
Räume  durch  einen  Punkt  als  Anfangspunkt,  den  wir  der  Einfachheit  halber 
im  Innern  des  Polartetraeders  annehmen,  und  stellen  die  Gleichungen  der 
vier  Ebenen  des  Polartetraeders  in  der  Normalform  auf,  so  werden  deren 
linke  Seiten  durch  Einsetzen  der  Coordinaten  eines  Punktes  bis  auf  das  Vor- 
zeichen gleich  den  Lothen  aus  diesem  Punkte  auf  die  Tetraederebenen.  Be- 
zeichnen also  X,  y^  e  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  einer  zu  unserem 
System  gehörigen  Fläche,  P^,  P^j  Pj,  P^  die  aus  demselben  auf  die  Tetra- 
ederebenen gefällten  Lothe,   so  sind  /^i  =  0,   7^2  =  0,    /^s  =  0,   P^=^0  die 
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tileicbungen  der  vier  Ebenen.  Die  Bedingungegleichnng  fUr  die  Mittelpunkte 
klier  Flächen  mit  gleichem  Quadrat  des  Inhaltes  P^.Pg.Pg.P^^c  stellt 
mithin  den  Ort  dieser  Mittelpunkte  dar.  Wie  wir  sehen,  ist  derselbe  eine 
FlSche  vierter  Ordnung.  Denken  wir  uns  die  Gleichung  durch  x  homogen 
g«macbt,  SD  erkennen  wir,  dass  jede  der  Tetraederebenen  P^^O,  l'j=^0, 
P,  =  0,  Pj  =  0  die  PlBcho  dort  schneidet,  wo  sie  auch  e*  =  0  trifft.  Also: 
Die  Mittelpunkte  aller  Flachen  unseres  Systems  mit  glei- 
>ehem  Inbaltsquadrat  liegen  auf  einer  FIBcbe  M'  vierter  Ord- 
nong,  welche  sich  den  vier  Tetraederebenen  asymptotisch  an- 
ichmiegt,  und  zwar  so,  dass  jede  Gerade  in  einer  Tetraeder- 
ubene  die  FlScbe  im  unendlichen  in  vier  zusammengefallenen 
^bikten  schneidet. 

^H  46.  Das  Product  der  ans  einem  Punkte  3f  auf  die  Tetraeder  ebenen  ge- 
^■bh  Lotbe  ist  positiv,  wenn  entweder  alle  vier  Lothe  negativ,  oder  zwei 
^Kelben  negativ  und  zwei  positiv  sind.  Das  Erstere  ist  der  Fall,  wenn 
^K&nerhalb  des  Polar tetraeders  liegt,  also  Mittelpunkt  eines  imaginären 
^Ktsoids  ist  (§  6  Nr.  2),  das  Zweite,  wenn  M  zu  dem  Mittelpunkte  der 
^HBantligen  Hyperboloide  gehört  Dagegen  wird  das  Product  der  Lotbe 
^^ktiv  sein,  wenn  entweder  eines  derselben  positiv  und  die  drei  anderen 
HUstiT,  oder  wenn  eines  negativ  und  die  drei  anderen  positiv  sind,  wie  es 
rar  Fall  ist,  wenn  M  sich  unter  den  Mittelpunkten  der  zweimantligen  Hyper- 
I  boloide  oder  der  reellen  Ijlllipaoide  befindet.  Demnach  wird  die  Fläche  Jlf* 
1^  Mittelpunkte  geradliniger  nnd  imaginärer  FlSchen  enthalten,  wenn  c 
I  psitiv  ist,  dagegen  die  Mittelpunkte  der  reellen  nicht  geradlinigen  FIScben, 
I  WDn  c  negativ  ist.  Auf  der  PlSche  M*  liegen  also  stets  die  Mittelpunkte 
Lnnchiedenartiger  Flächen,  welche  nicht  gleichen  Inhalt,  aber  gleiches  In- 
Hiltiqaadrat  haben;  indessen  da  die  Mittelpunkte  verschiedenartiger  Flachen 
Hh verschiedenen  Räumen  des  Polartetraeders  liegen,  musa  M*  in  verschiedene 
^Bde  zerfallen,  welche  höchstens  im  Unendlichen  zusammenhängen,  so  dosG 
Hwr  Theil  die  Mittelpunkte  von  Flächen  gleichen  Inhalts  enthtLlt. 
^H  47.  Die  Mittelpnnktsfläcbe  F^  eines  Flächen netzes  unseres  Systems 
^^keidet  die  Fläche  M*  in  einer  Kaumcurve  zwölfter  Ordnung.  Demnach 
^HUt  es  in  einem  solchen  Netze  einfach  unendlich  viele  inhaltsgletcbe  FlB- 
^^k,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Baumcurve  zwölfter  Ordnung  liegen, 
^^w  beliebige  Ebene  trifft  M*  in  einer  Kaumcurve  vierter  Ordnung.  In 
^MUD  Flächengewebe  unseres  Systems  sind  mithin  einfach  unendlich  viele 
^Blltigleicbe  Flächen  vorhanden ,  deren  Mittelpunkte  eine  ebene  Cuive  vierter 
^WnnDg  bilden.  In  einem  FIBchenbUschel  aber  giebt  es  je  zwölf 
^Bld  in  einer  Fläcbenscbaar  je  vier  Flächen  von  gegebenem 
^^^«It,  da  die  Mittelpunktscurve  eines  BUscbels  eine  Saumciirve  dritter 
^^punng,  die  einer  Schaar  eine  Gerade  ist. 
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Durch  die  lasiere  EShrenwandoiig,  Tom  FUdbeuiihalt  2(r+dr)n.L^ 

fliesst  in  der  Zeit  if^  die  Winnemeiige  g.2{r  +  dr)M.L.di'{^-\         .   und 

zwar  geht  diese,  weil  ebenfidls  der  Axe  znflieesend,  in  die  Bohre  hinein. 
Im  Ganzen  tritt  also  zonichst  dnrch  Wirmeflnss  in  der  Zeit  dt  fol- 
gende Wärmemenge  in  die  B5hre  ein: 

Ausserdem  entsteht  dnrch  den  galvanischen  Strom  in  dem  Edrper- 
element  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  eine  gewisse  WSrmemenge: 

Im  ganzen  Draht  wird  während  der  Zeit  dt  durch  den  galvanischen 
Strom  die  Menge  Calorien:  _ 

hervorgerufen;  denn  diese  ist  gemäss  dem  Joule'sehen  Gesets  proportionsl 
dem  Quadrat  der  Stromstärke  J,  der  Zeit  dt  und  dem  Drahtwiderstand 
(L  Länge,  IPn  Querschnitt,  Wq  spedfischer  Widerstand);  /  ist  der  Proper» 
tionalitätsfiactor,  die  Wärmemenge,  welche  der  Strom  von  der  Intensität  1 
in  einem  Leiter  vom  Widerstand  1  in  der  Zeiteinheit  erzeugt  Das  Volumen 
unserer  unendlich  dfinnen  B5hre  ist  \{r+dr)*  —  f'\.n.L  oder  mit  Weg- 
lassung der  anendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung:  2rdr«X.  Auf 
dieses  Volumelement  kommt  also  von  der  durch  den  galvanischen  Strom  im 
ganzen  Draht  erzeugten  Wärmemenge  der  Theil: 

y.JKwQ.2rnL,dt.dr 

Zusammen  wird  also,  während  des  Zeitelements  dt^  der  Röhre  die  Wärme« 
menge  zugefllhrt: 

"*•''  ^  \rr)r+,r\rrl'^^'"d?-^  2r*a?+-  «*>«  folgende  W»nne, 
menge: 

1)  +2n.dt.L  ^q.r,dr'^  +  q.dr^—  +  ' ^^ 1. 

Dafür  ist  noch  ein  zweiter  Ausdrack  aufzustellen.  Die  Temperatur  u  ist 
eine  Function  des  Orts  und  der  Zeit.  War  dieselbe  für  ein  bestimmtes  r 
zu  bestimmter  Zeit  u{r,t),  so  ist  sie  an  derselben  Stelle,   zur  Zeit  t  +  di^ 

d<— ^ji— +  ..., 

so  ist  die  Temperaturänderung  u(r^  t  +  dt)  —  u{r^t)  an  demselben  Ort  gleieh 

du 

—  'dt.     Wenn  nun  b  die  Dichte  und  c  die  Wärmecapacität  des  Leiters  ist, 

80  sind,  um  das  Volumelement  2rnL.dr  um  -rr'dt  Temperatnrgrade  zu 
erhöhen , 


u{r,t  +  dt),  alsodat«(r,^  +  dO  =  w(r,0  +  ^^^^^^-  + 
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tretenden  Temperatursch wankungen,  sowie  die  Gesetze  aufzustellen,  welchen 
diese  Schwankungen  folgen.  Der  vorliegende  Aufsatz  beschäftigt  sich  mit 
der  erwähnten  Aufgabe.  Die  Resultate  sind  am  Schlüsse  zusammengefasst; 
auch  ist  eine  numerische  Berechnung  angefügt. 


§1. 
Die  Temperatur,  innerhalb  desselben  Querschnitts  variabel  angenommen. 

Es  sei  ein  homogener  Draht  von  überall  gleichem  kreisförmigem  Quer- 
schnitt vorausgesetzt;  der  Durchmesser  sei  2jR,  die  Länge  L^  die  Dichte  e, 
die  specifische  Wärme  c,  das  innere  Wärmeleitungsvermögen  g,  das  äussere 
Wärmeleitungsvermögen  oder  der  Ausstrahlungscoefficient  17 ,  der  specifische 
elektrische  Widerstand  w^  und  u  die  Temperatur  an  beliebiger  Stelle  des 
Drahts  im  variablen  Abstand  r  von  der  Axe  zur  Zeit  t.  Die  Temperatur  u 
werde  von  der  der  Umgebung  an  gezählt,  die  Zeit  t  von  dem  Augenblick 
an  gerechnet,  wo  der  Strom  durch  den  Draht  geschickt  wird.  Die  Strom- 
stärke J  bt  bei  Constanten  Strömen  unabhängig  von  der  Zeit,  c7  =  a;  bei 
Wechselströmen  wird  dieselbe,  was  ihre  Abhängigkeit  von  der  Zeit  allein 
betrifft,   meist    proportional    den   Ordinaten    einer  Sinusoide  angenommen, 

/=3&.9ifi(oO* 

Aufstellung  der  Differentialgleichungen. 

Innerhalb  des  Drahts  wird  in  einem  beliebigen  Querschnitt  die  Tem- 
peratur u  von  Punkt  zu  Punkt  und  ebenso  mit  der  Zeit  eine  andere  sein, 
aber,  da  der  Draht  homogen  vorausgesetzt  ist,  zur  selben  Zeit  wenigstens 
constant  auf  der  Peripherie  eines  jeden  zum  Querschnittskreis  concentrischen 
E[reise8.  Wir  gehen  darauf  aus,  das  Gesetz  aufzustellen,  demzufolge  die 
Temperatur  u  erstens  von  der  Entfernung  r  von  der  Axe  und  zweitens  von 
der  Zeit  t  abhängt.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  im  Drahtcjlinder 
eine  unendlich  dünne  coaxiale  Röhre  (Fig.  1);  die  Radien  dieser  Röhre  seien 
r  and  r  +  dr^  die  Temperatur  auf  der  inneren  Fläche  der  Röhre  u,  auf  der 
äusseren  u  +  ^u. 

Welche  Wärmemenge  wird  in  einem  Zeitelement  dt  infolge  der  Wärme- 
strömung  und  des  galvanischen  Stroms  in  dieses  Massenelement  ein- 
treten? 

Den  bekannten  Annahmen  über  die  Wärmeleitung  zufolge  fliesst  durch 
die  innere  Röhrenwand,  welche  den  Flächeninhalt  2rit,L  besitiet,  in  der 

Zeit  d<  die  Menge  Calorien:  q,2rnL.dt'^  ^  wobei  q  den  Coefficienten  der 

inneren  Wärmeleitung  vorstellt  Diese  Wärmemenge  geht  nach  der  Axe  zu, 
tritt  also  aus  dem  röhrenförmigen  Eörperelement  aus  (da  die  Temperatur 
der  inneren  und  äusseren  Röhren  wand  bezüglich  u  und  U'\-du  sein  soll), 

oder  umgekehrt  tritt  in  die  Röhre  ein  die  Menge:  ^  q,2r7iL.dt'  —  ' 

0  \ 
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also  die  Menge  +2BnL.dt.fi.Uj  oder  die  entgegengesetzte  Menge  tri^ 
das  Element  ein. 

Drittens  wird  durch  den  galvanischen  Strom  in  den^  Volumelement 
Wärmemenge  hervorgerufen 

y.J^.w,,.2RnL.dr.dt 

Im  Granzen  ist  somit  die  Erhöhung  der  Wärmemenge,  welche  das  6i 
Clement  des  Körpers  durch  die  Wärmeströmung  und  durch  den  galvanis< 
Strom  in  dem  Zeitelement  dt  erfährt,  vorgestellt  durch  den  Ausdruck: 

—  q,2(R^dr)nL.dt- ti.2RnL.dt.u+- ^7;= 

und  diese  ist  andererseits  gleich  dem  Product  aus  Masse  s,2RnL,dr 

du 
Wärmecapacität  c  des  Elements  in  die  Temperaturzunahme  dt»-^^  als 

ot 

=  C.S.2 RnL ,dr.dt  ":rr  • 

et 

Setzt  man  beide  Ausdrücke  einander  gleich  und  geht  zur  Grenze  über, . 
also  dr  und  dt  sich  der  Null  nähern,  so  bleibt  als  die  gesuchte  G 
bedingung 

für  r=Ä: 

or  q 

Integration  der  Differentialgleichang  (für  constante  StrOme). 

Diese  war 

-    du         d^u  ,  du  . 

mit  den  Nebenbedingungen: 

a)  ftlr  <=.0  ist  u  =  02     b)  für  r=Ä  ist  |^=-^.t*, 

'  dr  q 

Nimmt  man  versuchsweise  an,   das  vollständige  Integral  von  u,  als 
tion  von  r  und  t,  lasse  sich  in  der  Form  einer  nach  steigenden  Pol 
von  r  fortlaufenden  Beihe  darstellen: 

wo  die  Coefficienten  A^j  Äi,  A^^  ...  nur  von  t  abhängen,   so  findet 
dass  die  sämmtlichen  Coefficienten  A^^  ^,  Al^^  ...  sich  recurrent 
men;  nur  a^  bleibt  als  willkürliche  Function  von  t  unbestimmt;  wir  bei 
nen  sie  mit  q>{t)  und  erhalten  I 

VW-r^  4         ^         4.4«     ^       4.4».6*  ^         ^ 

Wie  es  sein  mnss,  ist  also  «  eine  gerade  Function  yon  r,  f{r-f)'='fvi 
Anjrenommen,  der  Badins  B  des  cylindrischen   Drahts  sei   ein  so  Idl) 


•JXij-iU.  rrr 
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Bmchtheil  der  Lttngeneinheit,  dass  R\  ^,  ...  yemachlässigt  werden  kön- 
nen,  so  gilt  Letzteres  auch  für  r,   da  r^ü.     Annäherungsweise  ist  dann 

TN                                           /Ä\  I  ^  Ä.cjp  (f)  — m 
7)  u  =  g)(0+r« ^ 

Die    willkürliche  Function  q>  bestimmen   wir  aus  der  Bedingung,   dass  an 

der  Oberfläche   des  Drahts  Wärme  ausgestrahlt  wird,  also  dass  für  rerzJR 

du  fj        j       j     ^w      Q     Ä<3p'— m  .  .  j      T>  j. 

r-  = -u  oder,  da  r-  =  2r'        . —  ist,  aus  der  Bedingung: 

Letzteres  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 
9  and  ty  von  der  sogenannten  Eul  er 'sehen  Form 

wo    zur  Abkürzung   A  = -p—^ — ^r^ »    J?  =  -=-  gesetzt   wurde.      Deren 

Integral 

y  =  j  +  (7.e-^', 

wo  C  eine  sogleich  zu  bestimmende  Integrationsconstante  ist,  zeigt,  dass  q> 

jß 

sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr  dem  Orenzwerthe  -r  nähert 

A 

Verwenden  wir  den  gefundenen  Werth  von   tp   und  den  zugehörigen 
von  <p'  in  7),  so  wird 

Hier  ist  Alles  bestimmt  ausser  der  willkürlichen  Constanten  C,  Diese  ergiebt 
sich  aus  der  obenerwähnten  Voraussetzung,  dass  im  Anfang,  in  dem  Augen- 
blick, wo  der  galvanische  Strom  durch  den  Leiter  zu  fliessen  beginnt,  letz- 
terer in  allen  Theilen  die  Temperatur  der  Umgebung  besitze,  also  aus  der 
Bedingung,  dass  u  =  0  ist,  wenn  <  =  0.     Es  wird  so 


aUo 


oder 


-^••(lf^y)('-.4-.)- 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Temperatur  u  für  jede  beliebige 
Zeit  t  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe  des  cjlindrischen 
^te  gegeben. 

ZtÜMteli»  t  Mmthmmtik  u.  Ftjaik  XXXIV,  2.  1 
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Ebenso  erhält  man  aus  II)  die  Innentemperator  (fllr  rssO).  Der 
unterschied  D  d^r  Innentemperatur  gegenüber  der  Ober- 
flftchentemperatur  ist  natürlich  ebenfalls  eine  Fanction  der  Zeit  <;  wenn 
die  TemperaturverhSltnisse  stationftr  geworden  sind  {er^^^^O),  so  ist  dieser 

unterschied : 

"^)  ^  =  feri^l'^^'"it(^'  +  4««)-^^''^-2U'+4a«)+-2-|- 

Wenn  die  Gleichung  D  =  0  reelle  Wurzeln  hat,  so  wird  periodisdi 
dieser  unterschied  negativ,  also  die  Temperatur  an  der  Oberfliehe 
grösser  als  diejenige  im  Innern  des  Drahts.  Für  das  unten  dwdi- 
gerechnete  numerische  Beispiel  findet  dies  in  der  That  statt  (s.  §  3). 

Der  Ausdruck  IIa)  für  die  Temperatur  an  der  Oberflfiche,  den  wir  mit 
abkürzender  Bezeichnung  der  constanten  Coefficienten  korz  in  der  Fonn 
schreiben  können: 

zeigt,  dass  die  Temperatur  anfangs  einen  unrein  periodischen 
Verlauf  besitzt  und  sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr 
einem  Zustande  mit  rein  periodischen  Schwankungen  nfthert^ 

Wenn  der  stationäre  Zustand  eingetreten  ist  —  theoretisch  für  ^  =  00, 
e-^^  =  0  — ,  besitzt  die  Temperatur  einen  mittleren  Werth  utsd^  nnd  nm 
diesen  mittleren  Werth  wird  —  abwechselnd  kleiner  und  grOsser  werdend  — 
die  Temperatur  schwanken.  In  Fig.  3  ist  dementsprechend  der  Gang  der  Tem- 
peratur u  als  Function  der  Zeit  t  graphisch  dargestellt,  ohne  dass  übrigens 
die  Zeichnung  einen  Maassstab  für  die  Grösse  der  Schwankungen  geben  solL 

Die  Schwankungen  S  sind  dargestellt  durch 

S  =i  e  .cas2  €tt  +*f,s%n2  €tt  +  g  ,8in*  aL 

Die  Discussion  dieser  Function  liefert  den  in  Fig.  4  graphisch  dargestellten 

Verlauf  von  S,     So  oft  at  um  n  gewachsen  ist,  erh&lt  8  wieder  denselben 

n 
Werth;   die  Dauer  der  Schwankungen  ist  also  — »  somit  die  Hftlfte 

CK 

von  denjenigen   der  Intensität  J=3&.5tno^  des  Wechselstroms; 

denn  diese  letztere  Intensität  ist,  auch  dem  Zeichen  nach,  wieder  dieselbe. 

2n 
so  oft  t  um   —  zunimmt.    Das  Maximum   von  8  nach  der  einen  oder  an- 

a 

2f 
dem  Seite  wird  erreicht,  so  oft  tg2ats=x wird. 

Der  mittlere  Werth  Jlf,  den  die  Temperatur,  abgesehen  Ton 

diesen  Schwankungen,  besitzt,  wird,  wenn  man  die  Werthe  von  ^ 

und  k  einsetzt:  ,«  « 

y .  h\  t^o       I  > 

oder 


*='^^('+'w)' 
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unter  den  gleichen  Voranssetzangen  über  die  Grösse  von  r,  wie  oben, 
«rlialt  man  so:                                 .     ,,..           .  •   ^  • 
8)  u==»(p(0  +  r» ^ — ^ 

I>ie    ßnler'sche   Differentialgleichang    zur   Bestimmung   ^er  willkürlichen 
Functioii  qf(t)  lautet  in  unserem  Falle  von  Wechselströmen: 

Wenn  man  zur  Abkürzung   ; =rr-  =  A  setzt,  so  wird  das  In- 

dieser  Differentialgleichung  für  g>j  mit  C^  als  willkürlicher  Constante, 

-       C08  2at  +  -j  sin2at 

Diesen   so  erhaltenen  Ausdruck   für  <p  und  q>'  hat  man  in  8)  einzuführen 
ond    dann  die  Constante  C^   aus  der  Anfangsbedingung  zu  berechnen;  es 

wird   so  y  2a  \ 

I  C082at+ —$m2at\ 

,,  ,  — T-(»52o<  —  aÄin2af       |  , 

Die  Bedingung,   dass  für  ^  =  0  u  =  0  sein  soll,  giebt  nach  wenigen  Re- 

dactionen  0^^% 

C  —  ^ 

*■"      kA^(A^  +  ^a^) 

und  damit  wird  in  unserem  Falle  eines  Wechselstroms  die  schliessliche 
Gleichung,  welche  die  Temperatur  u  zu  jeder  Zeit  t  in  jeder  Ent- 
fernung r  von  der  Axe  erkennen  lässt: 

''^Rr;;^riJ\2A^''^'^''^2A{A^+4^^^ 

wobei  A  = ^        *  ^v  *  A;  =  —  ist.    Speciell  die  Temperatur  an  der 

»'«(■+if)   ' 

Oberflftche  des  Leiters  ist  (für  r  =  R): 

y.V.iÜQ     I    1  «    ,    ^  +  Ä«Äa«  .   ,.    ^         aqßk 


Ilft)  — «fi*of/— j e- 


4  2A\A^  +  4:a*) 
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strahlnngsvermOgen  17  ist,  also  fi.2rnL.u.di;  oder  aucb|  es  geht  die 
entgegengesetzte  Wärmemenge  ^2riRnLudi  in  den  Körper  herein.  Fer- 
ner  werden  in  der   Zeit  dt  durch  galvanische   Erwärmung  im  Draht 

^•y;f-"'"d<  Calorien  erzeugt 

Zusammen  wird  somit  die  Wärmemenge  des  Drahts  in  dem  Zeitelement 
dt  um  die  Grösse     r  «  7«  ««   /?/ 

Jj.y.J  ,WQ,at      i}        D        r        JI* 

zr^ —'  ^,fl»Ii  ,7C.Ij,U,at  • 

vermehrt.  Dies  ist  andererseits  gleich  dem  Product  aus  Wärmecapacität  c 
und  Masse  z.R^.n.L  des  Drahts  in  die  Temperaturerhöhung  dt^-^%  also 

et 
Das  Gleichsetzen  beider  Ausdrücke  ergiebt  für  constante  Ströme,   wo 
die  Intensität  /=a  ist,  folgende  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der 
Temperatur  u  in  beliebiger  Zeit  ti 

'  dt^CiR  R^.Ti^.c.s' 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  und  Bestimmung  der  willkürlichen  In- 
tegrationsconstante  aus  der  Anfangsbedingung  (ue=:o  =  0)  erhält  man 

für  constante  Ströme: 

2ri 

wo  J?  = {ßi.     Diese  Temperatur  nähert  sich  asymptotisch  dem  Werthe 

s.c.Ii 

Illa)  u=   y-^''^« 


2.1J.Ä».«« 


(die  bekannte  Formel,  die  wir  auch  oben  durch  Specialisirung  erhielten  für 
die  Temperatur  an  der  Oberfläche  eines  Drahts,  der  im  ganzen  Quer- 
schnitt nicht  dieselbe  Temperatur  haben  sollte). 

Bei  Anwendung  von  Wechselströmen  ist  die  Differentialgleichung 

dt      cs.R  R^.n^c.s 

deren  vollständiges  Integral  ist,  nachdem  die  willkürliche  Integrationscon- 
stante  wiederum  daraus  bestimmt  ist,  dass  der  Leiter  anfangs  die  Tempe- 
ratur 0  der  Umgebung  haben  soll,  die  folgende  Gleichung  zwischen  u  und  t: 

für  Wechselströme: 


2(i[  +  4««)  '  ^(^«+4^") 
4«* 


wo  Ä^  „         ist. 
B.e.i 
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^x_-   --^y 


Die  graphische  Darstellung  dieser  Function  u  von  t  zeigt  einen  ahn- 
liehen  Verlaof  wie  oben  in  Fig.  3.  Wenn  der  Temperaturzustand  sta- 
tionftr  geworden  ist,  schwankt  die  Temperatur  —  und  dementsprechend 
die  Ausdehnung  —  des  Drahts  um  den  festen  Werth: 

IVa)  y-^'-^o      ^      oder  ^l^!:!?!-^ 

und  die  Schwankungen  8  sind  dabei  angegeben  durch: 

Diese  Function  d.eo82at'\'e.8m2at  der  Temperaturschwankungen  ergiebt 
abCarve  aufgezeichnet  (Fig.  5)  eine  Maximal-  oder  Minimalordinate,  so  oft 

geworden  ist;  flir  diejenigen  Verhftltnisse,  welche  in  der  Praxis  meistens  in 
Betracht  kommen,  tritt  dies  sehr  nahe  dann  ein,  wenn  2at  ein  Vielfaches  von 

K 

2  geworden  ist.     Daraus  folgt,  dass  die  grösste  und  kleinste  Ordi- 
nate der  Schwankungen  dargestellt  ist  durch  den  Ausdruck: 


rvc) 


ffier  zeigt  der  Werth  von  A  =  ^-^  i  dass  A^  um  so  mehr  gegen  4  a*  vernach- 

^^^igt  werden  kann,  je  grösser  R^  je  dicker  also  der  Draht  ist.  In  dem 
^ten  durchgerechneten  numerischen  Beispiele,  bei  einem  Draht  von  1  mm 
Durchmesser,  kommt  ^*  gegen  4a*  nicht  mehr  in  Betracht,  und  dann  folgt 

^^   Grösse  q     ^  ^    \      der  Temperaturschwankungen  einem  fthnlichen  Ge- 
o  •  ly  •  «"•  n  •  a 

sdtx,  wie  die  Temperatur  des  Drahts  bei  constanten  Strömen,   unter  Vor- 

ftuseetzung  gleicher  Temperatur  innerhalb  desselben  Querschnitts. 

Der  in  IVa)  angegebene  feste  Mittelwerth  der  Temperatur,  um  den  die 

Schwankungen  erfolgen,   ^ — '    p'   *    >  weist,   was  die  Abhängigkeit  vom 

Radius  R  betrifft,  ein  anderes  Gesetz  auf,  als  die  Temperatur  bei  constan- 

^  Strömen,  für  welche  wir  den  Ausdruck      \y   '    ^^  fanden. 

Wenn  also  durch  einen  Draht  vom  Radius  R^  der  Dichte  £,  der  Wärme- 
capacität  e  und  dem  Ausstrahlungsvermögen  17  einmal  ein  Wechselstrom  von 
der  maximalen  Stromordinate  h  und  andererseits  ein  constanter  Strom  von 
der  Intensität  Jfliesst,  so  ist  die  Erwärmung  (und  Ausdehnung)  beim 
Wechselstrom  grösser  als  bei  constantem  Strom  im  Verbältniss 

IVd)  ?^  .^. 

'  4.«    y* 
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Die  Aasdebnung  des  Drahts  ist  bei  mittleren  TemperatnrBn  proportbii 
der  Temperatur  in  jedem  Augenblick,  also  hat  man,  um  die  Ausdehiug 
zu  erhalten,  nur  die  Formeln  IV)  bis  IVc)  mit  dem  Ausdehnnngaooefiäa- 
ten  zu  multipliciren ,  um  die  betreffenden  Grössen  fiElr  die  Ausdehnimg  te 
Drahts  und  die  Grösse  der  Ausdehnungsschwankungen  etc.  zu  erhalttti;  bei 
höheren  Temperaturen  u  folgt  die  Ausdehnung  A  aus  ^  =^  o^ «  +  a^if^  «o 
die  Zahlenwerthe  von  a^  und  a^  schon  oben  angegeben  sind. 

§3. 
Hnmerische  Berechnung  für  Weehielströme. 

Es   ist  von  Interesse,  auf  ein  praktisches  Beispiel  die  Formeln  Miiii- 
wenden,   also   die  Erwärmung  u  und  Ausdehnung  A  bei  eonstantem  ud 
bei  Wechselstrom  zu  vergleichen,   femer  das  G^esetz,  nach  welchem  nok  # 
und  A  mit  der  Zeit  t  ändern,  durch  Zahlen  auszudrücken  und  endlieh  di^ 
Grösse  der  bei  Wechselströmen  auftretenden  Schwankungen  von  Tempenlo^ 
und  Länge  des  Drahts   kennen  zu  lernen,   um  entscheiden   zu  können,  o^"^ 
die  periodischen  Ausdehnungsänderungen  unter  umständen  wahrgenommen^ 
werden  und  ob  sie  fUr  die  Praxis  in  Betracht  kommen  könnten. 

Als  Beispiel  wurde  ein  Kupferdraht  von  1  mm  Durchmesse 
und  657  cm  Länge  gewählt,  durch  welchen  der  Strom  eine 
Siemens^schen  Wechselstrommaschine  (730  Touren  pro  Minni 
und  8  Spulen)  mit  der  mittleren  Stromintensität  6,4  Ampu 
fliesst.  Welches  ist  die  Temperatur  u  an  der  Oberfläche  und  die  Aus- 
dehnung A  des  Drahts  zu  beliebiger  Zeit  t;  welches  ist  das  Verhftltniaa  von 
Temperatur  und  Ausdehnung  zu  derjenigen  bei  eonstantem  Strom,  imd 
welches  ist  die  Grösse  der  Schwankungen  von  Temperatur  und  Länge 
des  Kupferdrahts? 

Die  Einheiten  seien  cm.,  gr.,  sec.,  Amp.,  Volt.,  Cels.     Die  Tempe- 
ratur u  an  der  Oberfläche  war  folgende  Function  zur  Zeit  t: 

wo  Ä;  =  -^ »  Ä.= r-^ —  ;  und  wenn  der  cylindrische  Leiter  so  dflnn 

ist,    dass   die  Temperatur   im   ganzen  Querschnitt  als  constant  angesehen 
werden  kann: 


— «-  -«i« 


wo  A,  =  -^ — '—  ist. 
n.c.t 


(-4.» +  4«») 
4«»  \ 
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.f^ 


'   'N->-S.   .-  '  ^-     ^ 


1.  Die  Constante  y  im  Joule 'sehen  Gesetz  oder  die  Wärmemenge, 
welche  im  Draht  vom  Widerstand  1  Ohm,  bei  Intensität  1  Ampdre,  in 
1  Seconde  dnrch  den  galvanischen  Strom  entwickelt  wird,  ist  0,24014. 
(Kohlrausch,  Praktische  Physik.) 

2.  Specifisches  Gewicht  des  Kupfers  8,9,  specifische  Wärme  c  =  0,0952, 
ipecfischer  elektrischer  Widerstand  (für  Centimeter  u.  0^  «(;o  =  0,0160. 10'*. 

3.  Das  innere  Wftrmeleitungsvermögen  g,  oder  die  durch  die  Flächen- 
einheit bei  dem  Abstände  Eins  in  der  Zeiteinheit  fliessende  Wärmemenge, 
ät  ftlr  sec.,  cm.,  Cels.:  9=  ^^aeV^  (nach  Wiedemann). 

4.  Das  äussere  Wärmeleitungsvermögen  oder  der  Ausstrahlungscoeffi- 

eient  17  des  Kupfers  scheint  nicht  in   absoluter,  sondern  nur   in  relativer 

VTeise  bestimmt  zu  sein  (Mousson,  Physik,  Bd.  II).    Es  wurde  daher  nach 

dem  Vorschlag  von  Herrn  Professor  Dr.  Dietrich  folgender  indirecte  Weg 

eingeschlagen. 

Nach  der  oben  abgeleiteten  und  auch  sonst  bekannten  Formel  für  die 
Temperatur  u  bei  einem  constanten  Strom  von  der  Intensität  J  ist 

^  =  o   PS    9    ^  woraus  ty  =  q   _,    ^^  - 

Beobachtet  man  also  J  und  u  oder  beobachtet  man  wenigstens  die  Aus- 
^elmang  A  bei  constantem  Strom  und  berechnet  dazu  die  Temperatur  u, 
Bo  sind  sämmtliche  Grössen  auf  der  rechten  Seite  und  damit  der  Ausstrah- 
loagscoefficient  tj  gegeben.  Diesbezügliche,  im  elektrotechnischen  Labora- 
toriam  des  Polytechnikums  in  Stuttgart  ausgeführte  Versuche  ergaben  für 
eisen  Strom  von  10,  23,  35  Ampdre  Stromstärke  eine  Ausdehnung  des 
I^>Hhts  von  bezw.  2,57 ;  13,23 ;  30,02  mm.  Aus  dieser  Ausdehnung  A  wurde 
die  Temperatur  u  berechnet  mittels 

A^^GiU  +  a^u*, 

wo  Ol  =  10-*. 0,14686,  aj  =  10-8.0,8.  Es  fand  sich  in  den  drei  Fällen 
^z^.  folgende  Temperatur  u  des  Drahts  (von  der  der  Umgebung  als  Null 
^  gerechnet):  23,95,  123,34,  279,80 <^  Cels.;  und  endlich  hieraus  der  Aus- 
'^i^hlungscoef&cient  17,  bezw. 

1^  =  0,0006504,    0,0006681,    0,0006821. 

5.  Die  Constanten  h  und  c 

Die  Abhängigkeit  der  Stromstärke  J  des  Wechselstroms  von  der  Zeit  t 
^'^U'd  in  der  Form  vorausgesetzt:  J=h.sin{at).  Hier  ist  also  h  die  maxi- 
^^e  Stromordinate,  welche  sich  aus  der  mittleren  constanten  Strominten- 
^^tÄt  von  6,4  Amp.  leicht  berechnen  lassen  wird.     Denn  es  ist  (Fig.  7): 

—  .6,4=  / &.m(aO*^^^-~*  also  6  =  6,4 •  75- =  10 Amp. 

fit  «/  CK  ^ 

t  =  0 


'.•*^A     :s^     ÄJCti-Sj:«.«::^    i    i 


.  « 


-      //Vir;      ;.  .  .».iifr.ir.-      j=  .L«.    :i=<BZ.   «=90GA 

/,       ^~  'Ai      /v»'^  XoJi.:  .0.?4.I.'-*-?«i2.»:6.8.*). 0,01957 

•*.'!  '?i«r#t,f.  /li^  Anü/l^.hniinjSf  yi  'i«  Drahta  za  i^end  einer  Zeit  <: 

Vi.;  4'-UM>'     /y.#^2.y)f^^.^/Al06.1Cr<--jiii(2,3i}5^.0.0,00022( 

0^/  roiMlft^ft  W/irt.h  (\p.f  Anvi«^,biiQDg,  am  irelchen  periodiach  die  Schi 
Utitti^hit  »sfftA^t.u^  Mfc  Mtm'ii  0,448  cm.  Die  Schwankimgen  i9  der  Audehnna 
■  (»i/l  'IaIimi  /Uf^ftKUllt  durch 

//-Ojr^fJ.IO  \r»j»f611.0  +  0,0002209.5tfi(611.*). 
fii/.  >'./.|ii^i»fikiifi^  #irr#fif:ht  ihnsn  nnmeriflch  grössten  Werth,  wenn 

/(/(<»  11,/)—         '"   I  oder  sehr  nahe,  wenn  611. <=q-  iet 

r/  J 

liMimiu   Ifilirl.   (luKM  Milir   nahe  der  Coefficient  0,0002209  ingleich 
MiMtiiiitltviiilli   itnr  M^liwniikiiiigdn   angiebt.     Das  Glied  mit  «"'*  oder 

''i'*"l  (I  lli  i«  ^*^*  *^'*'  AuHdohnung,  macht  schon  nach  22  sec.  nicht  i 
ii.Hl  nun  iitiM.  AUn  Diu  AiiNdohiiung  des  Drahts,  welcher  ffir 
thi«i|iiiil  II 11 K «Ml iMiuiuMt  wiirdo,  ntthort  sich  dem  Werthe  4,48 
»iiiiM  UtiiiiiMi  I  o^(ilint(88igon  Schwankungen,  deren  Mazii 
niMilt  »:o^:itnUlMM  dotn  Mittolworth  4,48  der  Ansdehnang 
t^tHl^'*ullll  l*(%i«;i^i.  pko  £u^'oh(iri>;t)  Maximalsehwankong  der  Tempe 
wi  \VPh)"  \VU  K«  ui  dUo  luoht  auxuuehmea,  dass  diese  Schwankn 
tu»   \\\K^   TiHM,   iij^viutwio  wx   ki<icriicht  kv>uimeu. 
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Gegenüber  der  Verwendung  von  constantem  Strome  /  ist  die  Tempe- 

tor,  und  dementsprechend  nahe  auch  die  Ausdehnung,  bei  Wechselstrom 

2 

It  maximaler  Stromstärke  &,  also  mittlerer  Stromstärke  —  •  & ,  grOsser  im 

urhältniss:  .  a     q    o  «^      o 

h\iOn.c.s    2.R\n%fi      ,      c.c.Ä    6* 
• oder  •  — » 

h  beidemal  derselbe  Draht  verwendet  wird. 

Wenn  also  das  eine  Mal  ein  constanter  Strom  von  der  Intensität  6,4 
Dp.,  das  andere  Mal  ein  Wechselstrom  von  maximaler  Stromintensität 
I  Amp.  oder  von  mittlerer  Intensität  6,4  Amp.  einen  Kupferdraht  von 
nun  Durchmesser  und  657  cm  Länge  erwärmt,  so  ist  bei  Anwendung  des 
eehselstroms  die  Erwärmung  und  Ausdehnung  des  Drahts  der  Rechnung 
imftss  höher  nahezu  im  Verhältniss  4.  Diese  Zahl  4  scheint  eine  etwas 
i  hohe  zu  sein  (der  Grund  würde  dann  in  der  ungenauen  Bestimmung 
}n  1}  liegen).  Denn  die  Werthe  der  Energie,  welche  in  dem  Strom 
inerseits  durch  einen  Wechselstrom  von  maximaler  Stromstärke  &,  an- 
lererseits  durch   einen    constanten  Strom  von  der   Stromstärke  a   in   der 

l^eichen  Zeit  entwickelt  wirä,  verhalten  sich  wie  j  V.siffat.di  zu  a'*-— 

oder  wie  -ö-  zu  a*.     Hat  man  also  das  eine  Mal  einen  Wechselstrom  von 

2 

B&ximaler  Stromstärke    10  Amp.   oder   von   mittlerer  Stromstärke    10  — 

^M  Amp.,  andererseits  einen  constanten  Strom  von  der  Stromstärke 
M  Amp. ,  so  verhalten  sich  die  Energiewerthe  wie  n^ :  8.  Versuche  konnten 
taiber  nicht  angestellt  werden. 

Es  fragt  sich  endlich,   ob   die  Differenz  der  Temperaturen  im 
Innern  des  Drahts  und  an  der  Oberfläche  vernachlässigt  werden 

^.    Dieser  Temperaturunterschied  D  =  /'     \^    bei  constanten  Strö- 
me   •  j  x^     r     aA  K  4:R\n^.q 
^»«1  wird  für  y  =  o,4  Amp. : 

2>  =  0,00047  «Gels. 

Bei  Anwendung  von  Wechselströmen  ist  die  Temperaturdifferenz  D 
Noe  periodische  Function  der  Zeit  f,  und  zwar  im  Falle  unseres  Beispiels 

&  folgende:  r. (^oa  (^os2at      8in2at  .  sin*nt\ 

D  =  0,00234  (^-j^  -  g^^  + -^j . 

Vigt  man  diese  Differenz  2>  als  Function  der  Zeit  t  graphisch  auf,  die  t 
Is  Abscissen ,  D  als  Ordinaten ,  so  erhält  man  eine  Curve  von  periodischem 
erlauf.  Dem  grOssten  Theile  nach  verläuft  die  Curve  im  ersten  Quadran- 
D,  auf  der  Seite  der  positiven  D;  auf  eine  kurze  Strecke  greift  jedoch  die 
trve  auf  die  Seite  der  negativen  D  regelmässig  über.  Man  hat  somit  das 
^eressante  Resultat,  dass  zwar  im  Allgemeinen  die  Temperatur  im  Innern 
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des  Drahts  eine  höhere  ist  als  an  der  OberflSche,  dass  aber  auf  kurze 
Zeit,  in  regelmftssiger  Wiederkehr,  der  Draht  an  der  Ober- 
fläche eine  höhere  Temperatur  besitzt  als  im  Innern. 

Das  Maximum  des  üeberschusses  der  Innentemperatur  gegenüber  der 
Oberflächentemperatur  (also  der  positiven  D)  ist  nahezu  0,002®  Geis.,  das 
Maximum  der  negativen  2>  ungeföhr  0,0007®  Cels. 


§4. 
Zusammenstellung  der  Besultate. 

Es  bedeute: 

R  den  Radius  des  cjlindrischen  Drahts, 

L  dessen  Länge, 

c  die  specifische  Wärme, 

€  die  Dichte, 

Wq  den  specifischen  elektrischen  Widerstand, 

q  das  innere  Wärmeleitungsvermögen  und 

ri  das  äussere  Wärmeleitungsvermögen  (oder  den  AusstrahluDgscoefficien- 
ten)  für  das  Material,  aus  welchem  der  Leiter  besteht, 

y  die  Constante  im  Joule'schen  Gesetz  (0,24014),  die  Wärmemengei 
welche  im  Draht  vom  Widerstand  1  Ohm  in  1  Secunde  durch  den  gal- 
vanischen Strom  bei  Stromintensität  1  Ampdre  entwickelt  wird ;  femer 

J  die  Stromstärke  des  durch  den  Draht  fliessenden  galvanischen  Stroms 
[bei  Wechselströmen  ist  J=h,$in{at)]^  t  Zeit;  dabei 

h  die  maximale  Stromstärke  des  Wechselstroms,  welche  nach  der  einen  oder 
andern  Seite  auftritt,  so  oft  cit  ein  ungerades  oder  abgekürzt  un- 
gerades Vielfaches  von  -^  geworden  ist,  also 

a  =  9c  X  Tourenzahl  pro  Secunde  X  Spulenzahl , 

u  die  Temperaturdifferenz  des  Drahts  gegenüber  der  Umgebung, 

A  die  Ausdehnung  des  Drahts. 

1.  Wenn  die  Temperatur  u  innerhalb  desselben  Quer- 
schnitts nicht  als  constant  angenommen  wird,  so  ist  die  Tempe- 
ratur u  zu  beliebiger  Zeit  t  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Aze  an- 
gegeben durch  folgenden  Ausdruck 

für  Wechselströme: 

Y.V.Wq    i    1  ,Q    ..     Ä  +  r^.Jc.a*  .   ,o    .V   4a  — r*.*.a.-4 

^=Är^^r7rcte"^(2"'^-2i(^^^ 

-^^^"'^•^-^^•o^iH^4^r 

wo  ^= -^  und  J  = 7-^ ^v-  ist. 


'•«•«(i+If) 
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der  stationäre  Zustand  eingetreten  ist,  ist  die  Temperatur 
•n   der   OberfUche  des  Drahts: 

y.b^.Wo    f    1  ,Q   ^,    Ä+R*.Jc.a*         .   ,^     -  aqRk 


Der   Unterschied  D  der  Innentemperatur  gegen  die  Oberfl&ohentempe- 
der  ebenfalls  periodisch  sich  ändert  nnd  auch  negativ  werden  kann 
«3),   ist: 

I>ie  Temperatur  an  bestimmter  Stelle  des  Drahts  zeigt  —  was  ihre 
Abhftngigkeit  Ton  der  Zeit  betrifft  —  anfangs  einen  unrein  periodischen 
Ferl&nf ,  der  sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr  einem  Zustande  mit  rein 
periodiaclien  Schwankungen  nähert. 

Der  mittlere  feste  Werth,  den  die  Oberflächentemperatur  schliesslich 
besiist  (in  Wirklichkeit  nach  4 — 5  Min.,  theoretisch  für  ^  =  qo),  und  um 
welehen   die  Schwankungen  nach  beiden  Seiten  erfolgen,  ist: 


S.fi.RKn*  V  "^  2a  >  * 


fl.RKn*  \  ^  2qJ 

Die  Periode  der  Schwankungen  der  Temperatur  (und  Ausdehnung)  ist 
die  HSlfte  von  deijenigen  der  Intensität  des  Wechselstroms. 

Ffir  Constanten  Strom 

¥on    der  Intensität  /  ist  die  Temperatur  u  des  Drahts  zu  beliebiger  Zeit  t 
nnd  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe  des  Drahts  dargestellt  durch: 

Wenn  der  Temperataranstand  ein  stationärer  gewerden  ist,  so  ist  die 
Temperatar  w,  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe: 

•**~Ä*.««.3\2i,^      4     / 
amd  «peeieU  an  der  Oberfl&ohe  des  Drahts: 

y.j'-n  . 

^     2.1J.Ä».«» 
Di«  Differens  D  der  Temperaturen  in  der  Axe  und  an  der  Oberfläche  ist: 

2.  Wenn  die  Temperatur  im  ganzen  Querschnitt  gleich  vor- 
aatge«etzt  wird,  so  dass  die  Temperatur  u  nur  von  der  Zeit  t  abhängt, 
•0  Ist 
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6^  =  0 

and  daher 

5)  (,+i|).,„+|^.,r=o. 

Indem  wir  dv  aas  4)  und  5)  eliminiren,  bekommen  wir  fttr  eine  isentro- 
pische  VerSnderung  folgende  Gleichung: 


6) 


dT  V  '  dv)  dp 


1) 


dv'dT     v''^dv)'dT 


dp        dF  dtp      /     ,  dq>\  dF 
Aus  3)  und  6)  haben  wir 

p  T,v,a 


dF  cq>      (     ,dq>\   dF  Cp    * 


/       a(p\   dF 


dv    dT     V  '  dv/  dT 
ferner  ist 

^         d(  ,  df/'dv\    .      (dv\       cq>  ,  /    .dq>\ 

^^  =  ?r+ ä^  (Fr;,+Här),=  är+ (*'+ ai ;  •'•  ■ 

und 

/dv\  __dF  d_F 

''-''^[cTjr     dT'dv' 
Indem   wir  diese  Werthe  von  Cp  und  v,a  in  7)  snbstituiren,   erhalten  wir 
schliesslich  die  gesuchte  Relation  zwischen  F  und  ^  in  der  Form 

Es  soll  zunächst  <p  als  gegeben  betrachtet  werden,  und  wollen  wir  F 
durch  Integralion  der  linearen  partiellen  Differentialgleichang  erster  Ord- 
nung 8)  bestimmen.     Bei  dieser  Integration  muss  v  als  consiant  beiraelitet 

dF 

werden,  weil  die  Gleichung  8)  den  Differentialquotienten  —  nicht  entfallt 

Das  System  simultaner  Differentialgleichungen,  welches  der  partiellen 
Gleichung  8)  entspricht,  ist  folgendes: 

dp     ^dT     dF 
,  a^)""  T  ^   O' 

Zwei  erste  Quotienten  dieses  Systems  geben  die  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

9)  Tdp-pdT=^^'dT, 

ov 

Cm 

wo  --  eine  gegebene  Function  der  Verftnderlichen  T  und  des  conatanten 

cv 

Parameters  v  ist 

Die  Gleichung  9)  hat  1 :  T-  als  integrirenden  Factor,  und  ihre  LOsnng  ist 


P 
T 


/V>  dT.       . 
=Jcv'T^+''^^ 
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V.  Zur  mechamsohen  Wärmetbeorie. 

Mit  PyV^T  bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  Dmck,  specifisches  Volumen 
imd  absolute  Temperatur  einer  Substanz,  und  nehmen  an,  es  existire  zwi- 
tchen  diesen  drei  Grössen  eine  Relation 

1)  F(l>,i»,  T)  =  0, 

die  wir  ^ charakteristische  Gleichung''  der  Substanz  nennen  wollen. 

Es  sei  femer  c  die  innere  Energie  der  Einheit  der  Masse  der  Substanz. 
Bekanntlich  ist  dieses  e  ein  bestimmte  Function  des  Zustandes  der  Substanz, 
also  eine  Function  von  je  zwei  der  Grössen  jp,  t;,  T;  und  zwar  wollen  wir 
smSchst  annehmen,  es  sei 

2)  «  =  g)(t;,n 

Der  Zweck  der  vorliegenden  Notiz  besteht  nun  darin ,  eine  interessante 

Uation  zwischen  den  Functionen  F  und  ip  herzuleiten.     Diese  Relation 

littt  sich  aus  einem  Satze  von  W.  Thomson  entwickeln,  nSmlich  aus  dem 

S^,  der  durch  die  auf  eine  isentropische  Zustandsänderung  der  Substanz 

iMgliche  Gleichung 
«v  dT T.v.a 

«wgedrttckt  wird.  ' 

In  der  Gleichung  3)  bezeichnet  a  den  thermischen  Ausdehnungscoeffi- 
<^ten  der  Substanz  unter  constantem  Drucke,  Cp  ihre  Wftrmecapacität 
^ter  derselben  Bedingung. 

Denken  wir  uns,  die  Substanz  (von  der  wir  die  Einheit  der  Masse 
Toramsetzen)  habe  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  erlitten,  infolge 
^|),  i;,  T  sich  um  dp^  dv^  dT  Ändern.  Zwischen  dp,  dv,  dT  besteht 
^  die  Gleichung 

*)  d^'^^  +  J^'^'^  +  FT'^^'^^' 

^ir  nehmen  jetzt  an,  diese  Zustandsänderung  sei  eine  isentropische,  und 
sollen  diese  Bedingung  analytisch  ausdrücken. 

Bei  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  nimmt  die  Substanz  die 

Winnemenge  /       dip\^       dq>  ^„ 

iQ^di  +  pdv^[p+^)dv+^*dT 

^    Für  eine  isentropische  Veränderung  haben  wir 
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S>".   -^   ^N   *— ,    ' 


Nehmen  wir  nun  an,  es  beieichne  G^  eine  Function  der  Temperatur 
allein,  h  und  q  dagegen  reine  Constanten,  so  gelangen  wir  auf  Grund  von 
11)  und  13)  zu  dem  Resultat,  dass  die  charakteristische  Gleichung  wirk- 
licher Gase  folgende  Gestalt  haben  muss: 

14)  p  +  ^  =  T.x{v). 

Die  Gleichung  14)  enthftlt  die  bekannte  van  der  Waals'sche  Formel 
als  einen  speciellen  Fall,  wenn  nämlich  t(v)  =  (;:  (e— &)  ist. 

Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt,  es  sei  die  Function  ip  gegeben; 
wenn  dagegen  F  gegeben  ist,  so  haben  wir  aus  der  Gleichung  8): 

BF  ,     dF 

15)  ^  =  <p(t;,T)  =  -    I    -J-^-?^.dt;  +  i.(r). 

äp 

Hier  bezeichnet  g»  eine  willkürliche  Function ;  aus  dem  Ausdrucke ,  der  unter 
dem  Integralzeichen  steht,  muss  p  mit  Hilfe  von  1)  eliminirt  werden,  T 
wird  bei  der  Integration  als  constant  betrachtet. 

Sehen  wir  jetzt  t  als  Function  von  p  und  T  an,  etwa 

«  =  /'(P,r), 

so  erhalten  wir  die  Relation  zwischen  F  und  f  in  der  Form 

'  ^dp^-  dT    dp  dv 

Aus  16),  falls  f  gegeben  ist,  ergiebt  sich: 


IT    I       J     T\         dp^    J 


Hier  ist  n  eine  willkürliche  Function;   bei  der  auf  T  bezüglichen  Integra- 
tion wird  c  als  constant  betrachtet.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Ist   e  durch  p  und  T  ausgedrückt,  so   muss  die  charakte- 
ristische Gleichung  der  Substanz  folgende  Gestalt  haben: 

Falls  F  gegeben  ist,  haben  wir  aus  16): 
i8)  t  =  AP,r)=   /   ^^-^^^dp  +  a>(T). 

Fv 

Hier  muss  vor  der  Integration  v  mit  Hilfe  der  Gleichung  1)  eliminirt  wer- 
den; T  wird  bei  der  Integration  als  constant  angesehen. 

Betrachten  wir  endlich  p   und  v  als  unabhängige  Veränderliche  und 
setzen  demgemäss 
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'  ^*  .■".*■  .^  * 


ao  erhalten  wir 

'  V^dv/  dp^    dT    dp  dv 

Die   Integration  der  Gleichung  19)  in  Bezug  auf  F  reducirt  sich  auf  die 
Integration  des  Systems  simultaner  Gleichungen 

dp     ^dT _    dv    ^dF 

^■^av  dp 

^®  Iiitegration  von  19)  hezüglich  9  kommt  zurück  auf  die  Integration  des 
Systet^s  d.    ^dp^  de 

_dF       dF  ^J^ifT^  ' 

dp        dv         ^dp'^     dT 
wot>Qj  jt  i^^g  ^QQ  Coefficienten  von  dt;,  dp,  dB  mit  Hilfe  der  Charakteristi- 
ken Gleichung  eliminirt  werden  muss. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen  16)  und  19)  sich  entweder 
&^  dem  Thomson 'sehen  Satze  oder  aus  den  Gleichungen  8)  und  1)  ab- 
leiten lassen.  Wollen  wir  z.  B.  die  Gleichung  16)  aus  8)  ableiten,  so 
<^Qnken  wir  uns  die  Variable  p  in  dem  Ausdrucke 

«  =  /-(P,  T) 
durch  die  Variablen  v  und  T  mit  Hilfe  der  Gleichung  1)  ersetzt;   infolge 
daTon  muss  f{p^T)  sich  in  ^(t;,  T)  verwandeln.     Wir  haben  also 


x^nn  folgt  aber  aus  1) 


alao  ist 


dv      dp   \dv/T^ 

rdp\  ^_^.^ 

Kdv/T         dv  'dp 

d^__df  dF  dF 
dv  dp    dv  *dp 


^nbstituiren  wir  diesen  Ausdruck  für  tt^  in  8),  so  bekommen  wir  16). 

dv 

Die  Gleichungen  8)^  16)  und  19)  lassen  sich  auch  gerade  aus  dem 
'leiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wftrmetheorie  ableiten.  Wollen  wir 
'*  £•  die  Gleichung  8)  auf  diesem  Wege  ableiten,  so  wählen  wir  v  und  T 
^  unabhängige  Veränderliche.  Dann  erhalten  wir  für  die  von  der  Sub- 
'^^lu  bei  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  aufgenommene  Wärme- 
""^^ngc  den  Ausdruck  /       o    \ 

.(,.(,+if)...+ii.dT. 

^  nun  nach  dem  zweiten  Hauptsatze 

T 

^^  ▼oUständiges  Differential  sein  muss,  so  haben  wir 
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d    i^'^dv  I       1       d^g> 


oder 


dTl      T      I      T  dvdT 


20)  -^4(|£^)_-o. 

Aus  1)  folgt  weiter 

und  20)  verwandelt  sich  in  8). 


Warschau.  B.  W.  Stankbwitsoh, 

Dooent  a.  d.  k»i««rL  UnirenÜftt 


VL  Ermittelnng  der  Tragweite  der  Heonerprobe»  bei  Kenntniss  der 

Bubjeetiven  Genauigkeit  des  Bechnenden. 

I.  Von  der  Astronomie  ist  es  bekannt,  dass  man  den  Resultaten,  die 
von  einem  bestimmten  Beobachter  geliefert  werden ,  nicht  unbedingte  Sicher- 
heit zuspricht,  sondern  sich  dieselben  mit  einem  Fehler  behaftet  denkt  und 
dementsprechend  weiter  verwerthet.  Die  Grösse  dieses  Fehlers  ist  je  nach 
der  Individualität  des  Beobachters  verschieden  —  sein  wahrscheinlicher  Be- 
trag wird  durch  Versuchsreihen  ermittelt. 

Auch  für  das  reine  Zififerrechnen  darf  die  Einführung  eines  analogen 
Begrififs,  eines  „ Fehler factors*'  oder  der  „Wahrscheinlichkeit  des  Falsch- 
rechnens für  Zifferrechnungen  von  gegebenem  umfang  U^  geeignet  erschei- 
nen ,  da  schliesslich  auch  der  vollendetste  Rechner  im  Verlaufe  einer  unend- 
lich ausgedehnten  Zifferrechnung  nicht  fehlerlos  arbeiten  wird. 

Angenommen ,  ein  Rechenexempel  F  sei  vorgegeben ,  dessen  Durchfüh- 
rung im  Ganzen  z  Ziffern  anzuschreiben  nöthigt;  dann  kann  man  füglich 
—  mit  ungefährer  Annäherung  —  diese  Zahl  g  als  Maass  ansehen  für  die 
Summe  der  in  der  Berechnung  von  F  niedergelegten  Denkarbeit.  Für  eine 
und  dieselbe  Person  wird  dann  die  „Wahrscheinlichkeit,  sich  zu  verrechnen" 
abhängig  sein  von  jener  Summe,  dem  „umfang  U  der  Rechnung",  der 
durch  z  gemessen  wird;  sie  bildet  also  eine  Function  (tr)  von  g. 

Für  eine  bestimmte  Person  kann  man  zu  jedem  g  das  zugehörige  tr 
beliebig  genau  ermitteln  durch  Herstellung  von  genügend  langen  Versuchs* 
reihen« 

Hat  man  beispielsweise  ermittelt,  dass  Jemand  sich  für  j(re=90  ein- 
mal auf  drei  FäUe  verrechnet,  so  ist  für  ihn  „das  zum  umfang  jrssQO 
UMge  «p"  s=^. 
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n.  Wir  stellen  uns  nunmehr  die  Aufgabe: 

,£in  Bechenexempel  F  sei  gestellt  und  durch  Zifferrechnungen  yom 
Umfang  U  [mit  g  Ziffern]  durchgeführt  worden,  nebst  der  controlirenden 
Nennerprobe;  es  soll  die  Wahrscheinlichkeit  W  bestimmt  werden  daftlr, 
dass  das  ermittelte  Resultat  wirklich  genau  ist,  nachdem  die  Neuner- 
probe* stimmt,  d.  h.  nachdem  das  Parallelrechnen  mit  den  Quersummen 
der  in  F  vorgegebenen  Zahlen  seinerseits  für  den  Modul  9  einen  kleinsten 
R«8t  r  ergab,  der  gleich  ist  dem  Beste  R  {mod.  9)  des  für  F  ermittelten 
Besoltats.  Hierbei  sei  die  Wahrscheinlichkeit  für  den  Rechnenden:  inner- 
halb eines  Complexes  yon  Zifferrechnungen  TJ  [mit  $  Ziffern]  einen  Fehler 
zn  begehen,  ermittelt  als  n^^O.** 


Zahlenbeispiel  fOr  die  Möglichkeit  einer  Tftnsehnng  Aber  die  Riehügkeit 
eines  Resultats ^  bei  Anwendung  der  Nennerprobe« 


F:  Problem:  2^  JJ 

2«=  28.2*  =  256.32,  »=w. 

256.32  =  768 
512 

8192  =  2^8, 

8192«  =  64 

161 
1458 
81 
32764 

67108864  =  2«« 

X2 


134217728  =  2«7. 

14.3+4+2+l+7-h7-h2+8=36  =  8  =  i2. 

Neunerprobe:  2«^  =  2«*. 8,  28=1, 
(2«)*=1,   1.8=8  =  r; 

JJ-Controle:  Ä-r  =  0. 


Fx  Problem:  2^  ZT 

213^28.20  =  256.32,  *=^- 

256.32  =  768 
512 

8192  =  2>», 

8I92«  =  64 

161  .  • .  Fehler 
1458 
81 
32764 

81598864  =  2« 

X2 


163197728  =  2«. 

l4.e-|-8-H-H9+7+7-|-2+8  =  44  =  8  =  Ä. 
(FaUches  Resultat.) 

Neunerprobe:  r  =  8; 
CT'-Controle:  Ä  — r  =  0. 


(Die  Unrichtigkeit  in  TJ'  findet  sich  in  der  zweiten  Zeile  der  Qua- 
drirung  yon  8192,  indem  dieselbe  um  eine  Stelle  nach  links  verschoben 
wnrde.) 

Die  üebereinstimmung  R^^r  kann  im  zweiten  Falle  den  Rechner  ver- 
anlassen, das  Resultat  seiner  falsch  durchgeführten  Rechnung  als  richtig 
anzunehmen. 


*  MatthieBsen-Heis,  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik  und  Algebra,  §  28.  Die  dort  gegebene  Bemerkung:  ,ydie  Neonerprobe 
•ei  auch  fär  Division  höchst  praktisch^,  ist  ungenau,  wie  das  Beispiel  60:15  =  4 
leigt.  Vielmehr  darf  die  Neunerprobe  bei  Dirision  nur  mit  besonderen  Vorsichts- 
nassregeln  angewendet  werden. 
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Die  auf  Ursachen  rtlckw&rts  schliessende  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
wird  uns  in  den  Stand  setzen,  die  Wahrscheinlichkeit  eines  solchen  Vor- 
kommnisses, d.h.  einer  Täuschung  durch  die  Neunerprobe,  bei  gegebenem 
Fehlerfactor  w  des  Rechnenden  zu  bestimmen. 

Nach  Laplace^  Theorie  analjtique  des  probabilitös ;  introduction, 
VI»«  principe,  hat  man  den  Satz: 

jyZwei  Ursachen  A^  B  eines  Ereignisses  E  mögen  a  priori  die  Wahr- 
scheinlichkeiten resp.  a,  h  haben  ftlr  ihr  Bestehen. 

Es  seien  femer  a,  /3  die  Wahrscheinlichkeiten,  mit  welchen  sie  das 
Ereigniss  E  herbeiftihren ,  wenn  sie  bestehen. 

Ist  dann  das  Ereigniss  E  constatirt,  so  verhalten  sich  die  Wahrschein- 
lichkeiten für  das  Oewirkthaben  der  Ursachen  A  oder  B  wie  die  Producte 

Die  constatirte  Uebereinstimmung  i?  =  r  (sie  ist  das  Ereigniss  E  obigen 
Satzes)  kann  folgende  beiden  Ursachen  haben:* 

A.  der  Rechner  hat  richtig  gerechnet; 

B.  der  Rechner  hat  falsch  gerechnet. 

Die  Hypothese  A  hat  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori  1  — ii^;  die  Hypo- 
these B  hat  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori  v).  1  — k;  und  w  sind  die 
Werthe  a  und  h  des  citirten  Satzes. 

Wenn  A  besteht,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Neunerprobe 
stimmt,  Ä  — r  =  0  eintritt,  =l(a). 

Wenn  B  besteht,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Neunerprobe 
Ä-r  =  0  Uefert,  =i(i5). 

Denn  eine  falsche  Rechnung  kann  den  absoluten  Werth  yon  R^r  liefern 

Ä  —  r  =  0  oder  1  oder  2  . . .  oder  8 

mit  yoUkommen  gleicher  Berechtigung  der  neun  Ziffern. 

Dafür  aber,  dass  unter  den  neun  gleichberechtigten  Zahlen  0, 1,  2,  ...,  8 
der  Zufall  (der  falschen  Rechnung)  gerade  die  Zahl  0  als  Werth  von  R  —  r 
ergebe,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  \, 

Es  sei  nun  W  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Rechner  richtig 
gerechnet  hat  [Hypothese  A]^  so  dass  ihn  die  Neunerprobe  nicht  täuschte, 
W  die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  J?,  d.  h.  daftlr,  dass  trotz  der  Ueber- 
einstimmung R~-r  ein  Fehler  sich  eingeschlichen  und  das  Resultat  werthlos 
gemacht  hat,  oder  dass  die  Neunerprobe  getäuscht  hat,  dann  sind  die  Zahlen 
a,  &,  a,  ß  des  obigen  Satzes  resp.  ^  1-  k;,  10,  1,  ^,  und  man  hat  das  Resultat: 
„Wenn  die  Neunerprobe  stimmt,  so  ist 

Wahrscheinlichkeit  für  Richtigkeit  des  Resultats 
Wahrscheinlichkeit  für  Nichtrichtigkeit  des  Resultats 

=  -^  =  ll:Z!?Lltt^  wobei  selbstverständlich  W+W'^l. 


*  Die  NeoDerprobe  selbst,  sowie  die  Controle  B^r  denken  wir  uns  fehlerfrei. 
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Demnach  ist  die  Wahrscheinlichkeit ,  durch  das  Eintreffen  der  Nenner- 
probe  nicht  getftnscht  worden  zn  sein, 

9-9«? 


TF= 


9-8«7 


die  Wahrscheinlichkeit,  trotz  Eintreffens  der  Neunerprobe  getftuscht  worden 
zn  aein  (W)^ 


=  1-TF= 


9-8«? 


Die  Function  TF  yersch windet  für  «;=1;  sie  wird  =1  (Oewissheit) 
für  iffsO.  Diese  rechnerisch  gewonnenen  Eigenschaften  entsprechen  den 
Forderongen  der  Logik. 

Der  Werth  des  Bruches  W^  der  ein  Maass  giebt  für  das  Vertrauen 
anf  ein  der  Neunerprobe  genügendes  Resultat  eines  bestimmten  Rechners, 
filli,  wenn  Letzterer  innerhalb  ü  nur  überhaupt  Öfter  richtig  rechnet  als 
fiüach,  d.  h.  für  K'<  ^,  so  nahe  an  die  Einheit,  dass  der  Werth  der  Neuner- 
probe ins  beste  Licht  gesetzt  wird. 

Verrechnet  sich  Jemand  durchschnittlich  einmal  auf  drei  Aufgaben  wie 
obiges  17,  fo=i\y  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit  eines 
Beeultats,  das  der  Neunerprobe  genügt,  =-}4* 

Für   die  Elferprobe   ist   die  Sicherheit  noch  grösser;    es  ergiebt  sich 

TT»  T-j — TTj — ;  für  11^  =  I  wäre  beispielsweise  W=  ^ f.    Doch  bietet  gegen 

diesen  Vortheil  die  umstftndlichere   Handhabung  der  Parallelrechnung  ein 
Gegengewicht. 

München,  September  1888.  Dr.  Fritz  Hofmann. 


z 
▼n.  lieber  das  Integral   llogsinfp-  ^  ==  und  einige  andere 

0 

mit  demselben  zusammenhängende  Integrale. 

1. 

Der  Werth  des  obigen  Integrals,  der  gewöhnlich  mittels  Reihenent- 
wickelung abgeleitet  wird  [vergl.  Schlömilch,  Compendium  der  höheren 
Analjsis,  II,  2.  Aufl.  1874,  S.  313  flgg.],  ergiebt  sich  durch  Benutzung 
eines  complezen  Integrationsweges  und  unter  Anwendung  elementarer  For- 
meln ans  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  folgendermassen. 
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Man  seixe 


•0  wird 


1 


0  ^ 

Weiterhin  betrachte  man  das  Integral 

llog{8nu)du 

in  dem  complexen  Gebiet  u.  Wfthlt  man  einen  geschlossenen  Integrationsweg, 
der  keine  singolären  Pankte  nmschliesst,  so  ist  der  Werth  des  Integrals 
=  0.  Ein  Integrationsweg,  der  diese  Fordemng  erfüllt ,  ist  der  umfang 
eines  Rechtecks,  dessen  Ecken  den  folgenden  Werthen  yon  u  entsprechen: 

1.  i»  =  f,    2.  u==K,    3.  u^K+iK\    4.  u^g  +  iK\ 

wobei  B  eine  kleine  positive  OrOsse  ist.  [Dadurch,  dass  die  Seite  41  des 
Rechtecks  nicht  mit  der  imaginären  Axe  znsfunmenftllt,  sondern  in  dem 
Abstand  t  derselben  parallel  läuft,  sind  die  Punkte  u  =  0  und  u  =  iK\  in 
denen  log(snu)  unendlich  wird,  sunächst  ausgeschlossen.]  Das  ganxe  Inte- 
gral zerfällt  in  Tier  Ober  je  eine  der  Rechteckseiten  zu  erstreckende  Inte- 
grale.    Es  ist  daher 

K  JT-ffÄT'  f-ftJBT'  I 

1)   I  logianu)  du  + 1  log{snu)  du  +  1  log{mu)du  +  l  log{mu)du^O. 

In  dem  zweiten  dieser  Integrale  setze  man 
so  wird  dasselbe,  da 

ist, 

0 

Mit  dem  Index  1  an  den  Functionszeichen  sn,  e»,  du  ist  hier  bezeich- 
net, dass  an  Stelle  des  Moduls  X;  der  complementäre  Modul  \  zu  nehmen  ist. 

Im  dritten  Integral  yon  1)  ist 

u^v  +  iK' 
zu  setzen,  so  geht  dasselbe  wegen 


ksnv 
Hbir  in 
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dv 


i  8  8 

K 
s=3  (K—  t)  lögh+l  log{8nv)  dv. 

8 

Im  Tierten  Integral  endlich  setze  man 
80  wird  .       ,        .  . 

und  somit  wird  das  vierte  Integral 

JT  0 

Die  Oleichnng  1)  geht  demnach,  wenn  man  überall  die  Integrations- 

Tttriable  mit  u  beseichnet,  in  folgende  über: 

K  K' 

2)  2jlog(snu)du  +  {K^.)J^Jc^iK'l^i  +  ifh^^ 

«  0 

Zerlegt  man  nun  x' 

J       \«nj(w— 18)011,  u/ 
0 

in  die  Somme  zweier  anderen,  deren  Grenzen  0  and  \K\  resp.  \K'  und 
K'  sindy  nnd  setzt  in  dem  zuletzt  genannten 


so  wird 

Cfl 


/        .X  /!/'  •  N      *Än,(t;  +  t8) 

i(w  — f8)  =  cfii(Ar  ~t?  — »8)=    ,     /     ,   .  V  ' 

«i,(u-t8)=.^,(Z-t;-t8)-  ^^(^^^,)> 

ein,  u  BS  (Jn«  (Ä^'—  v)  =  -; — » 
und  man  erhftlt 

3)  /W(    ?^"".l    )'>" 

J       \5n,  (w  — 18)  an,u/ 

0  , 

J    *^  \5n,(w  — f€)(in,w/         ./        \     cnj(»  +  i8)     / 

0  0 

t/        ^on,(w  +  i€)  5fi,(w  — 18)   ({tliU/ 
0 

2)  wird  daher 
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K 

:Jä)  2jlog(mu)du  +  {K-i)logk-iK'logi 

f 

0 
Jetzt  gehe  man  zur  Grenze  fdr  es=0  ttber,  so  wird 

aluo 


.=ot/        \on,(u  +  ta)  «ni(w  — ff)/ 


Daher  ist  ^ 


{snu)  du 


endlich,  und  die  Gleichung  2a)  ergiebt 

K 


4)  2jlog{8nu)du  +  Klogk-iK'logi=^0. 

0 
Die  scheinbare  Vieldeutigkeit  yon  logi  f&llt  sogleich  fort,   wenn  man 

beachtet,  dass  im  Resultat  der  Logarithmus  dieselbe  Bedeutung  hat,    wie 

in  dem  ursprünglichen  Integral.  Hier  aber  war  unter  log  deijenige  Werth 

des  Logarithmus  zu  yerstehen,  der  für  die  Logarithmen  positiver  Zahlen 

Reelles  giebi     Daher  ist 

also  ^  ^ 

Y  K 

0  ^  /   1  v 

IL 

Eine  andere  Ableitung  der  eben  bewiesenen  Formel  ergiebt  sich  aas 
der  Productenentwickelung  der  elliptischen  Functionen.  Hier  ist  sunSchst 
vorauszuschicken,  dass  in  dem  zu  untersuchenden  Integral  die  Integration 
von  9  =  0  (also  auch  von  u  =  0)  an  gestattet  ist,  da  man  weiss,  dass 


2 

log{9Vf^fp)  dfp 
h  isi  0 


/' 
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^a»ch  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  ist 


1)   ^- 


log{mu)du=  Ikn  —lloglsn—j'^loglsn  — )+  '"\-loglsn- j\ 

an  ist  [yergl.  Jacobi,  Fandamenta,  §36]: 

jÄ.)^M^^)  fr  ^-^«"«"(^)+^* 

etc.  etc. 
Moltiplication  folgt  hieraus: 

2->  „(!)„(!£)  ...»((=iü)£) 

=f^rAf.)-@-:)--(^)-''. 


J^    [l- 2«» » CM (^) +«**]  [1-24»»  cos  (^)  + 9*»]  ...  [l-23«*«)5(^^^)  +  / 

^**    ri-22*»-««»Q+2«»-»|[l-23«-««w(^)+9"']  ...  [l-2?«-'«)s(^-^?^)  +  ?** 
üt.     Durch  Anwendung  der  bekannten  Zerlegung 


l-*»- 


=  U-»*)[l-2««»(^)+*»][l.2«a»(^)+«»]...  [l-2««)s(^?^)+*»], 
a^w  der  für  »=  1 

folgt,  geht  2)  nber  in 
3)  ,J^\»»(^^\       ,^Aw-l)g\_/29^ts.-yn  fVl-3**-     1-9«*-« 

od«,  da  

'"■.!lri{"'«(Ä)+*'^"+»'«(i')+'^0(i^»))- 
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Zum  Schlnss  m9gen  noch  die  folgenden  beiden  Oleichangen  Platz  finden  < 
K  K 

9)  Jlog(^{u))  du  =Jlog[e[u  +  K)]du  =  A^i(^[(^^^  (2ÄibJVi]  +  JL  g^ 


0  0 

K  K 


10)  jlo9iE{u))du=^J^log[H(u+K)]du^ Klog^ 

0  0 

Die  Formel  9)  ergiebt  sich  unmittelbar  ans  der  Gleichung  3)  dieses  Ab- 
schnitts in  Verbindung  mit  der  Formel 

e(2u)  _  /  e(tt)y 

wfthrend  10)  aus  9)  und  dem  zu  Orunde  gelegten  Integral  fol^;  nbriirans 
sind  beide  Formeln  auch  leicht  nach  der  Methode  des  sweiten  Abschnitts 
abzuleiten. 

Halle  a.S. ,  December  1888.  W^ahokrir 


Vn.  lieber  den  Tangentenkegel  einer  FlAohe  iweiter  Ordnon^. 

Für  den  Satz  aber  die  Lage  der  Axen  des  Yon  einem  Punkte  an  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegten  Berührungskegels  erlaube  ich  mir  eine 
Ableitung  mitzutheilen ,  die  ausser  dem  Begriff  der  confocalen  Flftchen  nor 
die  Formeln  ftlr  die  Transformation  der  Flftchen  zweiter  Ordnung  auf  ihr« 
Hanptaxen  benutzt. 

Ist  die  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  CoordinatensTstem  X.^  Y  Z 
bezogene  Mittelpunktsgleichung  einer  Flfiche  zweiter  Ordnung 

1)  a,,X*  +  a^Y^  +  a^Z^  +  2a,^XY+2a,^XZ+2a^YZ^f, 
wfthrend  die  auf  die  Hauptaxen  bezogene  Gleichung 

2)  ZJ«  +  Z,iy«  +  Z,£«  =  /^ 

ist,  so  sind  die  Coefficienten  Z|,  Xg,  L^  die  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
Grades,  die  sich,  falls  keine  der  Grössen  Ois»  ais>  Ofs  verschwindet  auf  die 
Form  bringen  Iftsst 

ox  1,1,1  1 (, 

■'  a„»(i-a)'^o„»(X-&)"^a.,»(i-c)     a„a„«„-"- 

Dabei  ist 

Femer  sind  die  Bichtungscosinus    cr^,  /3,-,  yi  derjenigen  Hauptazei  welche 
der  Wurzel  Lt  von  3)  entspricht^  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

4)  af8(A-a)ai  =  ai3(A-6)/J|=a„(Zi  — c)yrf. 

Diese  bekannten  Resultate  wende  ich  auf  den  Tangentenkegel  an    der 
vom  Punkte  «i,  Jfi,  i^i  an  die  Fiftche 


Eleinere  Mittheilungen.  126 


4)  Jlog{dn*u  -  *» sn^u cn«w)  du  =Jlog{dnu)du  +Jlog(l-1i?8n*u)  du 
o  0  0 

Beachtet  man,  dass 

on'w  =  dn^u  8n*{K^u) 

.  kt,  80  nimmt  die  Yorstehende  Gleichung  die  Form  an: 

K 

[:       4a)     j^U>g[l-Ji^8n^um\K^u)]du  =  Klog(2j/^)'-jK'. 

0 

Ans  der  Formel  für  cn{2u)  ist  eine  analoge  Folgerung  nicht  abzuleiten, 
da  enu  für  K<u<2K  negativ  ist.     Dagegen  erkennt  man  leicht,  dass 

ö)  llog(l  +  cnu)du=»l  log{l'-cnu)du=  2  jlog(ßnu)du 

0  0  0 

ist.     Weiter  ergeben  sich  aus  den  vorstehenden  Formeln  und  den  für  die 
Halbirung  des  Arguments  giltigen 

,/ti\_l— cnu  1         _\  +  cnu         ^(u\_cnu'^rdnu 

^\2)^T+di^'    ,,     ,/u\-rräi^'    ^  V2/~    l  +  dnu    ^^ 

*^A2; 

die  folgenden  Integrale: 

K  K 

6)  flogO  +  dnu)du  =  -Jlog{8nu)du=^Klog{j/k)  +  ^K\ 

0  0 

ä:  JfiT 

7)  flog{\'-dnu)du^  ^jlog{snu)du  +  2Klog'k^Klog{y^h)-\nK\ 
0  0 

8)  llog{dnu  +  mu)du==^  llog{dnu--cnu)du  =  Khgl-^)''-^K'. 

O  0 

üebrigens  kann  man  den  Formeln  6)  und  7)  durch  Anwendung  der 
Sabstitution  u^K—v  die  Form  geben: 

K 

6a)  Jlog{dnu  +  k,)  =  Klog{j/hk,)  +  ^  K\ 

0 
K 

7a)  /Io^(Aim--ä:,)==ä'1(^(^*Äj)-}«ä:', 


0 
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Zum  Schloss  m9gen  noch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  Platz  finden: 
K  K 

9)  flog{S[u))  du  =^Jlog[e[u+K)]du  =  ^«^[(f  )^-  (2Ä*t)^].+  ^  K'. 

0  0 

K  K 

10)  jlogiE{u))du^ j^log[H{u+K)]du^ Klog^^ 

0  0 

Die  Formel  9)  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  3)  dieses  Ab- 
schnitts in  Verbindung  mit  der  Formel 

ö(0)     U(0)/  ^^   f^^^)^ 

wfthrend  10)  aus  9)  und  dem  zu  Grunde  gelegten  Integral  folgt;  übrigens 
sind  beide  Formeln  auch  leicht  nach  der  Methode  des  zweiten  Abschnitts 
abzuleiten. 

Halle  a.S.,  December  1888.  Wangbbih. 


Vn.  lieber  den  Tangentenkegel  einer  Fläche  iweiter  Ordnung. 

Für  den  Satz  über  die  Lage  der  Axen  des  Yon  einem  Punkte  an  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegten  Berührungskegels  erlaube  ich  mir  eine 
Ableitung  mitzutheilen,  die  ausser  dem  Begriff  der  confocalen^  Flächen  nur 
die  Formeln  für  die  Transformation  der  Flächen  zweiter  Ordnung  anf  ihre 
Hauptaxen  benutzt 

Ist  die  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  2,  7,  Z 
bezogene  Mittelpunktsgleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 

1)  anX>  +  a„r«  +  a53Z«  +  2a„Zr+2a„IZ  +  2a«,rZ=/; 
während  die  auf  die  Hauptaxen  bezogene  Gleichung 

2)  iJ«  +  Z,iy«  +  i,£«  =  /^ 

ist,  so  sind  die  Coefficienten  X,,  Xj,  L^  die  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
Grades,  die  sich,  falls  keine  der  Grössen  a,,,  au,  a^^  yerschwindet,  auf  die 
Form  bringen  lässt 

a,,*(i-a)      a,8*(X-6)     aij^(Z-c)     a^t^^^a^ 
Dabei  ist 

öa)       «  —  «11 — »     «>  — «M — '      ^  =  ^ z — • 

»»  ^8  »12 

Femer  sind  die  Bichtungscosinus  cr^,  /S,-,  yt  derjenigen  Hauptaxe,  welche 
der  Wurzel  Lt  von  3)  entspricht ^  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

4)  «23  (A-  -  a)«<  =  a^jCi,—  h)ßi  =  a„(Zi  —  c)yi . 

Diese  bekannten  Besultate  wende  ich  auf  den  Tangentenkegel  an,  der 
vom  Punkte  Xj,  jfj,  ier|  an  die  Fläche 
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=  0 


gelegt  ist    Die  Gleichong  des  Kegels  ist,  auf  die  Axen  x^y^t  bezogen, 

|g,(ig-a;,)  ^  yx(y—y^)  ^  e^(e-iM* 

odetf  wenn  man   vom  System  x^  y,  e  zu  einem  parallelen  Axensystem  X, 
7,  Z  flbergeht,  dessen  Anfangspunkt  der  Scheitel  a?|,  y^,  e^  des  Kegels  ist: 

•)      '(§'+?+?)-(¥+¥+V7-»- 

Die  hier  auftretende  Constante  g  ist 

Die  Vergleichnng  Ton  6)  mit  1)  ergiebt,  dass  hier 

wird.    Demnach  wird  die  Gleichung  3)  für  nnsem  Fall 

g'C«  A*C*  A*S^  A*B*C* 

p.w{l-^)    ''^wiL-i)    ».w{l-^)    ^•'^'*''* 

oder 

8)  ?L + ^L + fl! +1  =  0 

^  Ä{AL^g)  ^BiBL-g)  ^C{CL^g)^       ^' 

Andererseits  sind  die  Parameter  A,,  A^,  iL,  der  drei  durch  den  Punkt  a?|, 
t/v  'i  gelegten,  zu  5)  confocalen  Flächen  durch  die  Gleichung  bestimmt 

eine  Gleichung,    die    nach  Subtraction    der    die  Constante  g   definirenden 
Gieiohung  7)  die  Form  annimmt: 

Die  Vergleichung  yon  8)  und  9a)  zeigt,  dass  die  Gleichung  für  X  dieselbe 

ist  wie  die  für  —  y--     Die  drei  Wurzeln  von  8)  hängen   daher  mit  den 

Parametern  A|,  il,,  A,  der  obengenannten,  zu  5)  confocalen  Flächen  durch 
die  Gleichungen  zusammen 

10)  i.=-f .  ■z^.=-t:'  -^« — f  • 

A|  Aj  *3 

Die  Gleichung  6)  des  Berührungskegels  wird  also,  auf  die  Eegelazen  be- 
logen: 
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-^^-t''-t'"=« 


oder 

Die  Oleichnngen  4)  ergeben  femer  die  Bichtnngscosinas  oi,  ßi^  yt  ^®'  ^^^ 
Wurzel  Li  entsprechenden  Eegelaze  gegen  die  Axen  X,  F,  Z,  also  auch 
gegen  die  parallelen  Axen  Xy  y^  z*    Es  wird 

„yi^i/"     9       9\_o  ^i^if     9       9\_^fiyx(     9      9\ 

oder 

a,— =  ft  — -—  =  yi— » 

,  ,  ^1  yi  *i 

d.  n. 


Diese  Gleichongen  lehren,  dass  die  Hauptaxen  des  Berfihmngskegels  rasam- 
menfallen  mit  den  Normalen  der  drei  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gehen- 
den, zur  gegebenen  Fläche  confocalen  Flächen.  Aus  11)  sieht  man,  dass 
die  Coefficienten  der  auf  seine  Hauptaxen  bezogenen  Kegelgleichung  die 
reciproken  Parameter  jener  drei  Flächen  sind.  Endlich  folgt  aus  11)  un- 
mittelbar, dass  die  Yon  demselben  Punkte  d^,  yj,  ir^  an  eine  Schaar  confo- 
caler  Flächen  zweiter  Ordnung  gelegten  Bertthrungskegel  coaxial  und  con- 
focal  sind. 

Die  vorstehenden^ Beweise,  die  sich  mit  Leichtigkeit  auf  die  Fälle  über- 
tragen lassen ,  in  denen  eine  oder  zwei  der  Grössen  ^  i  ^i  >  i^i  yerschwinden, 
oder  auch  auf  den  Fall,  dass  an  Stelle  der  Fläche  5)  eines  der  Paraboloide 
tritt,  scheinen  mir  einflEicher  zu  sein  als  die  Salmon*schen  Beweise  [yergl, 
Salmon- Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  Bd.  I,  1.  Aufl., 
S.  254 flgg.]  und  als  die  sehr  elegante  Darstellung  des  Herrn  H.  A.  Schwarz 
[Bestimmung  der  scheinbaren  Grösse  eines  EUipsoids  etc. ,  Göttinger  Nachr. 
1883,  S.  39]. 

Halle  a.  S.,  den  6.  December  1888.  WAsautoi. 


VIIL 

Ueber  die  Flächen  dritter  Ordnung  (^^)  und  vierter 
Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  (i^^),  insbesondere 

über  deren  Geraden. 

Von 

Prof.   KiTPPER 

in  Prag. 


Anfitelliiiig  yon  fünf  quadratischen  Transformationen,  durch  welche 

eine  F^  in  sich  selbst  verwandelt  wird. 

jP'  sei  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt,  a*  ein  auf  ihr 
befindlicher  Kegelschnitt,  £  die  Ebene  des  a^  q  die  Gerade,  welche  £ 
ausser  a'  noch  aus  F^  schneidet.  Durch  q  gehen  fünf  Ebenen,  die  F^ 
sosserhalb  q  berühren.  Ist  a  einer  der  fünf  Berührungspunkte,  so  schneiden 
sich  in  a  zwei  Gerade  Z,  k  der  F^,  welche  beide  q  treffen. 

Eine  beliebig  durch  0  gezogene  Gerade  schneidet  aus  F^  ein  Punkte- 
paftr  r,  ^;  der  Punkt  a\  welcher  von  a  durch  dieses  Paar  harmonisch  ge- 
trennt ist,  hat  zum  Ort  £q\  die  quadratische  PolarflSche  von  a  in  Bezug 
wf  F\  Z^  enthält  i,  X  und  hat  ferner  mit  F^  eine  Raumcurve  vierter 
Ordnang  ^  gemein ,  welche  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  aus  a  an  F^ 
möglichen  Tangenten  ist. 

Diese  ^  ist  Basis  eines  Büschels  (<p^) ,  in  welchem  die  Fläche  E^  vor- 
kommt. 

Wenn  man  jede  dieser  <p^  mit  der  Polarebene  von  a  in  Bezug  auf  die- 
selbe schneidet,  so  ist  der  Ort  der  erhaltenen  Schnittlinien  zweiten  Grades 
eine  cubische  Fläche,  welche  die  vorliegende  F^  längs  i^  berühren  und  die 
Geraden   2,  A  enthalten  wird.     Daher  wird  sie  mit  F^  identisch  sein.     Die 
ebengedachten  Polarebenen  müssen  durch  eine  feste  Gerade  gehen,  die  Con- 
jngirte  von   a  in  Bezug  auf  den  Büschel   (qp^),   und  es  wird  diese  Gerade 
der  F^  angeboren,   folglich  identisch   mit  q  sein,   da  sie  in  der  Ebene  IX 
liegen  muss.     In  dem  Büschel   {q>^)  kommt  mithin   auch  eine  Fläche  vor, 
welche  durch  a^  geht;  diese  sei  H^.     Die  Ebene  Z  ist  nun  Polarebene  von 
c  in  Bezug  auf  H\ 

Diese  Construction  von  F^  zeigt  sogleich,  dass  ein  beliebiges  Paar  r,  q 
durch  f  harmonisch  getrennt  ist,  so  dass,  wenn  die  Flächen  Z^y  H^  vor- 
liegen, sftmmtliche  Paare   der  F^  leicht  zu  construiren  sind.     Es  ist  aber 

ZtitMhilfl  t  MAthtmaUk  «.  Plgrdk  XZZIV,  a  ^ 
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zweckmässig,  eine  andere  Fläche  zn  benutzen,  nämlich  die  Polarfignr  Q*  von 
2i*  in  Bezug  auf  HK  Weil  2^*  die  Geraden  l,  X  enthält,  wird  Q*  die 
Ebene  £  in  den  conjugirten  Polaren  von  {,  l  schneiden.  Diese  beiden 
Geraden  der  Q^  sollen  beziehlich  mit  l\  l!  bezeichnet  werden,  q^  sei  ihr 
Schnittpunkt. 

1.  Wir  betrachten  zuerst  die  Quadriflächen  F',  welche  den  Kegel- 
schnitt a*  enthalten,  und  F^  Überdies  in  zwei  anderen  Kegelschnitten 
oc*,  y^  durchdringen.  Wird  eine  solche  F^  vorausgesetzt,  und  nennt  man 
Xy  y  die  beiden  Punkte ,  welche  ^,  y^  gemein  haben ,  X,  Y  die  Ebenen  von 
«*,  y*,  so  gehen  durch  «*,  y*  oo^  Flächen  t|;*,  von  denen  jede  eine  Curve  i? 
aus  F^  schneiden  wird.  Dabei  fEÜlen  diese  i?  in  die  durch  q  möglichen 
Ebenen.  Nun  befindet  sich  unter  den  ^'  auch  das  Ebenenpaar  X,  Y, 
Wenn  sodann  die  Gerade  xy  die  F^  in  e  durchstOsst,  so  müssen  in  $  zwei 
Gerade  von  F^  zusammentreffen,  die  in  den  Ebenen  X,  Y  sind  und  auf  q 
stehen.  Mithin  folgt,  dass  e  einer  der  ftlnf  mit  a  bezeichneten  Punkte  sein 
muss.  In  der  Ebene  X  liegt  ausser  s?  eine  durch  $  gehende  Gerade  von  JP', 
also  entweder  {,  oder  i,  etwa  {,  so  dass  Y  durch  A  gehen  wird. 

Wenn  umgekehrt  a  ausgewählt  ist  und  durch  { eine  beliebige  Ebene  X 
gelegt  wird,  welche  a?  aus  F^  schneiden  möge,  so  hat  man  in  a\  a?  die 
Basis  eines  Büschels  (F^) ,  durch  dessen  Flächen  aus  F^  alle  ^  geschnitten 
werden,  deren  Ebenen  die  Gerade  X  enthalten.  Folglich  existiren  f&nf 
Sj:iteme  solcher  JP',  wie  wir  sie  betrachten  wollten,  den  fünf  Punkten  c 
entsprechend;  jede  F^  berührt  F^  in  zwei  Punkten  d?,  y,  deren  Verbin- 
dungslinie einen  der  a  enthält  Zur  Untersuchung  eines  dieser  Systeme 
bedienen  wir  uns  einer  Abbildung  der  JP',  die  man  oft  mit  Nutzen  anwen- 
den kann. 

2.  YerknflpftaDg  einer  bekannten  Transformation  der  Paukte  r,  ^ 

des  Baumes  mit  dessen  Ebenen  B. 

Ist  eine  Quadrifläche  H^  gegeben,  und  wird  ausserhalb  H*  ein  Punkt  ö 
als  fest  angenommen,  so  hat  man  in  den  Punkten  r,  p,  die  auf  den  Strahlen 
T  von  ö  liegen»  und  welche  in  Bezug  auf  H^  conjugirt  sind,  eine  quadra- 
tische Transformation  (r,  q)  des  Baumes. 

Nun  lassen  vrir  den  Paaren  rg  die  Ebenen  R  des  Baumes  in  folgender 
Weise  entsprechen:  unter  £  die  Polarebene  von  c  in  Bezug  auf  EP,  unter 
a^  den  Schnitt  von  £,  H^  verstanden,  müssen  sich  die  beiden  Kegel,  welche 
a'  aus  den  Punkten  r,  g  eines  beliebigen  Paares  projiciren ,  auf  JP  in  einer 
ebenen  Curve  r' durchdringen ;  die  Ebene  der  t^  seil?,  sie  entspricht 
dem  Paare  rg.  Wenn  man  andererseits  H^  mit  irgend  einer  12  in  r* 
schneidet  und  mit  r,  g  die  Spitzen  der  Quadrikegel  bezeichnet,  welche  durch 
o^,  r*  mOglich  sind,  so  ÜEdlen  diese  bekanntlich  auf  den  Strahl  von  «,  wel- 
drar  sor  Schnittlinie  RS  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  If,  und  es  ist  auch  r 
"Ml  f  durch  H*  harmonisch  getrennt 
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Wesentlich  aber  ist,  dass  der  Pol  0^  von  22  in  Bezug  auf  H' 
imStrahle  <yr  liegt  und  von  a  dnrch  rp  harmonisch  getrennt  ist. 

Denn  projicirt  man  r,  g  aus  der  Geraden  B£  durch  zwei  Ebenen,  so 
haben  diese  p ,  r  zu  Polen  bezüglich  H^  und  sind  offenbar  durch  die  Ebenen 
£f  £  harmonisch  getrennt.  Demnach  sind  die  Pole  dieser  vier  Ebenen 
birmonische  Punkte:  r,  p,  a,  a. 

Femer  ist  hervorzuheben ,  dass ,  wenn  r  irgend  eine  Gerade  9  des  Baumes 
Imchreibt  —  also  p  einen  Kegelschnitt  der  Ebene  09  durchläuft  — ,  R  einen 
Qnadrikegel  umhüllen  wird,  dessen  Spitze  in  2  liegt.  Denn  da  R  stets 
&  conjugirte  Polare  von  ar  bezüglich  H^  enthält,  so  geht  sie  durch  den 
Pol  der  Ebene  ag;  schneidet  letztere  H^  in  b\  €?  in  den  Punkten  1,  2,  so 
haucht  man  nur  r  aus  1,  2  auf  V  zu  projiciren,  um  zwei  Punkte  der 
Geraden  zu  finden,  welche  R  mit  der  Ebene  09  gemein  hat.  Es  leuchtet 
aber  sofort  ein,  dass  die  so  construirte  Gerade  einen  Kegelschnitt  umhüllt. 

t.  Bureh  die  Transformation  (r^)  werden  folgende  Gebilde  in  sich  selbst 

verwandelt: 

a)  Gewisse  Quadriflächen  P^,   Wenn  P^  von  den  Strahlen  durch  a 
in  Paaren  rq  getroffen  wird,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  c\  welcher  von  c 
durch  rq  harmonisch  getrennt  wird ,  eine  Ebene ;  folglich  enthalten  nach  2. 
die  zageh9rigen  R  einen   festen  Punkt  p,    den  Pol  jener  Ebene.     Wenn 
daher  P'^existirt,  so  gehört  sie  zu  einem  bestimmten  Punkte  p. 
Umgekehrt:   Zu  jedem  Punkte  jp  des  Raumes  gehört  eine  P^, 
Beweis.     Durch  p  seien   irgend   zwei  Ebenen  i2j,  i2,  gelegt,  die  aus 
-BP  die  Linien  r,*,  r^*  schneiden.     Alsdann  sind  a*,  r^*  und  a*,  r^*  die  Basen 
xweier  Büschel  von  Quadriflächen,  die  auf  jeder  durch  p  gezogenen  Geraden  p 
dienftmliche  Involution  j  ausschneiden;  denn  in  den  Involutionen,  welche 
jene  Büschel  liefern,  sind  zwei  gemeinschaftliche  Paare:  erstens  die  Schnitt- 
punkte von   p  mit  jET',  zweitens  p  selbst  und  der  Durchstosspunkt  von  p 
i&  I.    Nun  sind  die  Doppelpunkte  der  j  zwei  Kegelspitzen  r ;  denn  wird 
(3.)  r  auf  p  variabel  gedacht,   so  umhüllt  R  einen  Quadrikegel,   und  es 
ci^et  sich  zweimal ,  dass  ein  R  durch  p  geht.   Die  diesen  Lagen  von  R  ent- 
■prechenden  Kegelspitzen  sind  offenbar  die  Doppelpunkte  der^'.     Es  erübrigt 
n  zeigen,    dass  sie  für  alle  p  auf  einer  bestimmten  Quadrifläche  liegen: 
^i  sei  ein  solcher  Doppelpunkt,   dem  die  Ebene  R^  entspreche.     Es  giebt 
tiae  einzige  Quadrifläche,  welche  r^^  enthält,  und  den  Kegel,  der  aus  p 
die  Corvo  a'  projicirt,   längs  a^  berührt;  sie  sei  P^.     Sucht  man 
Mif  p  die  Involution  conjugirter  Pole  für  P*,  so  liegt  von  dieser  ein  Paar 
vor  in  p  and  dem  Schnittpunkte  p£y  ein  zweites  besteht  aus  den  Punkten, 
in  welchen   p   den   Kegel   durchdringt,    der  r^  mit  a^   verbindet  —  Man 
sfkeimt  dies  sogleich,   wenn  man   den  Schnitt  von  P^  mit  der  Ebene  r^p 
Mnehtei  —  Somit  erhellt,  dass  j  selbst  die  gesuchte  Involution  ist,  dass 
»Uofj  ein  Punkt  von  />*  ist. 
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Liegt  p  in  H\  so  wird  P^  der  Kegel  mit  der  Basis  a^  der  Spitze  p] 
Hegt  p  in  £,  so  zerfällt  P^  in  2^  und  die  Polarebene  P  yon  j)  in  Bezng 
auf  H*. 

h)  Die  Kegelschnitte  9^  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die 
Ebene  eines  in  sich  transformirbaren  9^  durch  a  gehen  muss.  Bestimmt 
man  dann  die  Punkte  a\  so  erfüllen  sie  die  Polare  von  a  bezüglich  9^  und 
die  den  Paaren  rg  zugewiesenen  R  werden  einen  Büschel  bilden,  dessen 
Axe  9  jener  Pole  in  Bezug  auf  JET'  conjugirt  ist.  Wir  sagen,  zu  9  ge- 
hört 9^.  Wird  9  beliebig  angenommen,  so  existirt  auch  9^;  denn  zu  irgend 
zwei  Punkten  Pi^Pi  der  9  gehören  P^^^  jP,*,  welche  ausser  a*  noch  einen 
Kegelschnitt  gemein  haben;  dieser  ist  9^. 

Zwei  in  derselben  —  durch  a  gelegten  —  Ebene  befindliche  9'  haben 
zwei  Punkte  auf  a^  gemein  und  überdies  ein  Paar  rg]  die  9,  zu  welchen 
sie  gehören,  treffen  sich  auf  JS^  und  umgekehrt.  Vor  Allem  ist  zu  be- 
achten, dass  9^  zerf&llt,  wenn  H^  von  9  berührt  wird;  geschieht 
dies  in  Pj  so  besteht  9^  aus  zwei  Kanten  des  Kegels  P^,  nSmlich  aus  den- 
jenigen, welche  P^  mit  der  Polarebene  des  in  2*  befindlichen  Punktes  von  9 
gemein  hat.  Wird  hingegen  H^  von  9  in  zwei  getrennten  Punkten  p^y  p^ 
getroffen,  so  kann  9^  deshalb  nicht  zerfallen,  weil  die  Kegel  Pj*^  P,' 
nicht  zwei  gemeinsame  Kanten  haben  können. 

c)  Die  biquadratischen  Raumcurven  r^.  Hier  muss  natürlich  0 
die  Spitze  eines  der  durch  r^  möglichen  Quadrikegel  sein,  etwa  von  a\ 
Alsdann  liegen  die  Punkte  0'  in  der  Ebene  Py  welche  die  drei  anderen 
Kegelspitzen  enthält,  mithin  auf  der  Schnittlinie  von  Py  aK  Demzufolge 
umhüllen  die  R  einen  Quadrikegel,  die  Polarfigur  jener  Schnittlinie  be- 
züglich H*,     Das  Inverse  ist  offenbar. 

d)  Die  in  sich  transformirbaren  cubischen  Flächen  F\ 
Zunächst  leuchtet  ein,  dass  eine  solche  F^  durch  a  gehen  muss,  da  jede 
durch  G  denkbare  Gerade  r  die  F^  in  einem  Punktepaare  rg  durchstösst. 
Betrachtet  man  eine  to»  welche  jET*  in  Tq  —  auf  a*  —  tangirt,  so  wird  r^ 
zu  jedem  auf  Xq  möglichen  Paare  gehören.  Somit  muss  F^  durch  a'  gehen, 
und  es  föllt  in  £  eine  Gerade  q  der  Fläche.  Nun  ist  jeder  Punkt  auf  q 
mit  einem  Nachbarpunkte  von  a  gepaart,  folglich  wird  die  Ebene  cq  Tan- 
gentialebene von  F^  in  a  sein  und  mit  F^  zwei  in  £  zusammenstossende 
Gerade  2,  k  gemein  haben. 

Bestimmt  man  jetzt  die  Punkte  a\  so  erhält  man  als  Ort  fiOr  sie  die 
Polarfläche  £^*  von  a  fttr  die  F^,  und  es  werden  die  den  Paaren  rg  auf 
F^  zugewiesenen  R  Tangentialebenen  der  Quadrifiäche  Q^  sein,  welche  als 
Polarflgnr  von  £q^  in  Bezug  auf  H^  als  Grundfläche  auftritt.  Sind  wieder 
r,  k'  die  conjugirten  Polaren  von  2,  A,  also  in  £  gelegen,  so  nimmt  Q* 
diese  Geraden  auf  und  berührt  2  in  ihrem  Schnittpunkte  g^.  Hieraus  eidit 
«■0,  dMi  eine  F',  wie  wir  sie  voraussetzten,  zu  einer  bestimmten ,  die 
M  JB  berührenden  Quadrifiäche  0*  derart  gehört,  daes  den  laagentii)* 
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'^-*"  M^^-»  ■^.•    v^ 


ebenen  Yon  0'  die  Paare  der  F^  in  eindeutig  umkehrbarer  Weise  entspre- 
eben.    Die  Inversion  gestaltet  sich  sehr  einfach: 

Geht  man  von  0^  aus ,  so  ergiebt  sich  zunSchst  £q^^  ihre  Polarfigur  als 
Ort  der  Punkte  c\     Das  auf  aa  befindliche  Paar  rg  ist  dadurch  bestimmt, 
di88  es  sowohl  durch  c^  a,  als  durch  H^  harmonisch  getrennt  wird,  d.  h. 
dm  rp   die  Doppelpunkte  der  auf  den  Greraden  t  durch  die  Flächen  £q\ 
ff*  bestimmten  Involutionen  sind.    Dass  auf  jeder  r  ein  Paar  auftritt,  folgt, 
weon  man  durch   die   conjugirte  Polare  r'  von  r  bezüglich  H^  die  von  £ 
wschiedene  Tangentialebene  R  von  (/^  beachtet.     Will  man  die  in  Rede 
Mienden  Doppelpunkte  construiren,  so  kann  man  folgendermassen  vorgehen: 
P^  £q^  durchdringen  sich  in  einer  Baumcurve  t\   welche  Basis  eines  Bü- 
aebels  von  QuadrifllU^hen  ist.     Zieht  man  von  a  an  sämmtliche  Flächen  dieses 
BlUchels   Tangenten,  so  erhält  man  in  den  Berührungspunkten  die   frag- 
lieheh  Doppelpunkte;    aber  so  resultirt  eine  cubische  Fläche,    der 
auch  der  Kegel  umbeschrieben  ist,   welcher  t^  aus  a  projicirt. 

4.  Uebergang  zur  F^  —  ihre  10  Geraden. 

Mit  Hilfe  der  zwischen  F^,  Q*  etablirten  Abhängigkeit,  die  nach  1. 
stete  möglich  ist,  lassen  sich  die  JP^  welche  a^  nebstdem  noch  zwei  Kegel- 
Bcbutie  d^,  y^  mit  F^  gemein  haben  und  das  System  o  constituiren ,  klar 
erlrennen:  Bedeutet  g  eine  Gerade  von  0^,  z.  B.  auf  V  stehend,  so  gehört 
zu  ihr  ein  Kegelschnitt  9*  auf  F\  dessen  Ebene  die  Gerade  l  enthält,  weil 
die  Polarebene  des  Punktes  ^.V  den  g^  aufnehmen  muss.  g'  ist  also  einer 
der  sf.  Durch  eine  Gerade  der  andern  Schaar  von  Q^  würde  man  einen  y^ 
erhalten ,  und  zum  Schnittpunkt  f  beider  Geraden  wird  eine  F^  gehören ,  die 
^^^1y'  enthält,  d.  h«:  das  System  a  besteht  aus  den  zu  allen  Punkten 
von  0*  gehörigen  Quadriflächen,  diese  berühren  i'^^  in  je  einem 
pQnktepaar  rg. 

Durch  ein  beliebig  im  Räume  gewähltes  Paar  VqQq  gehen  'einfach  un- 
endlich viele  i^',   nämlich  sie  gehören  zu  den  Punkten  /*,  welche  die  durch 
'bpQ  mitbestimmte  Rq  mit  Q^  gemein  hat,   und   werden   von  einer  F^ 
Eingehüllt,  welche  die  Doppelcurve  a^  die  Doppelpunkte  r^,  Qq 
"^sitzt  und  der  F^  längs  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung  0* 
^^beschrieben  ist  (vergl.  9.,  wo  anstatt  F^  nur  F^  zu  setzen  ist). 

Jetzt  soll  eine  beliebige  JP*  mit  der  Doppelcurve  a-  betrachtet  werden, 

^o    sei  irgend  ein  Punkt  der  Fläche.     Dem  Kegel,   welcher  a^  aus  Qq  pro- 

^^^irt,  beschreibe  ich  längs  a*  die  Quadrifläche  G^  ein  und  nenne  (ra)  die 

^iransformation,   deren  Centrum  (>(,,   deren  Ordnungsfläche  G^ 

^•t    Durch  diese  wird  JP*  in  eine  F^  übergeführt,  welche  a^  einfach  ent- 

^^t,  somit  eine  Gerade  q  aus  der  Ebene  £  schneidet,  in  der  a^  liegt.    Eine 

^  fünf  Tangentialebenen  von  F^   die  durch  q  möglich  sind,  berühre  F^ 

ii  i;  dann  ist  s  nach  1.  das  Centrum  einer  Transformation  [tq),  welche  F^ 
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in  sich  yerwandelt.  In  dieser  gehöre  Tq  zum  angenommenen  Ponkte  ^. 
Nach  dem  eben  Gesagten  giebt  es  durch  a^  r^,  Qq  oo^  Quadrifllchen  ?*, 
welche  f*'  in  ihren  gepaarten  Punkten  berühren.  Diese  F^  werden  doidi 
die  erste  Transformation  {rc)  in  Ebenen  yerwandelt,  welche  den  Punkt 'i| 
aufoehmen,  in  den  Tq  sich  transformirt,  und  so  ünden  wir  oo^  Bitangentiil* 
ebenen  der  F\  zugleich  mit  deren  Enveloppe,  der  transformirten  oben  an- 
gegebenen F^  mit  den  Doppelpunkten  r^,  Qq, 

Vor  Allem  muss  man  die  Kegelschnitte  d^,  y^  in  Betracht  ziehen,  wdd» 
von  den  F*  aus  F^  geschnitten  werden:  Sind  r,  ^  die  in  5  sich  treffsiidai 
Geraden  der  F^,  so  besteht  ein  beliebiges  Paar  aus  einem  a^,  dessen  Eban 
durch  X ,  einem  y\  dessen  Ebene  durch  ^  geht  Hierbei  ist  aber  jedem  f 
ein  bestimmter  y^  zugewiesen,  da  es  nur  eine  F*  giebt,  die  a*,  x*  vai 
den  Punkt  qq  enthält. 

Durch  die  Transformation  wird  a^,  y^  wieder  in  ein  Kegelschnittpür 
—  T*,  ^*  —  verwandelt,  weil  /**,  auf  welcher  rc*,  y*  sind,  in  eine  Ebew 
übergeht  und  die  Transformation  centrisch  ist.  Denkt  man  die  00^  doieh 
a\  7?  mögliche  QuadriflSchen  X',  so  enthalten  diese  sämmtliche  y^\  ooter- 
wirft  man  diese  X^  der  Transformation  (ro),  so  gehen  sie  in  QuadriflScboa 
X^  über,  weil  a^  auf  allen  X^  liegt.  Da  femer  die  resultirenden  X^  ein« 
Büschel  mit  der  Basis  (a^,  7?)  bilden ,  sie  daher  noch  einen  variabelen  Kogd* 
schnitt  mit  F^  gemein  haben,  der  kein  anderer  als  ^^  sein  kann,  so  folgt 
für  JP*:  j 

„Nimmt  man  aus  einer  willkürlichen  Bitangentialebene  einen  Kegel- 
schnitt t'  und  benutzt  ihn  mit  a^  als  Basis  eines  Büschels  (X^),  so  schnei- 
den dessen  Flächen  noch  einen   variablen  Kegelschnitt  ^'  aus  F^^  dessen 
Ebene  einen  festen  Punkt  öq  der  Ebene  des  x^  enthält.  **     Zieht  man  vontfo 
an  die  X^  Tangenten,   so  ergiebt  sich  als  Ort  für  ihre  Berührungsponkte 
eine  Quadrifläche  H^.     Jede   durch   ^o  gehende  Gerade  r  wird  von  zwei 
Flächen  X*  berührt  —  in  den  Punkten,   wo  r  die  H^  trifft  — ,  von  deo 
übrigen  aber  in  Punktepaaren  geschnitten ,  die  durch  jene  Berührungspunkte 
harmonisch  getrennt  sind.     H^  geht  durch  a^  und  berührt  längs  c?  dex^ 
Kegel,  dessen  Spitze  öq  ist.     Also  werden  die  X^  demzufolge  auch  f^ 
durch  die  Transformation,  von  welcher  öq  das  Centrum,  JETq*  die  Ordnun^^ 
fläche  ist,  in  sich  selbst  verwandelt. 

Bestimmt  man  endlich  für  jeden  auftretenden  ^^  die  Polare  des  Poi*-^ 
tes  <Jq,  so  erfELlIen  dieselben  ein  Hyperboloid  2^  (vergl.  7.),  dessen  Pol^^ 
figur  in  Bezug  auf  H,^  eine  Quadrifläche  Q^  liefert ,  deren  Berührungseben^ 
B  den  Paaren  der  F*^  in  der  unter  2.  angegebenen  Weise  entsprechen.  V^ 
stehendes  lässt  sich  so  zusammenfassen: 

Eine   F^  mit  der  Doppelcurve  a^  kann  durch  fünf  TraF 
formationen  der  hier  definirten  Art  in  sich  übergeführt. * 
den,    und   es  entsprechen  die  Paare,    welche   bei  einer 
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Transformationen   auf   F^  erBcheinen,   den   Tangentialebenen 
einer  gewissen  QnadriflSche.* 

Wäre  umgekehrt  die  Transformation  gegeben  durch  ihr  Centrum  a^ 
ihre  Ordnungsfläche  Jf^  wodurch  a^  sich  bestimmt,  so  gehört  auch  zu  jeder 
beliebigen  Quadrifläche  Q*  eine  F^  mit  der  Doppellinie  a^ 

Beweis.  Q^  denke  man  erzeugt  durch  die  variable  Gerade  e,  welche 
zwei  festgehaltene  Gerade  g|,  92  in  p^^  p^^  die  Ebene  Z  —  des  a*  —  ia  p 
^^  2^  9i>  Os«  ^  mögen  die  Kegelschnitte  gj',  g2^  ^  gehören;  dann  be- 
schreibt  e*  die  F^:  Denn  die  Flächen  P^^  P^  beschreiben  zwei  Büschel| 
deren  Basen  in  a',  ^^  und  a^,  ^^  vorliegen.  Sieht  man  die  beiden  Flächen 
als  homologe  an,  welche  denselben  e^  enthalten,  wie  z.  B«  P^y  P^^  so  sind 
die  Bflschel  projectivisch  aufeinander  bezogen.  Nämlich  die  P^  entsprechen 
projectivisch  den  Punkten  p^^  weil  diese  die  Pole  der  festen  Ebene  Z  in 
Bezog  auf  die  P^  sind  (3a).  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  P^  und  p^\ 
nnd  da  die  ^2  ^^^  Pi  projectivisch  zugeordnet  sind ,  so  gilt  Gleiches  für  die 
Pj^  P^y  folglich  beschreibt  e^  eine  FK  Erwägt  man,  dnss  die  zu  p  ge- 
hörige P^  ebenfalls  e'  enthalten  muss,  dass  aber  diese  P^  die  Polare  Pdesj? 
in  Bezug  auf  j5^^  als  Bestandtheil  hat,  so  folgt,  dass  die  Ebene  P^  die  sich 
nm  a  dreht,  Bitangentialebene  von  F^  ist,  indem  sie  ausser  (?  noch  einen 
Kegelschnitt  aus  F^  schneiden  wird.  Da  femer  der  Ort  für  p  die  Curve 
9'  ist,  welche  Q\  £  gemein  haben,  so  umhüllt  P  den  Quadrikegel  a',  wel- 
cher die  Polarfigur  von  q^  bezüglich  H^  ist. 

Die  in  sich  transformirbaren  Kegelschnitte  der  F^  liegen  hiemach  paar- 
weise in  den  Bitangentialebenen  P\  wenn  6^*62*  ein  solches  Paar  in  P  ist, 
so  gehören  sie  zu  zwei  sich  in  p  treffenden  Geraden  e^ ,  e^  der  Q ',  die  beiden 
Bertthmngspankte  r,  q  von  p  und  F^  entsprechen  der  Ebene  e^  e^  =  22. 

Nun  giebt  es  acht  Gerade  e^ ,  . . . ,  e^  auf  Q ',  welche  H^  berühren ,  von 
denen  vier   (die  mit  ungeradem  Index)  der  einen,   die  vier  anderen  63,  64, 
e^,  eg  der   zweiten  Schaar  angehören.     Die  zugehörigen  e^  zerfallen  in  Ge- 
radenpaare (32)),  und  zwar  liefem  jene  vier  Geraden  die  Paare  aa^  hß,  cy^ 
döf  diese  a,«!,  h^ßi^  c^Yi^  d^ö^y  in  zwei  Gruppen  I,  II  so  vertheilt,  dass 
irgend  ein  Paar  von  I  von  jedem  aus  II  in  zwei  Punkten  r,  q  geschnitten 
wird,  während  eine  Gerade,  aus  I  entnommen,  von  den  nicht  mit  ihr  ge- 
paarten  in   I   nicht  geschnitten    wird,    wohl    aber   von   vier  Geraden  der 
Gruppe  IL** 

Diese  16  Geraden  sind  die  einzigen  der  F^. 
Beweis,    p^a  sei  eine  Gerade  von  F^,  wobei  a  auf  a',  p^  ebenfalls 
anf  JS^  liege.     Durchläuft  r  die  Gerade  Pqü^   so  bleibt  auch  g  auf  einer 


*  Dasa  diese  fünf  Traneformationen  die  einzigen  ihrer  Art  sind,  wurde  von 
mir  bewiesen  (Abh.  d«  k.  böhm.  Ges.  d.  Wiss.   VII.  Folge  2.  Bd.). 

**  Diese  Ableitung  der  F^  aus  einer  Q*,  sowie  die  Constmction  ihrer  16  Ge- 
imden,  welche  sofort  das  von  Clebsch  angegebene  Arrangement  zeigt,  habe  ich 
aoertt  mitgetbeilt  (a.  a.  0.  VI.  F.  Bd.  5). 
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darch  Pq  gehenden  Geraden  p^ot^  die  auch  ganz  in  F^  liegt.     Ist  s  der 
der  Ebene  apo^t  in  Bezug  auf  jET^,   so  berührt  sp^  die  JET*  in  Pqj  und 
entsprechen   den  durch  epQ  gehenden  Ebenen  R  jene  Paare  rg.     Aber  &1#^ 
Paare  der  F^  rühren  von  Tangentialebenen   der  Q^  her,  mithin  moss  s 
eine  Gerade  von  Q^  sein,  w.  z.  b.  w.     Man  kann  demnach  schliessen: 

Jede  Gerade  a  der  F^  wird  von  fünf  anderen  unter  siclr 
windschiefen  der  sechzehn  geschnitten. 

Welche  Modification  dieser  Ausspruch  erleidet,  wenn  die  Flächen  H\ 
0*  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  soll  später  erörtert  werden;  zunächst 
bildet  er  die  Grundlage  der  Untersuchung  über: 

5.  Das  gegenseitige  Yerhalten  der  10  Geraden. 

unter  einem  Geradenpaar  sind  zwei  sich  schneidende  der  sechzehn  zu 
verstehen.  Ist  eine  der  16  Geraden  mit  mehreren  gepaart,  so  soll  sie  die 
Transversale  derselben  heissen.  Windschiefe  nennen  wir  n  Gerade, 
wenn  unter  ihnen  kein  Paar  ist.  Da  jede  beliebige  a  Transversale  von 
flinf  Windschiefen  ist,  so  liegen  nie  drei  Gerade  in  einer  Ebene,  und 
es  existiren  1^Jl1  =  40  verschiedene  Paare. 

2 

a)  Zwei  Windschiefe  a,  h  haben  zwei  Transversalen  C|,  dp 
Das  durch  a^  a ,  h  mögliche  Hyperboloid  hat  mit  F^  noch  einen  Ort  zweiter 
Ordnung  gemein f  durch  einen  Punkt  x  desselben,  welcher  auf  keiner  der 
drei  Linien  a\  a^  h  liegt,  geht  eine  Gerade,  welche  die  drei  schneidet 
und,  da  sie  fünf  Punkte  von  F^  enthält,  unter  den  sechzehn  sein  muss. 
Jener  Ort  besteht  daher  aus  zwei  Transversalen  von  ah;  sie  seien  Ci,  d|. 

h)  Drei  Windschiefe  a,  h^  c  besitzen  eine  einzige  Trans- 
versale d|.  Denn  das  Hyperboloid  (ahc)  hat  mit  dem  eben  benutzten 
ausser  a,  h'  noch  zwei  Gerade  gemein,  wovon  die  eine  der  c  auch  dem 
Kegelschnitte  a^  begegnet,  die  andere  somit  fünf  Punkte  von  f*^  aufnimmt; 
diese  letztere  werde  mit  dj  bezeichnet,  und  die  beiden  Geraden,  welche 
ausser  ahc  noch  auf  d^  stehen,  sollen  d,  ö^  heissen. 

c)  Die  Geraden  vi  er  iß.  Vier  Windschiefe  a,  &,  c,  d  können  nach 
b)  höchstens  eine  Transversale  besitzen.  Aus  diesem  Grunde  können  sie 
auch  nicht  hyperboloidisch  liegen,  da  bei  dieser  Annahme  die  in  h)  ge- 
brauchte Schluss weise  für  sie  vier  Transversalen  ergäbe.  Sollen  aber  ah  cd 
eine  Transversale  haben,  so  muss  dj  diese  sein;  alsdann  muss  d  entweder 
mit  d  oder  8^  zusammenfallen. 

Könnte  demnach  eine  zn  a^  h,  c  windschiefe  Gerade  d  gefunden  wer* 
den,  verschieden  von  d,  ö, ,  so  würden  a,  6,  c,  d  keine  Transversale  — 
auf/**  —  haben.  Eine  solche  d  ist  nun  offenbar  die  Transversale,  welche 
d,  d|  ausser  d|  noch  besitzen.  Denn  würde  sie  z.  B.  a  treffen,  so  hätten 
if  d|,  a  drei  Transversalen.  Nennen  wir  diese  d,  so  haben  a,  &,  c,  d  die 
JKgenacliaft,  dass  die  Transversalen  von  je  dreien  aus  dieser  Gruppe  mit 
*  vierten  windschief  sind;    wir  nennen   {ab cd)  eine  Geradenvier   ^, 
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bezeichnen  die  vier  aaftretenden  Transversalen  mit  »i,  h^^  C|,  d^  je  nach- 
dem sie  beziehlich  windschief  zu  a,  &,  c,  d  sind.  Da  diese  letzteren  jetzt 
als  Transyersalen  von  a|,  &|,  Cj,  d^  erscheinen,   so  ist  auch  {a^h^c^d^)  eine 

Vier  äJj,  und  es  liegt  eine  Doppelvier  vor:  S5S3i  =  (^  h  c  d)' 

Die  zwölf  von  den  SS  verschiedenen  Geraden  lassen  sich  nunmehr  leicht 
Hberblicken.     Da  die  Transversalen  von  zwei  beliebigen  der  93  in  3$|  vor- 
kommen, 80  giebt  es  unter  den  übrigen  acht  keine  Gerade,   welche  mehr 
als  eine   der  S  schneidet.     Aber  a  wird  von  fünf  Geraden  getroffen,   von 
denen  &|,  C|,  d^   drei  sind;   bleiben  zwei,   o,  »x,  und  diese  müssen  unter 
den  acht  sein.     Ebenso  werden  6,  c  beziehlich  von  ß,  ß^\  y,  y^  und  ci,  wie 
sclion  angenommen ,  von  d ,  ^^  geschnitten.     Die  hier  aufgezählten  acht  sind 
sftmmtlich    verschieden,    da    keine    derselben  zwei   der  iß  schneiden  kann, 
irgend  eine  aber  stets  einer  93  begegnet.     Gegen  die  3$,  verhalten  sie  sich 
ebenso;  also  muss  er,  ebenso  a^  eine  der  93i  treffen,  und  zwar  eine,  die  zu  a 
windschief  liegt,  d.  h.  a^.     Es  sind  somit  a,  cc^  die  Transversalen  von  aa^, 
ß.  ßi  die  von  hhi  etc. 

Hier  zeigt  sich ,  dass  überhaupt  keine  zu  allen  93  —  oder  ißj  —  Wind- 
schiefe existirt.  Weil  ferner  a^,  6,,  Cj,  d,  d,  von  den  in  93  befindlichen  die 
d  sehneiden,  so  muss  jede,  von  diesen  fünf  verschiedene  Gerade  entweder  a, 
oder  l>,  oder  c  treffen,  mit  anderen  Worten:  eine  Gerade,  die  mit  ahc  wind- 
schief liegt,  muss  unter  den  fünf  Genannten  sein;  folglich  sind  diese  d,  ö^ 
önd  d.  Da  endlich  weder  ö,  noch  6^  mit  ahc  eine  Vier  liefern,  so  folgt: 
Öurch  drei  Windschiefe  a,  6,  c  ist  eine  Vier  (ahcd)  eindeutig 

bestimmt.    Auch  hat  man  sofort  die  Doppelvier  ( /j  j)  c  d  /  ^^^  ^^®  Sätze: 

Sind    gegeben    vier   Windschiefe,    so    bilden   sie   entweder   eine   Vier 

(a  Icd),    oder  nicht  —  ahcö^   ahcö^.     Im  ersten  Falle  existirt  keine  zu 

*Üen  vieren  windschiefe,  im  zweiten  nur  eine  —  di  oder  6.    Eine  Gruppe 

^On  sechs  Windschiefen  ist  unmöglich,   eine   solche  von  fünf 

^^t  stets  eine  einzige  Transversale. 

Anordnung  der  acht:    oa^,  ßß^  etc.     a  wird  geschnitten  von  a^  a^, 

^^mit  noch  von  drei  Geraden ,  welche ,  da  cc  weder  eine  Gerade  in  $  ausser  a, 

^och  in  93,   ausser   a,    treffen   kann,   unter  den   sechs   /3/S, ,   yy^,  ddj  vor- 

^«mmen  müssen.     Da  nun  die  Transversalen  von  j3j3, ,  yy^,  öö^  in  9},  SS, 

^^thalten  sind ,  so  muss  a  entweder  ß  oder  ß^ ,  y  oder  y^ ,  ö  oder  d\  treffen. 

^^  nns  die  Bezeichnung  der  Getroffenen  noch  freisteht,  so  seien  j3,,  y, ,  8^ 

^ieee.    Keine  von  ihnen  kann  von  «j  getroffen  werden,  weil  die  Transver- 

^^ka  von  «,  «j  in  a,  a,  vorliegen,  und  da  «j  mit  der  Transversale  a  von 

Pn  Xi,  dj  windschief  liegt,  so  bilden  «j,  /S,,  y^,  ö^  eine  Vier  93\. 

«1,  welche  weder  ß^y  noch  y,,  noch  d,  trifft,  muss  hiernach  sowohl  j5, 
■^  y,  als  t»  treffen,  und  man  hat  in  {ccßyö)  eine  Vier  iß'.     93'4)\  ist  eine 
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/  et  ß  y  d  \  Ä 

Doppelvier  \a  ß  y  6  )'^   ^^^'^  ^  ^^  windschief  gegen  a,  p,  )r,  muss  also 

nach  dem  eben  Gesagten  a^,  ßi  und  )r|  schneiden  u.  s.  w. 

d^  Die  fünf  Systeme  S  von  Oeradenpaaren.  aa  sei  irgend 
eines  der  40  möglichen  Paare.  Es  giebt  —  ausser  a  —  vier  Gerade,  die  a, 
und  ebenso  vier,  welche  a  treffen;  die  übrigbleibenden  sechs  sind  also  wind- 
schief zu  a  und  a.  5  sei  eine  dieser  sechs;  nach  Abzug  der  beiden  Trans- 
versalen von  &,  a,  der  beiden  von  &,  a  bleibt  noch  eine  Gerade  übrig, 
welche  h  schneidet,  aber  weder  a,  noch  a  trifft,  mithin  zu  jenen  sechs 
gehört;  sie  sei  ß.  Auf  diese  Weise  gewahrt  man,  dass  durch  ein  Paar  aa 
drei  andere  bß^  cy^  dö  bestimmt  sind,  so  dass  von  diesen  vier  Paaren  jedes 
gegen  die  anderen  windschief  liegt.  Vier  solche  Paare  bilden  deshalb  eine 
unzertrennbare  Gruppe  I. 

Ist  d|  die  Transversale  von  abc^  so  muss  d^  entweder  d  oder  6  treffen, 
da  die  zu  d  und  d  windschiefen  sechs,  mit  di  zusammengenonunen ,  die 
Gruppe  I  ausmachen  müssen.  Indem  wir  6  als  die  von  d^  geschnittene 
Gerade  annehmen,  liefern  nach  3.  {ab cd)  eine  Vier  S3.  Ich  behaupte, 
{otßyd)  ist  ebenfalls  eine  Geradenvier  9J':  (ai&|C|d|)  sei  die  Vier  Sj ,  welche 
9}  zur  Doppelvier  9J9}|  ergänzt,  dapn  gehören  a,  /9,  y,  d  zu  den  acht  Ge 
raden  [vergl.  c)] ,  welche  nicht  in  SS  SS^  vorkommen ;  denn  keine  der  Geraden 
er,  ßy  y^  ö  befindet  sich  in  S^,  weil  jede  zu  drei  in  SS  enthaltenen  wind- 
schief liegt.  Ziehen  wir  die  Transversale  über  a,  /?,  y^  so  ist  diese  noth- 
wendig  weder  in  93,  noch  in  SSj .  Nach  der  unter  c)  gegebenen  Aufzählung 
der  acht  Geraden  aor^,  ßßi^  yy^,  dö^  trifft  eine  in  93  oder  SS^  befindliche 
Gerade  nur  zwei  dieser  Genannten  —  a  trifft  aai^  b  trifft  ßß^  etc.  Die 
eben  gezogene  Transversale  kann  offenbar  keine  der  a^,  ß^,  y^^  sein,  da 
et,  &!,  ebenso  ß,  ßi,  y^yi  je  zwei  Windschiefe  sind;  die  Transversale  muss 
auch  von  6  verschieden  sein,  weil  6  gegen  a^  ß^  y  windschief  liegt,  folg- 
lich kann  sie  nur  d,  sein.  Da  hiernach  6  windschief  zu  a,  /9,  }f  ist  und 
auch  ihre  Transversale  nicht  trifft,  so  bildet  {ctßyö)  nach  c)  eine  Geraden- 
vier 93,  und  diese  wird  durch  («i /^^  >'i  ^i)  =  9S'i  zur  Doppelvier  ergftnzt. 
Es  ist  klar,  dass  die  Paare  a^«!,  &i/^i,  ^iXi»  ^i^i  eine  neue  Gruppe  II 
liefern,  welche  man  als  durch  I  schon  gegeben  ansehen  kann,  und  die  in- 
sofern als  Ergänzung  von  I  anzusehen  ist,  als  I  und  II  sämmtliche  16 
Geraden  umfassen.  Zwei  solche  Gruppen  bilden  ein  System  S  von  Paaren. 
Insofern  eine  bestimmte  a  der  16  Geraden  mit  fünf  anderen  —  \i  c^^  d^^ 
a,  ttj  —  gepaart  erscheint,  giebt  sie  Anlass  zu  fünf  differenten  Grup- 
pen und  zu  ebenso  vielen  Systemen  S,  in  welchen  sodann  alle 
40  Paare  untergebracht  sind. 

6.  Die  Snmmer^Bchen  Segel  tf*. 

LehrsatM.     Die   acht  in  einem  S  vorkommenden  Paare  ao, 
••M  ^^n  ^ißi*  *"  B^'^^  ^^  acht  Ebenen  Jl,  J?,  ...,  Äi^  £^,  ... 
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enthalten,   welche  durch  denselben  Punkt  0  gehen  und  einen 
Quadrikegel  <r'  berühren. 

Der  Beweis  beruht  auf  folgendem  Satze: 

Hat  man  zwei  Büschel  (F^),  (Z^)  vonQuadriflächen,  von  welchen  jener  die 
Kegelschnitte  a',  &^  dieser  a^  i?  zur  Basis  hat,  so  enthalten  die  Ebenen  F,  Z, 
aufweichen  sich  irgend  zwei  Flächen  F^,  Z^  durchdringen,  einen  festen  Punkt  0: 
Eine  solche  Ebene  Y^  Z|  schneide  die  Ebene  B  des  &'  in  5^ ,  die  Ebene 
C  des  e*  in  Cj,  und  es  sei  0  der  Punkt  "b^c^s  er  liegt  auf  der  Schnittlinie 
5G  Sind  ^^  Z*  zwei  willkürliche  der  Flächen,  so  gehen  Z^  und  Z* 
durch  a'  auf  T',  durch  e*  ausserhalb  F';  folglich  schneiden  sich  die 
Ebenen  F|Z|,  Y^Z  in  einer  unveränderlichen  Geraden  der  Ebene  C  des  c*, 
d.h.  in  C|;  also  hat  J^Z  mit  J?  eine  variabele,  aber  durch  0  gehende  Ge- 
rade mit  B  gemein,  etwa  h.  Die  Flächen  Y^  und  Y^  gehen  beide  durch  <3? 
anf  Z^  durch  V  ausserhalb  Z^\  folglich  müssen  die  Ebenen  F^Z,  YZ  sich 
auf  der  Ebene  B  schneiden,  also  in  2),  und  YZ  geht  durch  0,  w.  z.  b.  w. 
Jedes  Paar  der  Gruppe  I  wird  von  jedem  der  II  geschnitten ,  daher  liegen 
zwei  Paare  aus  verschiedenen  Gruppen  stets  auf  einer  durch  c?  gehenden 
Qnadrifiäche.  Setzt  man  demnach  &/3eze&^  c/ezec*,  so  schneiden  sich  dem 
8atze  zufolge  die  sechs  Ebenen  JB,  C,  A^^  B^,  C^,  Dj  in  einem  Punkte  0. 
Wenn  man  alsdann  den  Paaren  aa^  dd  die  Rolle  von  hß^  cy  überträgt, 
so  e^ebt  sich  die  oben  aufgestellte  Behauptung. 

Nach  4)  werden  die  Paare  6/3  =  6^  cy  =  (:^  durch  zwei  Windschiefe 

der  Quadrifläche  Q^  geliefert,   z.  B.  durch  e^,  65.     Schneidet  eine  variable 

Gerade  e  von  Q^  diese  e,,  65  in  y,  j?,   und  heissen  F^  Z*  die  zu  diesen 

Punkten  gehörigen  Flächen,  so  sind  diese  in  den  Büscheln  (a^  &^),  (a^,  c^ 

und  durchdringen  sich  in  c*  auf  F^j  d.  h.  F*  wird  durch  diese  projectivisch 

aufeinander  bezogenen   Büschel  erzeugt  (siehe  4.,   wo  63,  e^  durch  g^,  Qg 

yertreten   werden).     Dabei  geht  die  Ebene  E  des  e'  stets  durch  0,  und 

schneidet  F^  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  e^^,  welcher  zu  der  Geraden  e^ 

von   0^  gehört,   die  mit  e  auf  der  Ebene   Z  —   in   6  —  zusammentrifft. 

E  ist  Polarebene  von  e  in  Bezug  auf  H\  und  weil  q^  der  Ort  von  £  ist, 

umhüllt  J^  einen  Quadrikegel  0^;  endlich  berührt  J^  doppelt  die  F\  nämlich 

in  den  Punkten  rg,   die  der  Ebene  ee^^^B  zugewiesen   sind  und  sowohl 

in  e^  als  «i*  liegen  müssen.     Die  fünf  mit  einer  bestimmten  Geraden 

a  Gepaarten  liegen  in  fünf  durch  a  gehenden  Ebenen,   und  in 

jeder  von  diesen  Ebenen  liegt  die  Spitze  0  eines  der  F*  doppelt 

umbeschriebenen  Quadrikegels  0^ 

Der  Ort  von  b  ist  g^,  die  Schnittlinie  von  2y  Q^,  in  b  ist  die  Ebene 
ee^  Tangentialebene  von  ^^,  also  enthält  ee^  den  Pol  z  von  2  in  Bezug  auf  Q^ 
und  das  ihr  zugewiesene  Paar  rg  liegt  zugleich  auf  der  zu  e  gehörigen  Z^ 
und  F\  mithin  auf  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung  0^ 

7.    Der  in  der  vorigen  Nummer  angezogene  Satz  über  die  Btlschel 
(F*),  (Z^)  führt  unmittelbar  zu  der  Consequenz,  dass  diese  Büschel  auf 
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jedem  Strahle  des  fixen  Punktes  a  identische  Involutionen/  aus- 
schneiden. Die  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  haben  zum 
Ort  eine  Quadrifläche  JET*. 

Beweis.  Y^  sei  dem  einen  Büschel  entnommen  und  werde  von  irgend 
einer  durch  g  gelegten  Ebene  F  in  ^  geschnitten.  Es  leuchtet  sofort  ein, 
dass  die  Fläche  des  Büschels,  der  a^y^  zur  Basis  hat,  einerlei  welches  ff 
genommen  wird ,  die  nämliche  j  ausschneiden ,  da  eine  solche  j  bestimmt  ist 
durch  ein  Paar,  wovon  der  eine  Punkt  g  ist,  der  andere  in  der  Ebene  des 
a*  liegt,  und  durch  ein  zweites  auf  r^'.  Wird  nun  Y  variabel  gedacht, 
so  liegen  nach  ^a)  die  Spitzen  der  Kegel,  welche  zugleich  a^  und  y^  ent- 
halten ,  auf  einer  Quadrifläche ,  diese  heisse  J7'.  Jeder  Strahl  von  o  durch- 
dringt H^  in  zwei  Punkten,  die,  wie  man  sieht,  die  Doppelpunkte  der  auf 
diesem  Strahle  erscheinenden  j  sein  werden.  Nachdem  dies  erkannt,  lässt 
sich  zeigen,  dass  die  Tangentialebenen  der  fünf  Kegel  a^  die  ein- 
zigen Bitangentialebenen  der  F*^  sind. 

Gesetzt,  B  sei  eine  Bitangentialebene,  sie  enthalte  die  beiden  Kegel- 
schnitte &^  e^  der  F^.  Man  wähle  a^  h^  als  Basis  eines  Büschels  (T*), 
lege  durch  a',  e'  irgend  eine  Quadrifläche  Z^,  so  wird  diese  aus  T^  den 
Kegelschnitt  t?  schneiden.  In  a',  f?  gewinnt  man  die  Basis  eines  zweiten 
Büschels  (Z^),  und  mittels  dieser  Büschel  lässt  sich  F^  projectivisch  er- 
zeugen. Nach  6)  werden  die  Ebenen,  auf  welchen  sich  homologe  Flächen 
durchdringen,  einen  festen  Punkt  Hi  enthalten,  durch  den  JB,  sowie  die 
Ebene  C  des  c^  geht  Zieht  man  von  Oi  an  alle  T^  Z'  Tangenten,  so 
tritt  gemäss  unserer  vorausgeschickten  Bemerkung  als  Ort  ihrer  Berührungs- 
punkte eine  gewisse  H,-'  auf.  Bestimmt  man  femer  von  ai  in  Bezug  auf 
die  Kegelschnitte  f^  in  welchen  F^  von  je  zwei  homologen  7^,  Z^  geschnitten 
wird,  die  Polaren,  so  erzeugen  diese  eine  Regelfläche  2^\  denn  die  Polar- 
ebenen von  Gl  in  Bezug  auf  die  Y^  und  Z*  drehen  sich  um  zwei  feste 
Gerade  und  sind  einander  projectivisch  zugeordnet.  Dabei  umhüllt  die 
Ebene  E  des  variabelen  e^  einen  Quadrikegel  a^\  man  überzeugt  sich  davon, 
wenn  man  eine  beliebige  Ebene  B  auffasst,  welche  a'  in  x,  o^^;  5*  in  y,  y^\ 
<?  in  z,  z^  schneiden  möge,  und  beachtet,  dass  mB  zwei  Büschel  mit  den 
Grundpunkten  {xx^yy^  und  (xx^zz^  zu  denken  sind,  deren  Erzeugniss 
eine  C^  mit  den  Doppelpunkten  Xy  x^  sein  wird,  wo  dann  bekanntlich  die 
Geraden,  welche  die  construirten  Punktepaare  der  C^  tragen,  einen  Kegel- 
schnitt zur  Enveloppe  haben.  Betrachtet  man  die  Polare  von  G,*  in  Bezug 
auf  einen  e^,  so  trifl't  dieselbe  e^  stets  dann  in  zwei  getrennten  Punkten, 
wenn  ^  nicht  zerföllt,  und  zwar  sind  dies  auch  Punkte  der  H?.  Wenn  es 
sich  ereignet,  dass  diese  beiden  Punkte  coincidiren,  so  muss  e^  zeiüeillen. 
Aber  auf  Z*  liegen  acht  Polaren  —  in  jeder  Geradenschaar  vier  — ,  welche 
B^  tangiren«  Folglich  sind  unter  den  e*  acht  Geradenpaare,  die  in  zwei 
^^nq^MD  von  ja  vier  Paaren  genau  so  angeordnet  sind,   wie  in  einem  der 

obin  mit  8  bezeichneten  Systeme.     Ihre  acht  Ebenen  müssen  sowohl 
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den  Kegel  Oi\  als  auch  einen  der  fünf  unter  6.  mit  g'  bezeichneten  Kegel 
berühren,  woraus  die  Identität  Yon  <r^'  mit  diesem  einen  6^  erhellt. 
8.  a)  Zusammenhang  der  Kegel  6^,  Auf  geometrischem  Wege 
fanden  wir  diese  Eigenschaft  einer  Curve  C^  mit  zwei  Doppelpunkten: 
^C^  besitzt  yier  unterschiedene  Paare  von  Doppeltangenten,  welche  vier 
Ekhnittpunkte  0,  a,  a\  a"  haben;  von  einem  derselben,  etwa  g,  gehen  an 
O^  ausser  dem  Doppeltangentenpaar  vier  einfache  Tangenten,  deren  Be- 
rOhrnngspunkte  t  paarweise  auf  Geraden  liegen,  die  durch  je  einen  der 
Punkte  0,  c\  o'"  gehen.*** 

Indem  wir  künftig  nur  unsere  Construction  der  F^  mittels  der  Q^  zu 
Grande  legen,  und  die  Polarfigur  von  ^^  in  Bezug  auf  K^  wie  bei  F^  mit 
^  bezeichnen,  erkennen  wir,  dass  ausser  den  durch  g  gehenden  Bitangen- 
ton,  als  einfache  Tangenten,  die  Verbindungslinien  von  c  mit  jedem  Punkte  t 
dcrBaumcurve,  in  welcher  H^  E^  sich  durchdringen,  erscheinen,  und  dass 
es  sonst  keine  giebt.  Diese  Baumcurve  heisse  t^.  Man  lege  jetzt  durch 
svei  Kegelspitzen,  z.  B.  durch  0,0^,  Ebenen,  so  schneiden  diese  gewisse  C^ 
ans  F^  und  i^  in  je  vier  Punkten  t, ,  ...,  t^,  so  dass  die  g,  t  einfache 
IVugenten  der  C^  sind.  Also  gehen  durch  Gj  die  Verbindungslinien  zweier 
Aare  der  vier  t,  etwa  TjTj,  T3T4.  Dreht  sich  demnach  die  schneidende 
£bene  um  0Gj,  so  erkennt  man  Gj  als  die  Spitze  eines  durch  i^  gehenden 
Qoadrikegels.  Gleiches  gilt  von  den  nicht  betrachteten  Spitzen  g^,  G3,  G4, 
^•h.:  das  Quadrupel  conjugirter  Pole  für  ^^,  2>^  oder,  was  das- 
selbe ist,  für  Jf^  Q^  besteht  aus  G|,  Gj,  g,,  g^. 

h)  DieBanmcurvenG^  (vergl.  6.).     Die  zu  g  gehörende  g^  ergab  sich 

*ls  Durchdringung  von  F^  mit  einer  durch  c?  gehenden  Fläche  Z^   näm- 

^h  derjenigen  Quadrifläche,  welche  zum   Pol  z  von  E  in  Bezug  auf  Q^ 

^^bdrt;  sie  ist  (nach  3a)  dem  Kegel  ;9(a^)  längs  (j?  umbeschrieben.    Dieser 

^^nkt  »  nun  ist  seiner  Lage  nach  unabhängig  von  der  Wahl 

^  «r  G,  er  ist  durch  F^  allein  schon  bestimmt.    Dies  nebst  Anderem 

^^Igt  aus  einer  Construction  der  Tangentialebenen  in  irgend  einem  Paar  r,  q 

F\  die  wir  jetzt  herleiten  wollen. 

r,  p  seien  erhalten  durch  die  EbeqB  i2  =  e6i,  die  von  den  Geraden  e,  e^ 

^  bestinmit  wird.     Die   zum  Schnittpunkte  ^  von   e,  dj   gehörige  P^ 

^*^25hneidet  aus  T^  die  Curven  c*,  Cj*,  auf  welchen  r  und  q  liegt,  und  berührt 

^^«shalb  F^  in  r,  q\  daher  handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  der  Tangen- 

"^iäebenen  von  P*.     Trifft  t  die  B}  in  p^,  l>Q^  so  sind  dies,  wie  am  Schlüsse 

'^^  ^a)  bemerkt  wurde,  die  Spitzen  zweier  zugleich  durch  0?  und  e^  gehen- 

^«nQuadrikegel,  folglich  ftült  der  Pol  der  Ebene  H  —  in  welcher  c*  ist  — 

^^«2flglich  P^  auf  e,  etwa  nach  )>,   und  ebenso  liegt  der  Pol  p,  der  die  t^ 

^thaltenden  JJ^  auf  e^;   mithin  sind  r))))|,  ^pp^  die  gesuchten  Tangential- 

^nen.     Was  die  Lage  von  )>,  )>,  gegen  p  betrifft,  so  ist  leicht  darzuthun. 
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dass  p  von  p  durch  Pq  ,  p^^  harmonisch  getrennt  wird  und  dass  demgemfiss 
p\>i  einerlei  ist  mit  der  Polare  you  p  in  Bezug  auf  die  Yon  der  Ebene  R 
aus  H^  geschnittene  Linie  r^.  NSmlich  jene  harmonische  Trennung  sagt 
aus,  dass  pp  zn  der  Involation  j  als  Paar  gehört,  die  Yom  Büschel  {P*) 
mit  der  Basis  {a\  e^)  auf  e  bestimmt  wird.  Ein  Paar  Yon  j  besteht  aus 
den  Punkten  e,  b\  wo  e  den  Ebenen  ^,  E  begegnet,  ein  zweites  liegt  auf  P*. 
Dieses  letztere  trennt  aber  gleichzeitig  harmonisch  p^  t  und  p,  i\  woraus 
bekanntlich  herYorgebt,  dass  pp  selbst  ein  Paar  Yon  j  sein  muss.  Man  darf 
nicht  ausser  Acht  lassen ,  dass  (3.  a)  p  der  Pol  Yon  £  bezüglich  P*  ist  — 
p  ist  der  you  E, 

unsere  Construction  zeigt  deutlich  den  biplanaren  Charakter  eines  der 
'  auf  a'  beliebig  gewählten  Doppelpunkte  x  der  F^:  das  Paar  rp,  Yon  wel- 
chem X  der  eine  Punkt  ist,  befindet  sich  auf  dem  Strahl  <rre,  und  die 
Ebene  jß,  you  welcher  es  herrührt,  muss  £  in  der  zn  ax  bezüglich  H* 
conjugirten  Qeraden  schneiden  (2.)  und  Q*  berühren.  Die  Conjugirte  zu  ax 
ist  aber  die  Tangente  xt  Yon  a\  und  durch  sie  gehen  zwei  Tangentialebenen 
22i,  22y  an  0'.  Berührt  z.  B.  R^  die  ^^  in  p,,  und  schneidet  sie  H*  in  r^^ 
so  wäre  die  Polare  you  p^  in  Bezug  auf  r^*  mit  x  durch  eine  Ebene  zu  Ycr- 
binden,  wodurch  offenbar  die  R^  selbst  henrorgeht.  Wenn  man  x  in  einen 
der  Yier  Punkte  U^^  C/,,  C/3,  U^  Yerlegt,  wo  die  Tangente  des  a'  zugleich 
Q^  tangirt,  so  resultirt  nur  eine  /?,  und  zwar  die  Tangentialebene  des 
obigen  Kegels  »{a*)^  d.h.  die  Punkte  U  sind  üniplanarpunkte  Yon 
F*  und  ihre  Berührungsebenen  haben  einen  Punkt  (g)  gemein. 
Auch  erkennt  man,  dass  0  Yon  der  Ebene  £  durch  Aj,  R^  harmonisch  ge- 
trennt liegt.  Ist  hiemach  0  you  £  oder  0  unabhängig,  so  kann  man  you 
den  fUnf  Raumcunren  0^  aussagen,  dass  durch  jede  und  a'  eine  Qua- 
drifläche  Z^  sich  bestimmt,  welche  dem  Kegel  0{a^)  längs  a* 
einbeschrieben  ist.  Berücksichtigt  man ,  dass  die  Tangentialebene  Yon  F^ 
in  einem  U  auch  den  Kegel  0{q^)  berührt  ujid  aus  diesem  Orunde  eine  R 
ist,  welcher  zwei  Punkte  der  0^  entsprechen  müssen,  woYon  U  selbst  einer 
ist,  so  sieht  man,  dass  die  <^  die  Yier  üniplanarpunkte  TT  enthalten. 

Je  zwei  der  RaumcurY^n  c^  liegen  auf  einer  Quadri- 
fläche  %*.   " 

Beweis.  Durch  <^  geht  Z^  durch  0^*  geht  Z/,  welche  beiden  Flächen 
a*  aufnehmen  und  sich  längs  a*  berühren;  deshalb  sind  o^,  a^*  die  Grond- 
curYen  zweier  Büschel  {(p*),  (<;P|)^  mittels  welcher  sich  F^  projecÜYisch  «er- 
zeugen lässt.  Da  nun  der  Kegel  o*  im  ersten  Büschel  auftritt,  und  dieser 
F^  längs  <^  berührt,  so  muss  die  ihm  homologe  Fläche  des  zweiten  Bü- 
schels die  <r^  selbst  aus  F^  schneiden,  und  diese  sei  ^0'. 

Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  0^,  Gj^  ausser  Ü^,  ...,  U^  noch  Yier  Punkte 
U\^  •..,  U\  einer  gewissen  Ebene  X  gemein  haben;  wir  werden  zeigen,  dass 
X  mit  £  coinoidirt  oder  dass  die  Punkte  U'  den  U  unendlich  nahe  sind: 
^  Ml  «BAT  der  00^  Kegelaohnitte,  welche  durch  die  U  möglich  sind;  V 
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bestimmt  mit  ^  eine  Fläche  tf;^  mit  c^  eine  ^j*.  Yariirt  dabei  1^^  so 
resoltiren  swei  projectivisch  aufeinander  bezogene  Büschel  (t/;^  7\  (y\>^).  Das 
Eneügniss  dieser  Büschel  besteht  zunSchst  ans  27,  dann  ans  einer  Ebene  X 
durch  die  V  —  indem  zwei  sich  entsprechende  Flächen  ausser  k^  offenbar 
einen  durch  die  U'  gehenden  h^  gemein  haben  müssen  — ,  endlich  aus  der 
gemeinsamen  Fläche  '^^^  Nun  muss  X  der  Z  aus  dem  Grunde  unendlich 
nahe  liegen,  weil  bei  der  Annahme  J^^a*  statt  t/;'  die  Z^  statt  %*  die 
Z/  hervorgeht,  welche  nach  Obigem  den  Kegel  j?(a*)  längs  a*  berühren, 
d.  h.  in  zwei  unendlich  nahe  liegenden  Kegelschnitten  durchdringen,  von 
denen  a*  der  eine  ist,  während  der  andere  in  X  fällt  Wir  schliessen  hier- 
aos,  das  je  zwei  o^  sich  in  den  U  berühren  und  dass  zwei  homologe  ^^ 
%^  Bich  längs  J^  berühren  müssen. 

9.    Die   Curven   a*  gehören  einer  oo*  Schaar  von  Curven  s* 

an,  längs  welchen  F^  von  Quadriflächen  F^  berührt  wird.     Wie 

gesagt,   lässt   sich  F*  durch  zwei  Büschel  von   tp*  projectivisch  erzeugen, 

wovon  der  eine  die  Basis  a\  der  andere  a^^  hat    Wenn  daher  tp^  beliebig 

dorch  <^  gelegt  wird,  so  schneidet  sie  aus  F^  noch  5^,  so  dass  auch  durch 

^i  o^^  eine  g>i*  geht.     Daher  sind  auch  tf^,  ^  die  Grundcurven  zweier  zur 

Urzeugung  der  F^  dienlichen   Büschel   (g>*),   {F^).     Weil  aber  im   ersten 

fiflschel  eine  Fläche   vorkommt,   welche  die  ^  enthält,   so  muss  dieser  im 

'leiten  eine  F*  entsprechen,  die  F^  längs  ^  berührt« 

Sie  ^  gehört  ferner  zu  einer   oo'  Schaar  von  Raumcurven 

▼ierter  Ordnung,    welche    aus    a  durch  Quadrikegel  projicirt 

forden,  und  längs  welchen /**  von  Flächen  vierter  Ordnung  ^2* 

herUhrt  wird,  die  nebst  der  Doppelcurve  a^  zwei  Doppelpunkte 

laben. 

Beweis,     R^  sei  eine  beliebige  Ebene  des  Baumes,  sie  habe  mit  ^^  H^ 

^ie    Kegelschnitte  q^^  r^^  wovon  letzterer   sich  aus  den  Punkten  r^,  Qq  in 

^  I>T>ojicirt     Die  Flächen  P^   welche  den  Punkten  p  der  Linie  q^  gemäss 

^'^^    zugewiesen  sind,  gehen  alle  durch  r^,  p^^,   berühren  doppelt  die  F^ 

^"^    werden  von  F^  eingehüllt,  welche  r^,  q^  zu  Doppelpunkten, 

*    ^^rDoppelcurvehat:  Jedem  Punkte  p  von  q^  entspricht  P\  welche 

duToii  die  Kegelschnitte  e*,  e^  von  F^  geht,   die  den  in  p  sich  treffenden 

^^^'^tden  e,  e^  von  Q^  entsprechen.     Aber  irgend  zwei  der  in  Betracht  kom- 

n^exÄfJen  Flächen  P*,  P^  schneiden  sich   in  dem  der  Geraden  pp^  zugeord- 

net^ji  Kegelschnitte.     Berührt  pp^  den  q^  in  p,    so   ist  der  zugeordnete 

^^S'^lschnitt  p*  die  Schnittcurve  zweier  unendlich  nahen,  in  P^  vereinigten 

*^*<ilien,  und  der  Ort  von  p^  ist  die  Enveloppe  von  P*;   er  ist  leicht  pro- 

jectiirisch  abzuleiten.     Zu  dem  Ende  nehme  man  zwei  feste  Tangenten  I  und 

"    'V'oii   1^   und  schneide   sie  in  Pi,  ft   durch  eine  variabele  Tangente  pp. 

Wenn  die  den  Geraden  I,  II  zugehörigen  Kegelschnitte  p^,  p^  heissen,  so 

wird  pt  dem  Büschel  {a\p^,  Pt*  ^em  Büschel  mit  der  Basis  (a*,p,*)  an- 

^^Ox^ftn,  und  sie  werden  sich  in  dem  p^  durchdringen,  der  zur  Geraden  pj? 
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Nttmlich  die  Ebenen  %  des  Büschels  durch  a  schneiden  F*  in  cubischen 
Curven,  welche  sämmtlich  D^  und  den  zweiten,  auf  a  und  a*  befindlichen 
Doppelpunkt  enthalten  und  a  nebstdem  in  einem  yariablen  Punkte  a, 
a*  gleichzeitig  in  r  treffen.  Dabei  entsprechen  die  Punkte  a,  r  jenen 
lObenon  projectivisch ;  also  beschreibt  ax  ein  Hyperboloid  Ä\  das  in  jedem 
Punkte  a  dieselbe  Tangentialebene  hat  wie  F^j  mit  anderen  Worten ,  dessen 
der  a  benachbarte  Gerade  h  ganz  in  F^  liegt. 

Nach  Nr.  4  muss  h  von  irgend  einer  e  der  Flfiche  0^  abgeleitet  werden 
können,  die  deshalb  die  benachbarte  von  e^  sein  muss,  weil  b  mit  allen 
ihren  Punkten  unendlich  nahe  der  a  ist,  somit  auch  jET*  in  einem  D|  be- 
nachbarten Punkte  trifft,  e^  sei  die  Nachbargerade  von  e, ,  ihr  Durchstoss- 
punkt  «3  in  £  liegt  unendlich  nahe  bei  c^,  daher  berühren  die  von  ihm  an 
a*  gezogenen  Tangenten  in  zwei  beziehlich  a,  a  benachbarten  Punkten  b,  ß 
und  wir  erlangen  zugleich  mit  h  eine  benachbarte  Gerade  zu  a,  nämlich  ß. 
Auf  dieselbe  Weise  liefert  die  zu  e^  benachbarte  e^  zwei  zu  a^,  «i  benach- 
barte Gerade  &|,  ßi  der  F^,  Die  vier  Geraden  a,  a,  Oj,  er,  heissen 
binäre,  weil  ihnen  beziehlich  die  Geraden  b^  ß^b^^  ß^  von  F*  benachbart 
sind.  Sie  sind  Kanten  eines  Quadrikegels ,  dessen  Spitze  2>|  ist,  und  wel- 
cher den  Ort  für  die  Tangenten  in  D^  der  durch  diesen  Punkt  geführten 
ebenen  Schnitte  der  F*  darstellt;  wir  nennen  ihn  den  Osculations- 
kegel  für. 2),.  Am  einfachsten  gelangt  man  zu  diesem  Kegel  durch  eine 
Transformation  der  F^  von  der  Art,  wie  sie  unter  2.  definirt  wurde,  wenn 
man  2>t  zum  Centrum ,  eine  Quadrifläche  0^  zur  Ordnungsfläche  der  Trans- 
formation macht,  die  durch  a^  geht  und  längs  a'  dem  Kegel  ^^{a^  ein- 
beschrieben ist  Alsdann  geht,  wie  man  ohne  Weiteres  sieht,  F^  in  eine 
Quadrifläche  F^  über,  von  welcher  ein  Ä;^  in  der  Ebene  £  sein  wird,  nnd 
eine  sich  von  selbst  aufdrängende  üeberlegung  zeigt,  dass  die  Verbindungs- 
linie von  Dj  mit  irgend  einem  Punkte  der  J^  noch  einen  dem  D|  unendlich 
nahen  Punkt  der  F^  aufnimmt,  dass  also  in  2),(^)  der  Osculationskegel 
vorliegt  Es  ist  klar,  dass  die  vier  binären  Geraden  auf  ihm  liegen,  sowie 
dass  er  mit  dem  Kegel '  2>|  (a^)  überdies  keine  Kante  gemein  haben  kann, 
weil  sonst  jede  seiner  Kanten  eine  Gerade  von  F*  wäre. 

Die  Transversalen  von  a,  6.  Das  oben  benutzte  Hyperboloid'^* 
hat  noch  mit  F^  die  beiden  Transversalen  dieser  benachbarten  a,  b  gemein. 
Wir  dürfen  sie  mit  c,.  d^  wie  früher  (5a)  bezeichnen,  wenn  erwiesen 
ist,  dass  keine  derselben  durch  2),  geht  Dies  aber  ergiebt  sich  sofort 
wenn  man  beachtet,  dass  die  Gerade  von  Ä\  welche  a  in  D^  trifft,  in  der 
Ebene  liegt,  die  längs  a  den  Osculationskegel  berührt,  mithin  nicht  zur  F^ 
gehören  kann.  Hieraus  ziehen  wir  die  Folgerung:  Die  vier  binären 
Geraden  zusammen  mit  ihren  Nachbarn  ordnen  sich  in  eine 
Doppalvier  an.  Eine  Gerade,  welche  a  in  2),  trifft,  muss  windschief 
m  h  wtin  (wie  eben  hervorgehoben).  Wenn  aber  eine  solche  Gerade  (etwa 
^  in  Anfiang  dieser  Nummer)  gegen  a  windschief  ist.  so  mnsa  na 
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die   offenbar   unter   den   Bieben   übrigen  e  vorkommen   müssen; 

«Di«  acht  Geraden  e  nerden  ans  Q*  durch  die  Tangenten- 
flBche  der  r*  geschnitten,  vier  dieEer  e  gehören  zureineu,  die 
Tier  anderen  zur  zweiten  Geradenscbaar  der  Q^." 

Die  im  Satse  genannte  Tangentenfl&che ,  die  wir  kUnflig  benutzen  wer- 
den, am  uns  die  e  zu  verschaffen,  ist  achter  Ordnung;  sie  kann  ausser  der 
doppelt  gerechneten  t*  mir  noch  Gerade  der  ()'  enthalten,  Eomit  muss  sie 
dann  genau  acht  aafnebmen. 

a)  Wenn  H*,  Q*  sich  ausserhalb  a*  in  D,  berühren,  wobei  D,  Doppel' 
ponlt  der  i-*  wird,  so  erhält  auch  f,*  den  Doppelpunkt  ZJ, . 

Beweis.     Zur  Constrnction   des  Schnittes  C*  von  F*  mit  irgend  einer 
durch    0    gelegten    Ebene  F  verfahre    man    also:    f  sei   der    Pol    von   F  in 
Bemg  auf  j?*;    die    durch    f  gehenden   H  liefern    die   in  F  auf  C*  befind- 
liiW  Paare   rp.     h*   sei  die  Schnittlinie  von  F,  BK    und  habe  auf  a*  die 
Punkte  X,  X,    alsdann    kann    man   die    fraglichen   rp    durch  Benutzung  der 
Tncen  der  durch  f  gebenden  B  finden.     Diese  umhüllen  einen  Kegelschnitt 
9i'.  nnd  man  erlangt  ein  Paar,   indem  man  aus  x  nnd  r  die  Punkte  proji- 
cirl,  welche  irgend  eine  Tangente  des  g,"  mit  A*  gemein  hat  —  als  Schnitt- 
lenkte    der   Projicirenden.      Auf   einer  Geraden   durch   x-    welche    h^   in  y 
schneidet,    treten    nur   zwei  Punkte  r  auf,    entsprechend   den  von  y  an  g,* 
iDfiglicben  Tangenten,   wobei  die  Paarlinge  p  auf  ry  fallen.     Daraus  folgt, 
<l»sa  X,  r  Doppelpunkte  der  C*  sind.     Wenn   nun  H^  p'  sich  in  D,  be- 
ehren,   so    dass   für  jede    durch  oJ),  gehende   F  der  Pol  f  in  die  gemein- 
"Chafiliche  Tangentialebene  von  H^,  Q^  föUt,  so  berühren  sich  auch  A',  5,* 
■a   B|,     Bustininit  man  sodann  die  auf  xD,  —  oder  vÜ,  —  vorkommenden 
''   der  C*,    so  seigt  eich ,    dass  diese  beiden  Punkte  in  D^  coincidiren ,    weil 
''ie  beiden   von  i),  an  g,'  möglichen  Tangenten  üu  einer  einzigen  vereinigt 
^ibd.     Folglich  haben  xZt,  und  ];D,  je  zwei  in  D,  zusammenfallende  Punkte 
'^it/'*  gemein,  und  es  bekommen  alle  Schnitte  dieser  Fläche  mit  den  durch 
"  J)j  denkbaren  Ebenen  iu  D^   einen  Doppelpunkt. 

In  D,  treffen    sich    zwei    Gerade   e,,  e,   der   0*  und   berühren  S*,   sie 

**^fern  zwei  Geradenpaare  aa,  a, a,  der  F*.     Dm  sie  zn  construiren,  ziehe 

■*a»n  von  den  Punkten  i, ,  i^.    iu  welchen  q^  von  c, ,  e,  getroffen  wird,    au 

•*■*  die   Tangenten    (,a,   iia.  (,fl,,  (»"i,    verbinde   deren  Berührungspunkte 

**iil  i),  und   nenne   die  (Jeraden  J>, «,  D,  q  etc.   kurz   a,  a  etc.     Das  Paar 

**o  muss  mit  a,tt,  ein  Pnnktepaar  rp  gemein  haben,    welches  nilmlich  der 

^^^BiMae  e,e,  —  fi  zukommt.     Daher  ist  a  windschief  zu  einer  der  Ge- 

^^^^■den  a,,  a,j  diese  sei  a,,  so  dasa  a,  a,  sich  schneiden. 

^^P  Wir  beweisen  jetzt  den  Satz:  „Befindet  sich  auf  einer  Geraden  (a)  der 

^*  no  Doppelpunkt  (D,)   ausserhalb  <■',  io  enthält  f*  eine  der  a  benach- 

^••le,  gegen  a  windschiefe  Gerade  (b)." 

Uuotirift  I  M>ih(iii*ilk  u.  I>nr>ik  XXXIV.  i.  1(1 
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dt,  d,  ...  die  16  umfassen.    Wir  erhalten  för  jeden  Doppelpiinkt ön Doppd- 
quadrupel  in  solcher  Beziehung,  dass  irgend  zwei  benachbarie  6m  « 
etwa  a,  &,  zu  Transversalen  zwei  benachbarte  des  andern  haben 
c^t  dl.    Oben  bezeichneten  wir  mit  c^,  d^  die  beiden  TransYenaknYOiail; 
es  ist  daher  noch  nachzuweisen ,  dass  diese  im  vorliegenden  Falle  beniAW 
sind:  Weil  c,  sowohl  a  als  h  trifft,  so  sind  a,  h  Gerade  des  HypeAnUl^ 
welches  sich  der.  F^  längs  Cj  anschmiegt;  alsdann  aber  muas  sowdüadik 
die  benachbarte  Gerade  von  c^  treffen,  d.  h.  diese  letztere  ist 
von  a,  hy  also  mit  dj  identisch. 

Die  uns  vorliegende  F^^  ist  gleich  der  in  Nr.  9  behandelten  dis 
veloppe  von  oo^  Flächen  P\  die  alle  die  Doppelcurve  enthalten:  eine  EbcM 
durch  D^D^  gelegt,  schneidet  F^'^  in  einer  C*  mit  vier  Doppelpunkten,  tL 
in  zwei  durch  2>| ,  D^  gehenden  Kegelschnitten  &^,  e*,  welche  sich  wA 
a*  begegnen.  Durch  a^,  ^  lege  man  eine  beliebige  Fläche  Z^',  wdehe  i 
F^^  die  Linie  c^  schneiden  möge;  C^  geht  durch  D^,  D^  und  hat  mit 
zwei  Punkte  gemein.  In  (a',  b^,  (a^,  c^)  liegen  jetzt  die  Grundeurven 
Bttschel  (r*),  (JZT*)  vor,  mit  Hilfe  deren  F^^  projectivisch  erzeugt 
kann.  Wenn  sich  die  homologen  Flächen  F^^,  Z^'  dieser  Bttschel  in  |*  irf 
F^^  durchsetzen,  so  kann  man  sich  zur  Erzeugung  dieser  Fläche  aach  te 
Bttschel  (a^,  ^^,  (a^,  c^)  bedienen;  denn  T^^  geht  durch  h*^  und  es  gM 
im  zweiten  Büschel  eine  Fläche  3l^  welche  ebenfalls  b^  enthält  —  (f^V%^ 
liegen  auf  einer  Quadrifläche,  weil  je  zwei  dieser  Kegelschnitte  je  iw 
Punkte  gemein  haben.  In  der  neuen  projecti vischen  Beziehung  sind  3i^ 
r,*  homolog;  aber  im  Bttschel  (a*,  c*)  kommt  Zj-  vor,  welche  y*  aussduHi' 
det>  und  dieser  muss  eine  durch  (a^  y^)  gehende  Quadrifläche  entspreehoit 
welche  F^^  längs  y^  berührt,  mithin  eine  P*. 

Zweitens:  r^  besteht  aus  der  Geraden  D^Dg  ^ncl  einer  durch  Dp  Pt 
gehenden  r*.  Da  jede  durch  D^D^  gelegte  Ebene  H*  und  Q*  bertthrt,  90 
ist  2>i2>2  ®^°  Theil  der  Baumcurve  ^*,  und  es  wird  F^^  längs  DiD^  ^ot 
einer  durch  a  gehenden  Ebene  bertthrt. 

Die  Tangentenfläche  der  r^  ist  vierter  Ordnung  und  hat  mit  Q*  di< 
doppelt  gezählte  r^,  nebstdem  zwei  Gerade  f,,  e^  gemein.  Letztere  ergeb^s 
zwei  Paar  unäre  Gerade.  Durch  D^  geht  eine  von  DiD^  verschiedene  € 
der  ()^  sie  liefert  zwei  binäre  Gerade  des  2>],  und  ebenso  verb&lt  es  sid 
bei  2>2.  Wendet  man  endlich  auf  DjD^,  die  eine  e  repräsentirt,  weil  n< 
H^  in  jedem  ihrer  Punkte  bertthrt,  unsere  Construction  (4.)  an,  so  ist  si 
beachten,  dass  DiD^  die  Ebene  Z  auf  a^,  etwa  in  t^  trifft,  dass  demnac 
die  beiden  an  d^  aus  Sq  zu  ziehenden  Tangenten  zusammenfallen,  ihre  B< 
rtthrungspunkte  in  {^  vereinigt  sind.  Mithin  fallen  die  zwei  binären  (h 
raden,  welche  durch  D^D^  geliefert  werden,  mit  ihr  selbst  zusammen,  s 
dass  die  Geraden  der  F^^  vorliegen:  in  zwei  Paar  binären  (=oo),  der  qua 
ternären  D^D^  (=4)  und  vier  unären  Geraden. 


Von  Prof,  Küpper. 
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k  e)  Bertlhren  eich  B'.  Q*  in  drei  Punkten  D,,  D,,  Dg,  ond  besteht  r* 
■■  den  Geraden  DgO, ,  I^il^t,  nebst  emem  Kegelschnitt  r^  durah  D,,  D^, 
H'g«fat  durch  ü, .  J}^  noch  je  eine  Gerade  c  der  Q^,  durch  welche  man 
^B  Paar  binSre  Gerade  bekommt.  Darch  D^  gehen  nur  noch  die  quater- 
^^h  2),£|,  DgD^,  nnd  souät  hat  Fj  keine  Gerade. 

^B  ifj  Berühren  sich  E-,  Q*  in  vier  Punkten,  so  kommen  auf  t\*  die  Ge- 
Hp  -DaA,  iJg-Di.  ^i^i>  ß*ß»  als  quaternare  vor.  Weil  eine  quater- 
^K  Gerade  £  steta  den  FtSchen  2f^.  0'  gemeinsam  ist,  so  liegt  der  Pol  a 
^Br  durch  2ü  gebenden  Ebene  R  in  Bezu^  anf  H'  stets  auf  ?>.  welche 
^B|t  ein  Theil  der  t*  ist.  Hieraus  folgt,  das»  eine  Gerade,  die  von  ff  nach 
^Hbd  einem  Punkte  der  Xi  gezogen  wird,  hier  die  f^  berllbren  muss,  und 
^B  t*  im  Falle  c)  aus  zwei  Geraden  nnd  einem  Kegelschnitt,  bei  dj  ans 
^B  Geraden  besteht.  m 

He)  Die  Regelfläche  Fi,.  Berühren  sich  S\  Q*  ISngs  £,  welcli«| 
^Bio  £  beäodlicben  Curven  a^,  q-  im  nämlichen  Punkte  £  duicbdriogtf 
^Kehme  man  t  beliebig  auf  q'  an.  Die  Gerade  e  der  Q-,  welche  durch  ; 
^B  und  '£  schneidet,  z.  B.  in  p^,  berührt  iu  diesem  Punkte  H-,  liefert 
^H  «wei  Gerade  p^a,  p^a  der  i-'*,  wo  a.  o  die  Berührungspunkte  der  von  t 
^u'  möglichen  Tangenten  Bind:  in  jedem  Punkte  von  'S>  begegnen  sieb 
^Kr  (wei  Gerade  von  /"*,  deren  Ebene  einen  Quadrikegel  einbUllt.  die 
^^pfigur  von  q^  in  Bezog  auf  U^.  Legt  man  ferner  durch  i)  irgend  eine 
^Hoe  F,  welche  ar  in  £>  und  a  schneide,  zieht  in  a  die  Tangente  des  a^ 
^fth«  zwei  Punkte  f, ,  c,  von  q^  entbUt,  so  ergeben  die  ?,u  c, ,  f^  gebSri- 
^B  t  iwei  Paare  von  Geraden ,  von  welchen  je  eine  Gerade  durch  a  geht, 
^He  aber  in  F  sein  werden.  I 

^^  Die  Fläche  dritter  Ordnimg  F^  nnd  ibre  37  Geraden. 

^B   11.  Von  nun  an  setzen  wir  voraus,  dass  Q-  die  Ebene  £  im  Punkte 

HwerSbrt,   dass   somit   q^  aus   zwei  Geraden    e,  e,  der  Q*   besteht;   sie 

Wmi  einerlei  mit  den  im  Eingange  f,  jI' genannten  Conjugirten 

r  IUI.  i  be;cllglich  M\     Bedeutet  wieder  R  eine  variable  Tangentialebene 

I   ^  y,  yq   dos   ihr   zugewiesene  Paar   auf  einem  Strahle  r  von  a.    a    den 

Pel  ton  R  bezüglich  H^,  so  ist  r  von  p  harmonisch  getrennt  einmal  durch 

'.  (',  sodann   durch  ff*,    und    es   ist   auf  jedem    x  das  Paar  rg  bestimmt, 

.  Wbtld  n'  bekannt  ist.     Der  Ort  von  o    ist  aber  die  Polarfigur  £^  von  0* 

■vfitztig  auf  ff^  die  hier  durch  ff,  den  Pol  von  21  gehen  wird.  J 

^B   Nimmt   man    die  Raumcurve  (*,    in  welcher  H^,    E^f   sich  durchsetieitj.'rl 

^pBuia  eines  Büscbuls    (7')   an,    so   bemerkt  man,    dass  die  Punkte  f <  p  H 

|W  t  die  Doppelpunkte    der  auf  v  von  den  qr  bestimmten  Involution  sind. 

*i  Ä'  und  Äq*   in    diesem  Büschel    vorkommen.     Also  ist  der  Ort  von  fp 

'iBerlei  mit  dem  Orte  für  die  Berührungspunkte  der  von  ff  an  die  sp''  mOg- 

liehm  Tangenten,  d.  h.  mit  dem  Erzeugnis»  f*  des  Büschels  (gi-)  und  dem 

pioj«tii lachen  Büschel  der  Polarebene  von  a  in  Bezug  auf  die  einzelnen  ip*. 
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Die  Aze  q  des  Polarenbtlschels  wird  dann  eine  Gerade  von  F^  sein,  n&m- 
lich  die  Schnittlinie  von  Z  —  Polarebene  von  a  bezüglich  H*  —  mit  der 
Tangentialebene  von  2^'  im  Pankte  a,  somit  die  Polarebene  q  von  q  in 
Bezug  auf  a^  F*  enthfilt  ferner  a^  —  als  Schnitt  von  Z^  R^  —  und  die 
beiden  Geraden  I,  l  der  2^^  die  durch  o  gehen  und  in  der  eben 
erwähnten  Tangentialebene  liegen. 

Die  auf  F^  denkbaren  Geraden  ordnen  sich  naturgemäss  in  zwei  Kate- 
gorien, solche  9,  welche  auf  a^,  und  solche  S,  die  auf  q  stehen.  Jener 
giebt  es  16,  die  nach  Nr.  4  bestimmt  werden  mittels  vier  e  der  Q\  welche 
e  treffen,  und  vier  anderen  e,  welche  Ci  treffen.  Was  die  möglicherweise 
yorhandenen  S  angeht,  so  kann  in  einer  durch  q  gelegten  Ebene  F  nur 
dann  eine  solche  vorkommen,  wenn  der  Kegelschnitt,  den  F  mit  der  ent. 
sprechenden  q>^  gemein  hat,  zerfällt  Und  damit  dies  geschehe,  muss  ent- 
weder Berührung  zwischen  F  und  q>^  stattfinden ,  oder  tfl^  muss  eine  Kegel- 
fläche sein.  Soll  Ersteres  eintreten,  so  muss  der  Pol  von  F  bezüglich  q>* 
auf  dieser  q>*  selbst  liegen,  d.  h.  q>^  muss  die  durch  a  gehende  £q*  sein, 
und  so  ergeben  sich  die  beiden  Geraden  l,  l\  was  die  zweite  Möglichkeit 
betrifft,  so  ezistiren  im  Büschel  q>*  —  oder  durch  ^  —  vier  Kegel,  deren 
Spitzen  wir  gleich  anfangs  mit  <J|,  ...,  a^  bezeichnet  haben.  Mithin  geht 
durch  jeden  dieser  Punkte  ein  Geradenpaar  (resp.  2|it|,  l^l^  etc.),  und  ausser 
den  fünf  Paaren  lA,  \k^y  ...  giebt  es  keine  Gerade  der  F^  welche  q  trifft; 
daher  enthält  F^  im  Ganzen  27  Gerade. 

12.   Arrangement  der  27.     Wir  haben  in  Nr.  5  gezeigt,  wie  man 

fahed\ 
acht    Gerade    der    Abtheilung    91    in    eine    Doppelvier:    3J95i  =  l^^  caJ 

bringen  kann.  Durch  beliebige  Wahl  von  drei  Windschiefen  a^  b^  c  ist  93, 
demnächst  3J|  bestimmt;  und  da  man  drei  Windschiefe  aus  SS|  nur  ent- 
weder in  93,  oder  in  93|  finden  kann ,  so  lässt  sich  mit  diesen  acht  Geraden 
keine  zweite  Doppelvier  bilden.     Die  übrigen  acht  ordnen  sich  hierauf  von 

selbst  in  SS'SS'i^f^  ßvd)   *°  (^©rgl.  5  c).      Sodann   haben  wir  die  40 

möglichen  Geradenpaare  in  fünf  Systeme  S  eingereiht,  wovon  jedes  durch 
ein  einziges  Paar  vollkommen  bestimmt  ist.  Durch  aa  ist  zunächst  die 
Gruppe  I,  bestehend  aus  aa,  hß^  cy^  dö^  gegeben;  die  fehlenden  Geraden 
constituiren  in  eindeutiger  Weise  die  Gruppe  II:  a^a^,  ^il^i*  ^Yi*  ^i^i* 
Da  das  Paar  aa  auf  jedem  der  Gruppe  II  steht,  so  lassen  sich  durch  a% 
aa  und  die  Paare  von  II  vier  Quadriflächen  F*  legen,  welche  einem  der 
unter  1.  betrachteten  Systeme  angehören.  Dabei  müssen  die  Ebenen  ji|, 
B^,  ...  der  Paare  ajaj,  l>ißij  ...  durch  eine  der  zehn  Geraden  S  gehen, 
z.  B.  durch  l^ ,  während  die  Ebenen  Ä^  B^  ...  der  Gruppe  I  alsdann  noth- 
wendig  sich  in  1,  schneiden.  Jede  der  zehn  Gruppen  hat  demnach  eine 
Gerade  der  Abtheilung  S  zur  Transversale,  und  es  leuchtet  ein,  dass  man 
ch  jene  Gmppen  sämmtliche  99  erhält.     Jede  Gerade  l  wird  somit  ge- 


tnffm  von  q,  l  und  vier  Paareii  aus  ^.  Aber  l  kann  auch  von  keiner 
Afoenn  Geraden  gesclmitten  werden;  denn  wBre  eine  Bolcbe  unter  den  39i 
M  Gele  q  nebst  drei  Geraden  in  eine  Ebene;  wSre  sie  eine  Gerade  n>  der  31, 
K>  mOsst«  in  der  Ebene  Im  noch  eine  n  tod  %  vorkommen.  Durcb  m,  i* 
wUn  sodann  eine  der  zehn  Grappec  besliinmt;  diese  jedoch  wurden  alle 
benutzt,  um  die  3?  herzuleiten. 

Possen  wir  endlich  eine  a  der  Äbtheilung  31  auf.  Sie  ist  mit  fUnf 
Windschiefen  der  'H  gepaart;  also  wird  a  noch  von  fOnf  Windschiefen  ge- 
■chuitleu,  welche  offenbar  unter  den  S)  sind,  weil  a,  t\  sich  nicht  treffen. 
Dtmit  ist  dargethan,  daae  jede  der  27  von  fünf  und  nar  fUnf 
Psaren  geschnitten  wird.* 

Unter  if  sei  jetzt  eine  willkürliche  der  27  verstanden ,  die  Dbrigen  26 
sigj  in  zwei  Abtbeilungen  %\  S)'  zu  denken,  von  welchen  $'  die  fünf  auf  q 
atabenden  Paare  ir,  ...n^  umfaast.  Es  entsteht  die  Frage,  ob  den  16  Gera- 
J«  8'  die  Eigenschaften  zuzusprechen  sind,  welche  den  auf  a'  stehenden  91 
xvliommen ,  und  es  wird  diese  Frage  bejaht  werden  mllsaen,  wenn  erwiesen 
ist,  dass  jede  der  16  von  fünf  Windschiefen  unter  ihnen  geschnitten  wird; 
ilcru  hierauf  altein  beruht  Alles,  was  wir  über  das  gegenseitige  Verhalten 
d»t  m  in  Nr.  5  vorgebracht  haben.  Dm  den  erforderlichen  Nachweis  zu 
«rbrin^en,  construiren  wir  die  iL'  mit  Hilfe  der  als  gegeben  angesebe- 
B90  33',  was  nach  dem  soeben  Mervorgebobenen  xul&ssig  ist.  _ 

Sind  n,  ...  n,  irgend  vier  Paare  der  $',  und  bezeichnet  l'i'  das  fehlende,  1 
H  enüiehme  man  jenen  vier  Windschiefe.    Da  diese  die  Transversale  q  haben, 
u  liefern  sie  eine  zweite,    welche  zu  den  Ü'  gehören  muss.     Wendet  man 
,  als  es  die  Paare  n,  ...n,  gestatten,  nämlich 
die  3i'  sSmmtlicb,  weil  dieselbe  Gerade  nicht 
i   sie  bei    dieser  Annahme  in  der  Ebene  eines.  ■ 
inmögUcb  ist.     Nun  wird  die  Gerade  l'  ausser  I 
'on  qjl' noch  von  vier  Geradenpaaren  geschnitten,  die  ersichtlich  nnter  dem  J 
8'  (üu   mUssen;    l'  trifft   dann   die   vier   fehlenden   Paare.      Hieraus    folgte  1 
'utjtde  der  construirten  Geraden  ^'  fünf  Windschiefen  3)' begegnet,  und  € 
^Ltl  ^e  q    nicht   trifft,    ebenso  wenig  eine  der  fünf  anderen  $',    im  Ganzen  m 
^Hpr  doch    von  zehn  Geraden  getroffen  wird,   so  müssen  unter  diesen  zehn'! 
^Hpf  Windschiefe  '&'  sein.     Bedenkt  man  ferner,  dass  q,  welche  aus  den  27   I 
^Bwiebig   faeransgegriffen    wurde,   gegen  jede  %'  und  nur  gegen  eine  solche  J 
^     "indtchief  ist,    so    kann   mau   sagen:    „Je    zwei    Windschiefe    der    S^  1 
hibsD  ruuf  Transversalen  unter  ihnen.'     Da  jede  der  27  mit  zelml 
udRen  gepaart  ist,    so   giebt   es  11—1^=^135  verschiedene  Paare.     Wenn  I 

*  Fflr  die  Folge  ist  anzumerken;  Durch  eine  beliebige  Gerade  (q)  iii  I 
fiu  Ebene  unmöglich ,  die  iwei  Funkte  a  enthält;  denn  in  einer  solchen  ISigeD  vi«  J 
Qende  nnd  q.  Und  «chneidet  eiue  von  q  verschiedeue  Gerade  irgend  eine  dsf  J 
f*!!  «tf  ,-1  ttehfnden,  »o  kanii  tie  die  mit  ihr  pepaarte  nicht  treffen,  da  sonst  inj 
Oti  Kljue  dieses  Paares  vier  Gerade  wären.  J 


•Wllo  Verfahren  so  oft  s 
ä'=16mal.  so  erlangt  mi 
ntmal  erscheinen  kann, 
iw  Tier  Paare  n  läge,  was 
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mfi  ein  solches  ist,  so  liegt  in  seiner  Ebene  noch  eine  Gerade,  etwa  fi. 
Nun  giebt  es  noch  acht  Gerade,  welche  m  treffen,  dagegen  (i  nicht,  acht 
andere,  welche  ft,  nicht  aber  m  treffen:  die  fehlenden  27— 16-*3s:8 
Geraden  x  sind  deshalb  windschief  sowohl  zu  m,  als  auch  zu  fi.  Daauf  fi 
ausser  dem  Paare  mfi  vier  Paare  stehen,  deren  Gerade  weder  m,  noch  fi 
treffen,  so  umfassen  diese  die  acht  x^  d.  h.: 

Jedes  Paar  ntfi  bestimmt  eine  einzige  Gruppe  von  fünf 
Paaren,  unter  welchen  es  selbst  vorkommt;  die  Ebenen  dieser 
Paare  schneiden  sich  in  einer  bestimmten  der  27  Geraden  — 
in  fi*     Somit   vertheilen   sich  alle    135  Paare   auf  11^=27    Ter- 

5 

schiedene  Gruppen,  welche  einerlei  mit  denjenigen  sind,  di^ 
auf  je  einer  der  27  stehen. 

13.  Die  Geradensechs  ®.  a,  6,  c  seien  drei  Windschiefe;  einer 
derselben,  c,  ertheilen  wir  die  Rolle  der  q,  so  dass  a,  h  zur  Abtheilnng  %' 
gehören.  Zu  ah  ergaben  sich  eben  fünf  Transversalen,  von  welchen  ge- 
mäss 5a)  zwei  in  91'  sich  befinden,  folglich  sind  die  drei  anderen  in  99' 
und  treffen  c;  d.  h.:  Drei  Windschiefe  haben  drei  Transversalen. 
Wieviele  schneiden  keine  der  angenommenen  a,  &,  c?  Ausser  den  nach- 
gewiesenen drei  Transversalen  hat  jede  der  Combinationen  ah,  aCj  hc  deren 
noch  zwei,  ferner  wird  a  ausschliesslich  von  10  —  3  —  4  =  3  anderen  Ge- 
raden geschnitten,  und  Gleiches  gilt  für  b,  c.  Also  bleiben  27  —  3  —  3.2 
—  3.3  —  3  =  6,  von  welchen  jede  zu  a,  &  und  c  windschief  ist. 

Vier  Windschiefe  besitzen  zwei  Transversalen ,  daher  können  fünf  solche 
höchstens  zwei  Transversalen  haben.  Weisen  wir  der  e,  welche  unter 
fünf  Windschiefen  irgend  eine  sei ,  die  Rolle  von  q  zu ,  so  können  die  vier 
anderen  unter  den  %'  befindlichen  entweder  eine  Vier  {ah cd)  bilden,  oder 
nicht  {ahcö).  Wenn  Ersteres  stattfindet,  so  liegt  von  den  beiden  Trans- 
versalen (nach  5c)  keine  in  der  Abtheilung  91',  und  beide  müssen  auf  e 
stehen.  Alsdann  giebt  es  in  W  keine  zu  a,  6,  c  und  d  windschiefe,  also 
existirt  überhaupt  keine,  die  zu  Ofh^c^d  und  e  windschief  wäre.  Wird 
umgekehrt  angenommen,  dass  ahcde  zwei  Transversalen  besitzen,  so  können 
ab  cd  keine  in  %'  fallende  Transversale  haben,  folglich  bilden  sie  dann  eine 
Vier,  und  es  muss  jede  der  22  fehlenden  Geraden  wenigstens  eine 
dieser  fünf  schneiden. 

Wenn  zweitens  ahcö  keine  Vier  darstellt,  ahc  aber  durch  d  zur  Vier 
ergänzt  wird,  so  muss  von  den  beiden  Transversalen  eine  ei|  unter  den  9L' 
votkommen,  während  die  zweite  auf  e  steht  Hier  haben  somit  ahede 
diese  letztere  zur  einzigen  Transversale.  Nun  wird  d^  von  a^  h,  c^  ö  und 
einer  d|  unter  den  ^'  getroffen,  und  es  sind  d,  d,  6^  die  einzigen  gegen 
a,  h  und  c  Windschiefen  in  %'  (vergl.  5  c).  Mithin  sind  dies  auch  die  ein- 
zigen zvL  ahc  windschiefen;  d  aber  schneidet  Ö,  dagegen  schneiden  sich  d,  ö^ 
nicht.  D.  h.:  Es  existirt  nur  die  eine  Gerade  d,  welche  keiner 
der   fünf  Windschiefen    a,   b,   c,   d,  e   begegnet.      Hiermit  ist   be- 


Von  Prof.  KÜPPBR.  153 

wiesen,  dass  mehr  als  sechs  Windschiefe  überhaupt  nicht  anzutreffen  sind, 
und  dass,  wenn  a,  6,  c,  d,  e,  f  sechs  Windschiefe  sind,  je  fElnf  derselben 
eine  einzige  Transversale  haben.  Es  geht  auch  deutlich  aus  unserer 
Betrachtung  hervor,  dass  fünf  Windschiefe  wenigstens  eine  Transversale  zu- 
fawen;  wenn  aber  noch  eine  vorhanden  ist,  so  giebt  es  keine  sechste  zu 
ihnen  windschiefe,  im  andern  Falle  kommt  eine  und  nur  eine  Gerade 
▼or,  welche  mit  den  fünfen  sechs  Windschiefe  liefert,  eine  Oeraden- 
sechs  @. 

Die  Construction  einer  Sechs  ahcdef  \di  im  Gesagten  enthalten.  Denkt 
man  der  f  die  Bolle  der  q  ertheilt,  so  dass  a,  6,  c,  d,  e  fünf  Windschiefe 
der  Abtheilung  ST  werden,  so  haben  diese  nach  Nr.  5  unter  den  91'  eine 
einxige  Transversale,  welche  zu  f  windschiefliegt;  sie  können  (unter  den  93) 
keine  zweite  besitzen,  weil  sonst  f  nicht,  wie  vorausgesetzt,  gegen  alle 
fftnf  windschief  läge.  Fünf  Windschiefe  der  Abtheilung  31'  sind  nur  die 
ftnf  Geraden,  welche  auf  irgend  einer  der  %'  stehen:  Eine  Gerade  f  ge- 
hört somit  zu  16  verschiedenen  @.  Es  ist  zweckmilssig ,  die  Geraden  einer 
6  mit  a,  ...  a^  zu  bezeichnen,  ihre  Gesammtheit  mit  (a).  Je  fünf  a  haben 
eine  einzige  Transversale  &,  windschief  gegen  die  fehlende  sechste  a;  der  h 
otheile  man  den  Index  dieser  a  und  schreibe  sie  unter  diese  a.  Dann  werden 
je  zwei  h  die  Transversalen  der  nicht  über  ihnen  stehenden  a  sein,  dem- 
nach windschief,  und  wir  erlangen  eine  Sechs  (6),  die  mit  (a)  die  Doppel- 

sechs  K  j  bildet.  Aus  der  Construction  von  \^\  erhellt,  dass  ai  die 
^nsversale  der  fdnf  h  ist,  denen  der  Index  i  nicht  zukommt,  dass  mithin 

U  I  durch  ein  und  dasselbe  Verfahren  erlangt  wird,  man  mag  von  den  a 
oder  5  ausgehen. 

Wie  schon  bemerkt,  hat  jede  Combination  von  vier  a  ihre  beiden 
Transversalen  in  (&),  auch  jede  Combination  von  drei  a  hat  die  ihrigen  in 
W)  dagegen  hat  eine  beliebige  Ambe  aus  a  von  ihren  fünf  Transversalen 
nur  vier  in  (&).    Also  entspricht  der  Ambe  aittk  eine  bestimmte,  nicht 

^^  \5  )  ^^^^Q^lic^®  Gerade  ca,  und  es  werden  die  15  auf  diese  Weise 
>^er?orgehenden  e  voneinender  verschieden  sein ,  weil  sonst  eine  c  mindestens 
<bei  a   trftfe,   also  in  (&)  vorkäme.     Durch  Ctk  sind  demgemäss  sämmtliche 

15  ausserhalb  ( i  j  liegende  Gerade  der  F^  dargestellt. 

Zur  Bestimmung  von  Cik  kommt  man  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Geradenpaare  Oihky  auh  von  der  Schnittlinie  ihrer  beiden  Ebenen  in 
Tier  Punkten  getroffen  werden ,  dass  diese  Schnittlinie  eine  der  27  sein  muss 
and  weder  in  (a)  noch  {b)  vorkommen  kann ,  da  a  nur  Windschiefe  zu  Ui , 
{b)  nur  Windschiefe  zu  bi  enthält.  Bleibt  i  dasselbe ,  während  k  die  von  i 
verschiedenen  Werthe  annimmt,  so  erhält  man  in  den  ctk  die  fünf  (wind- 
schiefen) Transversalen  von  Oj&j.  Daher  liegt  eine  c  mit  ai  —  oder  bi  — 
in  derselben  Ebene,   wenn  ihr  der  Index  i  zukommt     Hat  c  diesen  Index 
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nicht,  so  sind  c,  o^  —  und  c,  hi  —  windschief.  Denn  a<  wird  von  den 
fünf  c  geschnitten,  welche  i  haben,  überdies  von  fünf  b,  also  nicht  mehr 
von  einer  c.  Cgt  liegt  gegen  jede  c  windschief,  welche  den  Index  t  oder  k 
trägt,  und  wird  von  jeder  andern  c  geschnitten.  Denn  cut  wird 
von  zwei  Geraden  a,  von  zwei  Geraden  h  getroffen ,  also  noch  yon  sechs 
Geraden  c,  von  welchen  keine  einen  der  Jndices  t,  k  haben  kann.  Auch 
giebt  es  nur  sechs  c,  unter  deren  Indices  weder  »,  noch  k  ist;  von  diesen 
c  allein  wird  mithin  Cik  geschnitten. 

14.  Die  Construetionen  der  Doppelseehs  f  ^V 

Zu  Qi  ist  in  (&)  nur  bi  windschief,  ihre  homologe«     Sollen  daher  in 

K  j  mehr  als  zwei  Windschiefe  möglich  sein,  so  müssen  diese  sftmmtlich 
entweder  zu  (a),  oder  zu  (b)  gehören. 

a)    ( ,  j  ist  bestimmt  durch  zwei  willkürliche  homologe  a|, 

h^:  Von  den  zehn  auf  &|  stehenden  Geraden  scheide  man  die  fünf  Trans- 
versalen von  a^  &|  aus ,  so  bleiben  fünf  Windschiefe  o^  .  •  •  a^  übrig.  Soll 
die  Doppelsechs  nun  möglich  sein,  so  muss  dieselbe  fünf  Gerade  a  enthal- 
ten,  die  alle  von  h^  geschnitten  werden  und  zu  Oj  windschief  sind.  Offen- 
bar sind  a2..»aß  die  allein  möglichen ,  und  durch  die  sechs  Windschiefen  a 
ist  (h)  bestimmt. 

ß)    Durch    vier    beliebige   Windschiefe   ist   (xj    bestimmt. 

Die  vier  Geraden  können  entweder  nur  in  (a) ,  oder  nur  in  (h)  vorkommen, 
sie  seien  ai,.,a^.  Von  den  drei  Transversalen  über  a^a^a^  stehen  zwei 
auf  a|,  die  dritte  muss  zu  a^  windschief,  mithin  deren  homologe  &|  sein. 
Die  Doppelsechs  ist  [aj]  jetzt  bestimmt;  sie  muss  die  fünf  Geraden  ent- 
halten, welche  b'  schneiden  und  zu  a|  windschief  liegen;  a^a^a^  sind  offen- 
bar drei  derselben. 

y)  Wären  von   (x  j   drei  Gerade  aj,  a^,  a^  gegeben,   so  muss  sie  die 

Transversalen  b^^  b^^  bß  ebenfalls  enthalten.  Von  diesen  b  abgesehen,  haben 
aber  Oj,  a^  noch  zwei  Transversalen,  von  denen  keine  a^  schneidet.  Eine 
von  diesen  muss  die  homolge  der  aj  werden.  Nimmt  man  als  h^  irgend 
eine  der  beiden,  so  ist  [a)]  die  Doppelsechs  bestimmt  und  enthält  Oj»  ^9 
wie   die   Construction    a)    zeigt.      £s   ergeben    sich   somit   zwei   Lösungen, 

wovon  die  eine  die  vorliegende  ( r  j  selbst,  die  zweite  von  ihr  verschieden 

ist.  Man  kann  aber  die  letztere  sofort  hinschreiben:  Es  handelt  sich  um 
drei  Gerade,  welche  mit  a^,  a^,  a^  die  eine  Hälfte  der  Doppelsechs  bilden. 

Unter  ihnen  kann   keine  a  vorkommen,   da  sonst  nach  ß)  die  (x  1  selbst 

hervorginge,  aber  auch  kein  &,  weil  ein  b  nur  zu  einer  einzigen  a  wind- 
^ohief  ist«     Die  gesuchte  Hälfte  wird  also  drei  c  enthalten  müBsen,   und 
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nach  dem  Vorigen  dürfen  die  c  keinen  der  Indices  1,  2,  3  aufweisen;  sie 
lind  deshalb  C45,  c^^  c^. 

i)  Soll  eine  (  x  j  zwei  gegebene  Windschiefe  enthalten  (nicht  als  homo- 
loge, was  erledigt  wurde),  so  seien  es  z.  B.  W^  dann  sind  in  ihr  von  den 
fiDnf  Transversalen  über  \h^  irgendwelche  vier  als  üiO^a^a^,  Nimmt  man 
diese  an,  so  ist  auch  nach  ß)  die  Doppelsechs  bestimmt,  es  ist  klar,  dass 
^^5^  darin  vorkommen. 

()  Läge  eine  Gerade  a^  der  aufzustellenden  {%A  vor,  so  muss  und  kann 

man  al§  homologe  hy  irgend  eine  der  16  zu  a,  windschiefen  Geraden  setzen. 
{;)    Die    beste  Classification   sSmmtlicher   @  gewinnt  man,    wenn   bei 

Zugrundelegung  einer  bestimmten  (  «^  j  man  die  Frage  beantwortet:  welche 

6  sind  von  (a)  verschieden?  Vier  a  kann  eine  solche  @  nicht  enthal- 
ten, und  es  giebt  eine  einzige  @,  welche  drei  vorgegebene  Gerade  aus  (a) 
besitzt  {y)\.  Können  in  @  zwei  a  (und  nicht  mehr)  auftreten?  In  diesem 
Falle  mttssten  aus  dem  in  y)  angegebenen  Grunde  die  fehlenden  vier  Geraden 
den  c  entnommen  sein.  Daraus,  dass  vier  windschiefe  c  zu  je  zwei  einen 
Index  gemein  haben  müssen,  folgt  sofort,  dass  bei  allen  vieren  ein  und 
derselbe  Index  auftreten  muss.  Hat  man  beispielsweise  q^,  ^u,  ^u,  ^15, 
so  ist  dadurch  ®  bestimmt.  Nun  sind  a^,  h^  sowohl  windschief  gegen 
diese  c,  als  gegen  einander,  sie  ergänzen  deshalb  die  c  zur  @.  Wir  schliessen 
hieraus : 

Erstens:  Hat  @  mit  (a)  weniger  als  drei  Gerade  gemein,  so  kann  @ 
höchstens  eine  a  enthalten,  und  enthält  sodann  stets  die  homologe  6.  Wie 
diese  @  zu  schreiben  ist,  wenn  a^,  ht  in  ihr  vorausgesetzt  werden,  bedarf 
nach  dem  Vorangehenden  keiner  Erläuterung. 

Zweitens:    Eine  ®  kann  höchstens  vier  c  enthalten,   und  wenn  sie  so 

▼iele  enthält,  sind  in  ihr  zwei  homologe  von  (  i^  )* 

Drittens:  Soll  in  @  kein  a  eintreten,  so  müssen  mehr  als  zwei  t  darin 
^in,  da  mehr  als  vier  c  zur  @  nicht  brauchbar  sind.  Wenn  aber  drei  "b 
^^  @  sind ,  so  ergänzt  @  eine  derjenigen  Geradensechs ,  die  drei  a  enthalten, 
*^r  Doppelsechs.     Sind  mehr  als  drei  h  in  @,  so  folgt  ©  =  (6). 

15.  F*  mit  i  Doppelpunkten  X><  ausserhalb  a*. 

a)  Wenn  fi^,  Q^  sich  in  Dj  berühren,  und  zufolge  10.  Dj  Doppelpunkt 
^on  /*,'  wird,  so  fallen  in  Dj  zwei  der  Kegelspitzen  0,  z.  B.  ^3,  04,  und 
Oj,  a,  finden  sich  in  der  gemeinsamen  Tangentialebene  von  U^^  Q"^  für  den 
I^onkt  2>, .  Jetzt  vereinigen  sich  die  (windschiefen)  Geradenpaare  /3A3  und 
2|i4,  und  wir  fassen  Z3Z4,  ^3^1^  als  benachbarte  Windschiefe  auf.  Ersicht- 
lich finden  die  Sätze  aus  Nr.  lOa)  auch  hier  Anwendung.  Zu  den  vier 
binären  Geraden  a,  a,  a,,  Oj  der  Kategorie  %  treten  also  noch  zwei  hinzu: 
2y,  ^3,  die  gleich  ihren  benachbarten  2^,  A^  zu  33  gehören,  d.  i.  auf  q  stehen. 
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Wenn,  wie  oben,  das  Paar  aa  von  e,,  a, a,  von  e,  herrührt,  wo  ej,  e^  be- 
ziehlich  in  £|,  e^  die  Geraden  e,  e^  treffen,  so  gehen  die  unendlioh  nahen 
Ebenen  aa,  hß  durch  2  —  die  Conjngirte  der  e  in  Bezug  auf  jQT'  — , 
während  die  Ebenen  a|0, ,   &j^|   durch  l  gehen.     Die  unären  Greraden  be- 

(cc  d6\ 
dd  yy)^   aus   den   drei   Paaren:    II 

(durch  a),  2|A|  (durch  <j^),  l^k^  (durch  a,),  endlich  aus  q,  die  von  den  auf- 
gezählten Paaren  getroffen  wird,  ebenso  wie  von  l^l^^  hKy  ^^* 

Betrachten  wir  eine  binäre  Gerade  a;  sie  ist  mit  &|,  a,  u^  gepaart, 
und  es  müssen  die  drei  Ebenen  a&|,  aa.  aa^  je  eine  Gerade  yon  93  ent- 
halten. Nun  kann  eine  dieser  Ebenen  nicht  durch  ^  oder  l^  gehen,  wens 
der  Osculationskegel  von  F^  in  D^  nicht  zerfällt  Die  Ebene  aa  gehl 
nach  der  Construction  dieses  Paares  durch  2,  mithin  müssen  die  Ebenen 
aa,,  a&i  je  eine  der  Geraden  2^,  A^,  Ig»  ^  aufnehmen,  z.  B.  2|,  {j*  Z" 
jedem  der  genannten  Paare  giebt  es  ein  benachbartes  {Jbß  zu  aa^  hß^  zu 
aa|,  hüi  zn  a&i),  und  deren  Ebenen  müssen  A,  A,,  Ag  resp.  enthalten  (12.): 
„Die  sechs  Ebenen,  welche  je  zwei  der  binären  Geraden  ver- 
binden, gehen  durch  je  eine  2  oder  k  der  sechs  unären  Geraden 
der  Abtheilung  99,  und  durch  eine  dieser  l  geht  noch  eine  un- 
endlich nahe  Ebene,  in  der  zwei  binäre  Gerade  aus  %  sind." 
Die  auf  einer  2  stehenden  Paare  sind  sonach  qk^  dann  zwei  benachbarte 
Paare  binärer  Geraden ,  und  die  beiden  fehlenden  Paare  können  nur 
in  der  Doppelvier  93  9Si  anzutreffen  sein ,  natürlich  so ,  dass  eine  Gerade  in 
93,  die  benachbarte  in  93,  ist.  Aber  fß  hat  zwei  Transversalen,  welche  beide 
in  99  sein  müssen,  nicht  aber  unäre  dieser  Abtheilung  sein  können,  weil, 
wie  oben  erkannt  wurde,  eine  solche  2  nur  zwei  Geraden  aus  93,  zwei  an- 
deren aus  9S|  begegnet.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Transversalen  über 
die  93  nur  {3,  2^  oder  A3,  ^4  sein  können.  Nehmen  wir  Ersteres  an,  so  sind 
nothwendig  A3 ,  A4  die  Transversalen  über  die  93,  •     So  hat  man  die  Doppel* 

sechs:    |JJ^^*}*M  (Folgerung  nach  14/5). 

h)  Berühren  sich  J9^,  Q^  in  D^,  B^  ausserhalb  a^  so  werden  diese  zu 
Doppelpunkten  der  F^.     Zwei  Fälle  sind  zu  unterscheiden. 

Erstens:  r^  besteht  aus  zwei  durch  2>,,D^  gehenden  r*.  Nach 
10 b)  ist  die  resultirende  F^*  die  Enveloppe  von  oo^  Quadriflächen  P*.  Die 
Construction  der  %  liefert  vier  in  D, ,  vier  in  D,  zusammenstossende  binäre 
Gerade.  Die  Gerade  D|Dg  liegt  ganz  auf /",'  und  muss,  da  sie  JST'  in  2>j, 
Dj  durchstösst,  daher  keinen  Punkt  mit  a'  gemein  hat,  auf  q  stehen«  In 
dem  Büschel  (9)^)  mit  der  Grundcurve  ^  kommen  die  Kegel  (aj,  (a^)  vor, 
und  an  die  Stelle  der  beiden  anderen  Kegel  treten  zwei  Ebenen  2^,  £^ 
doreh  Dj,  D^.  Weil  nämlich  r*  in  der  angegebenen  Weise  zerfällt,  so  sind 
Q\  jp  Bwei  Quadrikegeln  einbesohrieben  längs  Curven  i^\  (,',  die  zusam- 

f*  mitmachen  (10.);  ^,  2^  soUen  aber  die  Ebenen  von  t^\  ^'  be- 
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xeiehoeD.  Mithin  ist  das  Paar  2^^  2^  eine  tp^  und  schneidet  aas  F^  die  dop- 
pdtgeifthlte  Gerade  B^B^^  die  in  der  zn  Grunde  liegenden  projectivisohen 
Besiehnng  dieser  besonderen  9>*  entsprechende  Ebene  ist  (11.)  qDiD,,  und 
es  schneidet  diese  aus  F^  zwei  in  B^B^  vereinigte  binäre  Gerade  —  eine 
quaternäre  I3  ~,  welcher  I4,  A3,  A^  unendlich  nahe  sind.  Die  Kegel  (<J|), 
(0^)  liefern  zwei  unftre  Paare  l^l^^  1%^^  &Qf  q  stehend;  endlich  besteht  noch 
das  nnSre  Paar  II. 

Zweitens:  r^  besteht  aus  der  Geraden  D|Dy  oder  Z3,  und  einer 
Dp  J}^  enthaltenden  Baumcurve  dritter  Ordnung  r^«  Nicht  wie 
im  vorigen  Falle  wird  q  yon  {3  getroffen,  sondern,  da  Z,  den  Flächen  i?^,  Q^ 
gemeinsam  ist,  so  muss  sie  2^  in  einem  Punkte  Eq  durchstossen ,  der  sowohl 
aaf  0*,  als  auf  den  in  e,  e^  zerfallenden  q*  fällt;  Iq  liege  auf  e|.  Durch  B^ 
gehen  zwei  Gerade  der  Q*,  nämlich  I3  und  e,,  deren  benachbarte  e^  heisst, 
so  dass  die  Durchstosspunkte  f,,  ^3  einander  unendlich  nahe  auf  e  liegen. 
Analog  hat  man  in  B^  die  e^  mit  dem  Durchstosspunkte  i^  auf  e,  sowie 
ihre  benachbarte  e^  aufzufassen. 

fj  und  ^  liefern  die  unendlich  windschiefen  Paare  aa,  5/3;  e^,  e^  er- 
gaben cy,  d6,  wobei,  wie  früher,  a,h;  c,  d  unendlich  nahe  liegen,  daher 
ancb  a,  /?;  7,  d.  Die  Polarebenen  der  Punkte  von  e  bezüglich  H^  gehen 
dorch  eine  bestimmte  Gerade  der  Fläche  ^,',  gemäss  der  in  Nr.  11  ein- 
gftngs  betonten  üebereinkunft,  durch  l.  Diese  l  müssen  also  die  Ebenen 
der  conatruirten  vier  Paare  enthalten. 

Die  Tangentenfläche  der  r^  schneidet  aus  Q^  zwei  Gerade,  welche  des* 
Üb  zur  nämlichen  Schaar  wie  l^^e^  gehören,  weil  P  Secante  der  r^  ist, 
^d  welche  demzufolge  mit  63,  e^  zu  bezeichnen  sind.    Ihre  Durchstosspunkte 
ffi  fg  in  Z  befinden  sich  daher  in  tj.     Aus  63,  e^  leiten  sich  zwei  Paare 
*»fi,  nv  unärer  Geraden  ab,  deren  Ebenen  l  enthalten  werden.    Die  Polar- 
^bene  von  Fq  in  Bezug  auf  H'  ist  die  Tangentialebene  dieser  Fläche  in  Cq, 
^thllt  mithin  {3  und  geht  ebenfalls  durch  X.    Von  den  vier  Punkten  <J|  . . .  04 , 
*tiB  welchen  sich  r^  durch  Quadrikegel  projicirt,   sind  nur  mehr  zwei  vor- 
'^^den,  und  zwar  D^,  D^:  denn  die  Spitzen  der  durch  r^  möglichen  Quadri- 
^^1  kommen  allein  auf  r*  vor;   soll  also  ein  solcher  Kegel  überdies  die 
Gerade  B^B^  enthalten,   so  muss  offenbar  seine  Spitze  einer  der  B  selbst 
^üi.    Aus  diesen  Punkten  und  nur  aus  diesen  projicirt  sich  auch  ^  durch 
K^l  zweiten  Grades :  denn  l^mB^B^  ist  ein  Bestandtheil  dieser  (^,  welche 
^^  in  Nr.  11  wiederholten  Definition  zufolge  der  Ort  für  die  Berührungs- 
P^kte  derjenigen  Tangentialebenen  von  H^  ist,   welche  0^  gleichfalls  be- 
ehren, d.  h.  Ebenen  R  sind,     l^  ist  gemeinsame  Gerade  von  j5^^  0^-    Jede 
^^^h  Ig  gelegte  Ebene  F  berührt  aber  sowohl  JET^,  als  C^'  auf  {3,  die  erstere 
^twa  m  x'j   F  schneidet  somit  H^  in  einer  durch  x  gehenden  Geraden  f, 
'^^uroh  diese  f  lässt  sich  an  0^  eine  von  F  verschiedene  Tangentialebene 
Usm,  die  sodann  H^  ia  y  auf  f  berühren  wird.     Während  sich  /^  um  die 
^  lg  dreht,  beschreibt  x  die  Gerade  ^,  y  hingegen  einen  zweiten  Theil  ^ 
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vnW  t^s  Kommt  F  in  die  Lage,  wo  sie  in  2>|  oder  D,  die  H^  berührt, 
:^»  ^l^tt^n  jedesmal  die  Punkte  x,  y  gleichzeitig  nach  D, ,  bez.  2>|.  i^  geht 
4!L0^uit  durch  D^D^  und  wird  aus  diesen  zugleich  mit  der  Geraden  Ij  durch 
«wt^i  Kegel  Di\  D^*  projicirt;  alsdann  aber  gehOren  diese  Kegel  zu  den 
Fläoht^n  ^*.  Die  Polarebenen  von  c  in  Bezug  auf  D^K  D/  schneiden  aus 
dio8tm  <r;i'  Kwei  Paare  binärer  Geraden  I|A, ,  l^l^.  Die  21  Geraden  der  F^* 
w«^nlen  nunmehr  dargestellt  durch  sieben  unSre  q,  I,  i^  m,fi,ii,  v,  durch 
vier  l^Mire  binärer  a«,  cj^  1^1^^  l^l^  und  die  quatemire  Gerade  2^.  Eine 
Uen^de«  welche  «  mit  irgend  einem  Punkte  r  auf  2,  verbindet ,  muss  in  t 
\lie  F^^  berühren «  weil  r  zu  ^  gehört;  demnach  berOhrt  die  Ebene  ml^  die 
KUohe  lün^  2^.  diese  Ebene  ist  aber  einerlo  mit  der  Polarebene  Yon  9^  in 
Bezug  auf  H\ 

c\  F^  mit  den  Doppelpunkten  D^,  D^^  D3.  BerflhreB  sich  IT', 
0*  in  vlr^i  Punkten  i>«  $0  dass  R^  serftUt  in  zwei  Gerade,  z.  B.  l>sl>i, 
l\X\  und  einen  dux>^h  I\^  D^  gehenden  Kegdsduitz  r*,  so  muss  f*  eben- 
fA^lb  au;»  vlk^n  iWraden  und  einem  durdi  D,,  D,  gehenden  I*  bestdien. 
Die  drei  Verbiadun^rsliaiea  der  D  sind  quaterribre  Gcnde,  die  eine  2>,2>,  =  Iy 
triAl  ^«  die  beiden  anderen  -DjI^:«  ^s^t  ^^^^g*  ^'^b-  i"  H%  <•  ■■^^«  durch 
«,^  K^ht  c%  duTvh  f  1^  jodaaa  c,.  Durch  Dj  gekt  anaer  DiD^  noch  die 
ii^rade  t^  tvmi  i**.  welche  c.  in  %  trifi;  durck  D^  geh*  anaer  B^D^  nodi  Cj« 
v(^ohe  (  in  f,  trifft. 

Mittel«  f,«  fj  M^nstrdm  wir  die  baniren  ftnre  n«.  *i«i^  ^sobei  in 
Wbere^n^timmuag  mit  der  ron  uss  KeJiolcten  Pearifknnngsnüw,  n,  m^  ddi 
t^chueiden«  etw;i  in  r«  ehesso  «;«  «  in  f.  sip  oaat  in  rf  das  Punktepaar 
V\\u  #V  ^^^e^P«  w«kb«  o«r  Ebene  f^u  _  £  in  der  bffrsnntfn  Art  zu* 
i^^^ieM^n  i^t. 

\xk  de«i  Kftji^be:  jr^  b«£nief  sü^  icr  K<^  D^.  welcher  ans  D,  die 
»ci  fallende  f*  projkdn.  die  Pc^ia;n^H«e  i«n  €  in  Bezv  aaf  D^  schneidet 
AU»  «h<vf)er  K\;^ftk^  aas  bisfin?  I^ar  Li,«  anf  ^  saekend.  In  ihawiBim 
UdM'^bel  v^*'  ^^  ^^^^  ^^  ESeamiiaar  «1^^.  desKB  cdne  Ekene  alle  drei  D 
cutbMt^  )ndMt$  d>^  a^iesTf  ^  axäiasi.  Djeü» 
i^fMW^ie  \  dc^flf^^  '^^^  :MeaL  iSe  ien  <^i£^  pr^Vcxmach 
ol«m^b  V  ^^  Fäk^iie  r^^  i££j:^  ly  Sertten  zehss-  Die 
»)U«i  >ii)e  )a  al)ea:  aniKrett  TIG«:  Tsv^ssnäcou  WBe 
*l\e  IVlarebene  t«&  i,  ^»i^^:3(^  B*  e»  F^  ^itfs  JIjJHl«  d» 
\^M>  «,s  berührt  )li3u:$  ^;A  xumc^t  Fär^«  nni  in  iowr  konsal  nock  die 
MUlU>^  L  vtK  d)M>eir  «  r^c.  Wir  taVex  ire:  «iiaiersiiTe.  s«cks  binire 
MMd  drei  uvilkre  iWraieiL. 

i>  >/  mu  x^er  3>^rre:Txxki*x  J^.     IWrfikmn  «i£k  JT^l)*  in  vier 

INiahlMi  H^s  den  Krk^on  eönei^  TwnM%Mn,  j«^  dnas^  r*  —  nna  etanw  f*  — 

awi  d«l  tw  tViMdNi  /l,,^^.  AA-  AA-  ^<^  Imindft« 

%  ChmJI»  dir  r/swn.    ;^  mben  nnf  n^ 

%^  ^.    Akir  ameh  d»  wnte  2>, A,  It^^ 
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Ire  auf,  und  da  sie  JBT*  in  Dj,  Dg  —  bez.  Dg,  D4  —  dnrchstossen,  so 
igegnen  sie  dem  a^  nicht,  sondern  q.  Durch  die  erste  Gruppe  quatemSrer 
leraden  iSsst  sich  kein  Kegel  legen,  wohl  aber  zwei  Ebenenpaare  ^i^^f, 
^14,  von  denen  jenes  als  Schnittlinie  B^D^^  dieses  die  Schnittlinie  D3D4 
ibe.  Die  Polarebene  von  a  in  Bezug  auf  ^^^^^  schneidet  die  doppelt  ge- 
Bebnete  Gerade  B^D^  aus  F^,  sie  geht  durch  q  und  berührt  die  Fläche 
iogs  Dg  Dg.  Ebenso  verhält  sich  die  Ebene,  welche  durch  q  und  DjDg 
Mtimmt  ist.  Ausserdem  wird  F^  längs  jeder  quatemären  Geraden  der 
nken  Gruppe  von  der  Ebene  berührt,  welche  aus  dieser  Geraden  den 
Ut  6  projicirt.  Die  unären  q,  Z,  ^  sind  hier  allein  als  solche  vorhanden, 
intfre  giebt  es  nicht. 

«)  Auftreten  eines  Biplanarpunktes.  Wir  gehen  auf  F^  mit 
In  Doppelpunkten  2>j ,  D^ ,  wie  sie  unter  h)  zuerst  gefunden  wurde ,  zurück. 
t  bestand  aus  t^^  t^^  denen  die  Punkte  Dj ,  D^  gemeinsam  sind ;  jetzt 
Mbmen  wir  an,  dass  diese  Punkte  auf  der  Geraden  l^  einander  unendlich 
ttke  liegen  oder  dass  t^^  t^  in  D,  die  ^  zur  gemeinsamen  Tangente  haben. 
hD|  hat  man  die  vier  binären  Geraden  a,  a,  a^,  a^  durch  die  6|,  e^  wie 
b  Falle  a)  erhalten.  Mit  diesen  erscheinen  nun  bei  der  neuen  Annahme 
b  yier  binären  des  D,  vereinigt,  so  dass  sie  als  quatemäre  Gerade  zu 
idten  haben,  üeberdies  fUllt  einer  der  Kegel  (^i),  (o,)  fort,  z.  B.  (0^  mit 
änem  unären  Paar  l^^%*  Es  bestehen  mithin  nur  noch  fünf  unäre  Gerade 
f}{,  A,I|,  Aj,  vier  quatemäre  a,  er,  o^,  a^,  endlich  l^. 

Aus  der  Untersuchung  a)  erhellt,  dass  von  den  drei  Ebenen  auj  a^a^^ 
(ii|  die  erste  durch  l  geht;  die  zweite  muss  irgend  eine  andere  der  auf  q 
itebenden  Geraden  enthalten ,  etwa  \ ,  die  übrigbleibende  dritte  Ebene  kann 
neb  der  in  Nr.  12  gemachten  Bemerkung  weder  durch  Oj,  noch  a,  gehen, 
ittl  bei  dieser  Voraussetzung  a  in  der  Ebene  II  oder  \X^  läge  und  somit 
I  irife,  was  nicht  angeht.  Da  aber  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  eine 
Ittjenigen  Geraden,  welche  auf  q  stehen,  vorkommen  muss,  so  kann  {3 
allein  diese  sein,  mit  anderen  Worten:  Verbindet  man  ^3  mit  einer  der 
w  in  D|  zusammenstossenden  quatemären  Geraden  durch  eine  Ebene,  so 
Uli  in  diese  stets  noch  eine  der  vier.  Demnach  giebt  es  durch  ^  zwei 
Ebenen,  die  je  drei  Gerade  der  F^  aufnehmen,  und  es  zerfällt  der  zu  B^ 
{lUrige  Osculationskegel.  Auch  erhellt  aus  dieser  Betrachtung,  dass  ^3  die 
iolle  von  Ig,  A^  übernommen  und  somit  als  sechs  Gerade  zu  zählen  hat. 

Man  kann  die  Anzahl  distincter  Geraden  der  F^  weiter  reduciren, 
Bdim  man  den  einen  Theil  t^  der  ^  durch  zwei  Gerade  e,,  e,  ersetzt, 
'Ahe  sich  in  B^  schneiden.  Es  läuft  dies  darauf  hinaus,  Q^  durch  c,  c^ 
lad  zwei  Gerade  Cj,  c,  der  JJ*  zu  legen,  von  welchen  die  eine  (ej  in  fj 
nf  e,  die  andere  in  f^  auf  e^  steht.  Alsdann  fällt  der  Kegel  {c^  aus,  mit 
bm  die  unären  Geraden  Z^ ,  A^;  es  bleiben  solcher  übrig:  q,  ^  A.  Die 
^ohiebene  von  «i  in  Bezug  auf  H^  geht  durch  l  und  berührt  F^  längs  c, ; 
^Mbges  gilt  für  die  Ebene  Ae^,  Polarebene  von  f,.     Das  Paar  quaternärer 
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Geraden ,  welches  wir  yorher  mittels  6|  herleiten  konnten ,  Tereiiiigl  äk 
mit  6|  selbst,  und  so  verhält  es  sich  auch  mit  e^:  P^^  hat  M^T 
drei  Gerade  Z3,  e,,  e,,  wovon  jede  für  acht  zfthlt.  Der  0$mk 
kegel  des  2>|  hat  die  Ebene  e^  e^  zum  Bestandtheil  und  kann  keia«i  1 
haben:  denn  sonst  würde  dieser  von  l  —  oder  l  —  in  einem  Pttl 
troffen,  der  mit  2>|  verbunden  eine  in  der  Ebene  le^  —  oder  |€^  * 
findliche  Gerade  der  F^^  ergäbe ,  was  unmCglich  ist. 

Die  zuletzt  besprochenen  SpecialfWe  werden  umfosst  von  dian 
gemeinen  Ausspruch:  Wenn  die  Grundcurve  t^  des  zur  Brs^i 
des  f^  (11.)  dienenden  Büschels  (q>^  eine  Spitze  D  betiii 
wird  diese  zum  Biplanarpunkte  der  F\  Der  Beweis  hmni 
einer  Construction  der  Curve  dritter  Ordnung  C^^  mit  Rückkehtpiak 
deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugen  wird.  Nämlich :  hat  mm 
Büschel  {f*)  von  Kegelschnitten,  die  einander  alle  im  selben  PonUei 
liren,  und  zieht  an  die  f^  aus  einem  festen,  sonst  beliebigen  Pq 
Tangenten,  so  liegen  die  Berührungspunki,e  auf  einer  C,^,  die  ia  j 
Spitze  und  als  Rückkehrtangente  die  allen  f^  in  D  gemeinschafttidii 
gente  ^  besitzt. 

Die  q>*  berühren  in  D  eine  bestimmte  Ebene  J,   weshalb  D  I 
punkt  von  F^  wird.     2)  ist  Spitze  eines  durch  t^  gehenden  Quadrikeg 
und   es  berührt  dieser  J  längs  O;   in  2>  liegt  die  Spitze  <F|   dee  i^ 
durch  t^  möglichen  Kegels  (Oi);   dieser  berührt  /i  längs  der  Gendei 
welche  zu  O  conjugirt  ist  bezüglich  jeder  q>^.     Der  Schnitt  von  F\ 
eine  C,  für  welche  ^  Rückkehrtangente  in  2)  ist.     Wenn  man  man 
d   einen   von  C^  verschiedenen  ebenen   Schnitt  Cj^  nachweisen  kaoi 
gleichfalls   ^  zur  Rückkehrtangente  hat,   so  muss  der  Kegel,   auf  w 
die   in  D  die  F^  osculirenden  Geraden  sind,  zerfallen  (andemfaUa  g 
durch   irgend   eine  Osculirende   nur  eine   C^  dieser  Art,  nftmlieh 
Tangentialebene  des  gedachten  Kegels).     Bekanntlich  kommt  dem  Pol 
in  Bezug  auf  alle  q>*  dieselbe  Polarebene   a,   zu,   sie  geht  als  P^lfl 
ftlr  2>^  durch   O   und   fällt  nicht  mit  J  zusammen,     ü^   wird  too  ( 
einem  Büschel  (p)  geschnitten,   dessen  Curven   sich  in  2)  osoaUren 
tangiren.     Verbindet  man  den  Punkt  a  (11.)  mit  <J|  und  nennt  p  den 
stosspunkt  von  aa^  in  ^, ,  so  wird  die  Polarebene  des  0  in  Beiag  ni 
q>^  zur  Trace   in  £^  die  zu    oa,  conjugirte  Polare  haben.     Diese  Tl 
daher   einerlei  mit  der  Polare  des  p  in  Bezug  auf  den  von  g»'  ans 
schnittenen  p  und  trifft  f^  in  zwei  Punkten  der  Schnittlinie  0|'  tod 
Hier  liegt  offenbar  die  angeführte  Construction  vor,  zufolge  welober 
Rückkehrtangente  O  bekommt;  folglich  zerfällt  der  Oscnlations 
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IX. 
Ueber  die  Brechung  des  Lichtes  durch  Prismen. 

Von 

A.  Gleichen, 

Mathematiker  »m  Friedrich  Wilbelmt-OymnMiam  in  Berlin. 


ffierzu  Taf.  IV  Fig.  1—7. 


Herr  yon  Helmholtz   hat  in   seiner  physiologischen  Optik  gezeigt, 
dass  ein   StrahlenbQndel ,   welches  im  Minimum   der  Ablenkung  durch   ein 
Prisma  geht,  nach  der  Brechung  homocentrisch  bleibt.     Dieses  Resultat  ist 
unter  der  Voraussetzung  gewonnen,   dass  die  Dicke  des  Prismasi  vernach- 
lässigt werden  darf.     Bei  der  immer  mehr  zunehmenden  Wichtigkeit  spec- 
troskopischer  Untersuchungen   dürfte  die  Frage  von  Interesse  sein,  inwie- 
weit der  Satz  von  Helmholtz  sich  modificirt,  wenn  man  die  oben  an- 
gedeutete Beschränkung  fallen  lässt.     In  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
werden  wir  diese  Frage  beantworten,   indem  wir  die  eigenthOmlichen  Be- 
aehongen  aufdecken,   welche  bestehen  zwischen  dem  Falle  der  Minimum- 
Ablenkung  und  den  Bedingungen  der  Homocentricitttt  bei  der  Brechung  des 
lichtes  durch  Prismen. 


L  Form  eines  unendlich  dünnen  gebrochenen  Strahlenbflndels. 

Wenn  von  einem  leuchtenden  Punkte  ein  unendlich  dünner  Strahlen- 
^^1  ausgeht,  so  werden  die  Strahlen  desselben  im  Allgemeinen  nach  der 
Brechung  an  einer  Fläche  nicht  wieder  in  einen  Punkt  vereinigt.  Das  ge- 
brochene unendlich  dünne  Strahlenbündel  zeigt  vielmehr  nach  den  Unter- 
^chnngen  von  Hamilton,  Kummer  und  Helmholtz  eine  eigenthüm- 
Uebe  Form.  An  zwei  Stellen  wird  das  gebrochene  Strahlenbündel  durch 
^  Ebene,  welche  senkrecht  zur  Richtung  des  Bündels  steht,  in  zwei 
^ii^dlich  kleinen  geraden  Linien  geschnitten,  während  an  allen  übrigen 
Stellen  die  Schnittcurve  eine  elliptische  Form  hat«  Jene  beiden  unendlich 
Ueinen  Oeraden,  durch  welche  alle  Strahlen  des  Bündels  hindurchgehen, 
btt  man  die  beiden  Brennlinien  genannt,  und  die  beiden  Punkte,  in  denen 
^  die  Axe  schneiden,  die  beiden  Brennpunkte.     Diese  beiden  Punkte  sind 

UAUehritt  t.  JUmthemmtik  a.  Pbfalk  XXXIV,  3.  W 
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dadurch  aasgezeichnet,  dass  sich  in  ihnen  zwei  der  Strahlen  wirklich  achiu 
den ,  d.  h.  dass  ihre  Entfemnng  voneinander  von  der  zweiten  Ordnung  n 
endlich  klein  ist 

um  sich  eine  klare  Vorstellung  von  diesen  Verhältnissen  su  madu 
denke  man  sich  eine  Ellipse  (Fig.  1),  in  deren  Mittelpunkt  M  ein  Loth  \ 
Ebene  der  Ellipse  errichtet  ist.  Dieses  Loth  bezeichnen  wir  als  die  i 
des  Strahlenbündels.  Die  Strahlen ,  welche  von  den  Punkten  A  und  B,  d. 
den  Endpunkten  der  einen  Ellipsenaxe  ausgehen,  schneiden  sich  in  ein 
Punkte  P^  der  Axe  des  Bündels;  ebenso  schneiden  sich  die  von  den  bei< 
Punkten  B  und  C,  den  Endpunkten  der  anderen  Ellipsenaxe,  ausgehen 
Strahlen  in  dem  Punkte  P^  der  Axe  des  Strahlenkegels.  Die  Punkte 
und  P^  sind  die  obenerwfthnten  Brennpunkte  und  die  ihnen  entsprechen* 
Querschnitte  des  Bündels  die  schon  erwähnten  geradlinigen  Brennlin: 
Dieselben  sind  parallel  den  Axen  des  elliptischen  Querschnittes,  und  t 
so,  dass  die  Brennlinie,  in  der  sich  die  von  A  und  B  herkommen 
Strahlen  schneiden,  der  Axe  CD  parallel  gerichtet  ist.  Analog  ist  die 
dere  Brennlinie  in  P^  dem  Durchmesser  AB  parallel.  Die  Wirkung  e 
solchen  gebrochenen  Strahlenkegels  auf  das  Auge  wird  nun  eine  wesenl 
andere  sein ,  wie  diejenige  eines  Strahlenkegels ,  der  direct  von  einem  le 
tenden  Punkte  ausgeht. 

Man  stelle  sich  jetzt  einen  leuchtenden  Punkt  vor,  von  dem  aus 
Strahlen  in  die  Papille  des  Auges  gelangen.     Die  Oeffnung  der  Pupill< 
gleichsam  die  Basis  des  hier  in  Betracht  kommenden  Strahlenkegels, 
möge   der  Einrichtung  unseres   Sehapparates  wird  in  dem  Beobachter 
Vorstellung  erregt,  als  befinde  sich  der  leuchtende  Punkt  in  der  Spitsc 
Lichtkegels ,  welcher  in  das  Auge  dringt    Gelangt  jedoch  das  Licht  von 
leuchtenden  Punkte  8  (Fig.  2)   nicht  direct  in  die  Pupille,  sondern 
dasselbe  zuvor  durch  das  System  B  gebrochen,  so  wird  der  Effect  ein 
derer  sein.     Das  Licht  gelangt  in  diesem  Falle  so  in  das  Auge,  als  1 
es  von  der  Brennlinie  Py^  und  der  Beobachter  wird  die  Vorstellung  ei 
ten,  als  befinde  sich  der  leuchtende  Punkt  an  dieser  Stelle;  da  jedoch 
statt  des  Punktes  jetzt  eine  unendlich  kleine  Linie  erscheint,   so  wird 
Schärfe  des  Bildes  dadurch  beeinträchtigt  werden.     Gleichzeitig  moss 
bemerken ,  dass  auch  die  zweite  Brennlinie  in  P^  nicht  ganz  ohne  Wir) 
auf  das  Auge  sein  wird ,  da  die  sämmtlichen  Strahlen  des  Kegels  auch  d 
diese  Linie  gehen.     Die  ündeutlichkeit  des  Bildes  in  P,  wird  dadurch  je 
falls   noch   vermehrt   werden.     Nach  den  Erfahrungen,   die  man  bis 
hierüber  gemacht  hat,  sieht  ein  Auge  den  leuchtenden  Punkt  in  dem 
zunftchstliegenden  Brennpunkte,  und  zwar  ist  das  Bild  um  so  schärfe 
geringer  die  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  ist 

In  dem  Falle,  dass  durch  die  Brechung  ein  sogenanntes  virtuelles 
erzeugt  wird,  divergiren  die  einzelnen  Strahlen  des  Lichtkegels  nach 
Brechung  beständig.     Nichtsdestoweniger  ist  der  Eindruck  für  ein  in  il 
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Gange  befindliches  Ange  ein  analoger,  indem  die  VerlSogemng  sftmmtlicber 
Strahlen  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Lichtbewegung  in  derselben  Weise 
eine  erste  und  zweite  Brennlinie  bilden.  Helmholtz'  Verdienst  ist  es, 
liierst  darauf  hingewiesen  zn  haben ,  dass  man  nnr  dann  ein  absolut  scharfes 
Bild  des  leuchtenden  Punktes  sieht,  wenn  der  erste  und  zweite  Brennpunkt 
nsammenfallen.  In  diesem  Falle  gehen  sämmtliche  Strahlen  nach  der  Brech- 
ung wieder  durch  einen  Punkt  und  man  bezeichnet  ein  solches  Strahlen- 
bflndel  als  homocentrisch. 

Ersichtlich  spielt  bei  Untersuchungen  über  die  Bedingungen,  unter 
denen  Licht  nach  der  Brechung  homocentrisch  bleibt,  die  Entfernung  der 
beiden  Brennpunkte  voneinander  eine  grosse  Rolle.  Wir  wollen  diese  Ent- 
fernung die  „homocentrische  Differenz**  nennen  und  im  Folgenden  immer 
mit  dem  Buchstaben  A  bezeichnen. 


n.   Brechung  an  einer  ebenen  Fläche. 

Die  oben  dargestellte  Form  eines  unendlich  dünnen  Strahlenkegels  setzt 
ons  jetzt  in  den  Stand,  die  Lage  der  Brennpunkte  eines  Strahlenkegels 
anzugeben ,  der  au  der  ebenen  Trennungsfläche  eines  Mediums  gebrochen  wird. 

Von  dem  Punkte  S  (Fig.  3)  falle  ein  Strahlenkegel  auf  die  brechende 
PlSche  JEJ,  sein  Einfallsloth  sei  dargestellt  durch  die  Linie  ON.  Die  Strahlen 
^es  Bündels,  welche  in  der  Einfallsebene  SOl^  verlaufen,  schneiden  sich 
nach  der  Brechung  offenbar  in  einem  Punkte,  eben  weil  die  gebrochenen 
Strahlen  in  derselben  Ebene  verlaufen.  Dadurch  ist  aber  die  Richtung  der 
Axe^J?  der  elliptischen  Basis  des  Strahlenkegels  festgelegt,  sowie  die  Lage 
^es  einen  Brennpunktes  in  P^,  der  sich  im  Schnittpunkte  der  beiden  Oe- 
iBden  AÄ  und  BB*  befinden  muss.  Errichte  ich  jetzt  in  0,  der  Mitte 
▼on  AB  \VL  der  Ebene  .£J,  ein  Loth  CJ)^  so  stellt  dies  die  andere  Aze  der 
^ipse  AB  CD  dar.  Die  von  C  und  D  ausgehenden  Strahlen  legen  den 
^dem  Brennpunkt  P^  des  Strahlenbündels  fest.  Wollte  man  noch  die  Rich- 
tung der  Brennlinien  angeben,  so  hätte  man  den  Strahlenkegel  senkrecht 
^  durchschneiden.  Die  beiden  Ajcen  des  dadurch  entstehenden  elliptischen 
^hnittes  aßyö  geben  dann  die  Richtungen  der  Brennlinien  in  P^  und  P^ 
^,  und  zwar  ist  die  Brennlinie  in  P^  zu  yd  und  diejenige  in  P^  zu  aß 

parallel. 

Nach  den  soeben  angestellten  Betrachtungen  haben  wir  also,  um  die 
^i^npunkte  des  gebrochenen  Strahlenkegels  zu  bestimmen,  nur  zwei  Strahlen- 
P^are  zu  beti*achten,  nämlich  diejenigen,  welche  in  der  Einfallsebene  sich 
^finden,  also  8A  und  SB,  und  ferner  die  Strahlen  SC  und  SDy  welche 
^inmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  Einfallsebene  verlaufen,  so  dass  die 
Verbindungslinie  ihrer  Fusspunkte  senkrecht  zu  dieser  Ebene  steht.  Es 
^tüncht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden ,  dass  der  gebrochene  Strahlenkegel, 
Welcher  in  Fig.  3  dargestellt  ist,  mit  seinen  beiden  Brennpunkten  virtuell  ist. 
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Die  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich  sofort  auf  den  Fall  aus— 
dehnen,  dass  das  Strahlenbündel  beliebig  viele  Brechungen  an  ebenen  FU— 
eben  erfuhrt,  sobald  wir  voraussetzen,  dass  die  Einiallsebene  unverändert 
dieselbe  bleibt.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein  bei  der  Brechung  des  Lichtes 
durch  Prismen,  deren  brechende  Kanten  alle  parallel  sind,  vorausgesetzt, 
dass  das  Strahlenbündel  in  einer  zur  Richtung  der.  brechenden  Kante  senk- 
rechten Ebene  verläuft.  Da  dieser  Fall  bei  der  Brechung  durch  Prismen 
allein  praktisch  von  Interesse  ist,  so  beschränken  wir  uns  im  Folgenden 
auf  die  Untersuchung  der  hierbei  auftretenden  Erscheinungen. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  Entfernungen  OF^  und  OP^ 
(Fig.  \\)  der  Brennpunkte  von  der  brechenden  Fläche  zu  berechnen,  falls 
unM  diu  Strecke  0^  oder  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der 
Tronnungsflächo  bekannt  ist.  Die  Brennlinie  in  P,  entsteht  an  der  Stelle, 
wo  Hieb  zwei  unendlich  nahe  in  der  Einfallsebene  verlaufende  Strahlen 
H<:hni)iden;  man  bezeichnet  sie  als  primäre  Brennlinien  und  den  Punkt  P^ 
alN  primUrtm  Brennpunkt. 

Diu  beiden  von  S  ausgehenden  Strahlen  SB  und  SA^  welche  hier  zu- 
nllchnt  in  lietracht  kommen,  mögen  mit  dem  Einfallsloth  (Fig.  4)  die  Winkel 
»  und  (v  +  ^<Y  bilden.  Wie  man  leicht  sieht,  ist  alsdann  auch  der  Winkel 
ASB  =  da  und  man  hat  aus  dem  Dreieck  SAB  nach  dem  Sinussatze,  wenn 
man  noch  AS^^a  und  AB  =  ds  setzt: 

stn-^  +  a 
da  z 


ds  a 

oder 

1)  ada  =  dscosa. 

Für  das  gebrochene  Strahlenpaar,  welches  sich  in  Pi  schneidet,  wird 
analog  sein,  wenn  man  den  Brechungswinkel  B^ BN' ^=  NB P'=^ß  setzt  und 
die  Entfernung  APi  des  primären  Brennpunktes  von  der  Trennungsebene 
durch  b  bezeichnet, 

2)  hdß  =  dscosß. 

Durch  Division  der  Oleichungen  1)  und  2)  entsteht: 

a    da      cosa 


3) 


b   dß      cosß 


Ist  nun  das  Brechungsgesetz,  also  q,  als  Function  von  ß  gegeben,   so  ist 

da 
auch  j3  bekannt,  und  durch  Gleichung  3)  lässt  sich  die  Entfernung  b  des 

primären  Brennpunktes  von  der  Trennungsebene  für  jeden  Werth  von   ß 
oder  «  angeben. 

Um  ferner  die  Entfernung  des  zweiten  oder  secundären  Brennpunktes 

von  der  brechenden  Fläche  zu  finden ,  müssen  wir  beachten ,  dass  die  Strahlen 

.OQ  und  DO  (Fig.  6),  deren  Schnittpunkt  nach  der  Brechung  eben  der 

WMUre  Brennpunkt  ist,   mit  dem  Einfallsloth  dieselben  Winkel  bilden. 
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w  Schnittpunkt  P^  nach   der  Brechung  muss  also  auf  dem  Lethe  liegen, 
welches  man   von  G  aus  auf  die  £bene  E  fällen  kann.     In   dem  Dreieck 
P^GC  ißt  nun  der  Winkel  CF^G^ß  und  Winkel  P^SC=7t  —  a.     Wenn^ 
irir  femer  die  Strecke  CP^  mit  h^  bezeichnen,  so  wird,  da  CS=a  ist: 

4)  a^sinß 

hl      sina 

Hierdurch  ist  die  Entfernung  &,  des  secundären  Brennpunktes  von  der  Tren- 
nungsääche  bekannt,  sobald  a,  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes, 
und  Winkel  ß  oder  o,  welche  ja  durch  das  Brechungsgesetz  aneinander 
gebunden  sind,  gegebene  Werthe  haben. 

Mit  Hilfe    der  Formeln   3)   und   4)   sind   wir   nun   auch  in  den  Stand 

gesetzt,   die  Bedingungen  anzugeben,  unter  denen  das  gebrochene  Strahlen- 

bfindel  homocentrisch  wird. 

Aus  3)  folgt: 
-.  .         cosß  da 

cosct  aß 
aus  4) 

*        sinß 
Durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  entsteht: 


*  \&inß     cosa  dp/ 


ß      cosa  dßj 

Ist  z/  =  0,  so  fallen  die  beiden  Brennpunkte  zusammen,  und  der  Strahlen- 
kegel ist  homocentrisch.     Die  Bedingung  hierfür  ist: 

sina     cosß  da^^ 

sinß     cosa  dß 
oder 

Q  da sina  cosa 

dß      sinß  cosß 

Wir  wollen  unsere  Formeln  jetzt  nur  anwenden  auf  den  Fall,  dass  das 
Medium  einfach  brechend  ist,  dass  also  das  Gesetz  von  Snellius  Giltig- 
keit  hat 

Sei  in  Fig.  3  S  ein  leuchtender  Punkt  im  dichteren  Medium ,  also  etwa 
in  Glas  oder  in  Wasser,  so  wird  der  Strahlenkegel,  welcher  ein  in  dieses 
Medium  hineinblickendes,  in  AB'  befindliches  Auge  trifft,  im  Allgemeinen 
nicht  homocentrisch  sein  —  der  leuchtende  Punkt  wird  in  dem  dem  Auge 
zunächst  liegenden  Brennpunkte  Pj  erscheinen.  Ist  n  der  Brechungsexpo- 
nent der  Substanz,  so  ist,  da  das  Licht  in  das  dünnere  Medium  übertritt, 
das  Brechungsgesetz  in  der  Form 


sina  =  —  smß 
n 


anxawenden. 
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Mau  hat  demnach: 


und  die  Formel  7)  wird: 


(/« 1    cosß 

dß       n  cosa 

n  \       cosa*/ 


cos  ß 

Da  in  unserem  Falle  ß  >  a  ist,  so  ist  <  I   "■ 

cosa 

also  hat  man  b^  >  b. 

Der  primäre  Brennpunkt  liegt  also  dem  Aw-j 
In   dem  ersteren  wird  uns  also  das  Bild  de^  i'uiu 
Bedingung  dafür,  dass  der  Strahlenkegel  honioc«i- 

cosß*      -         .  1 

i=l,    sma^     s 

cosdr  n 

Dieser  Gleichung  wird  nur  genügt,  wenn  mai: 

„Also  nur  in  dem  Falle,   dass  *i. 
chenden  Fläche  austreten  oder,  wab*    !  . 
senkrecht   in   das   Medium    hinein>('^ 
centrisch." 
Tritt  der  Lichtkegel  aus  dem  düniu 
bleibt  die  Bedingung  ftir  die  Homocentii 
diesem   Falle   zunächst,   da   man   das   Br> 
=  nsinß  anzuwenden  hat: 

^  =  110(1- 

In  diesem  Falle  ist  aber  a'^ß  und  dif 
also  einem   im   dichteren  Medium  befi> 
punkte  erscheinen.     Es  ist  dies  deslia 
Lehrbüchern  diese  Verhältnisse  so  dui 
im  primären  Brennpunkte. 


in.  Brechung  an  einer  beliebig  gros 

Wir  wollen  jetzt  den  Gang  eiii< 
eine   beliebige  Anzahl   brechender 
hindurchgeht     Wir  betrachten  zuiv 
den  Strahlen,  deren  Dorchschnitts]  - 
giebt  über  die  Lage  des  primftreD  ^* 

In  Fig.  6  sei  Z|  der  leuchte» 
lieh  nahen  Strahlen  sei  ^   '    ^•.... 
ten  Brechung  bei 
verlängert,   sich  1 
das  sich  in  (7  bf 


-^s^^^K^^kutmui 


J-!f 


■w 


■»  • 


Von  A.  Gleichen.  167 

uns  jetzt  die  einzelnen  geradlinigen  Stücke  des  Sirahlenpaares,  welche  zwi- 
schen den  einzelnen  Ebenen  liegen,  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Licht 
bewe^ng  verlängert,  so  entstehen  dadurch  m  neue  Strahlenkegel,  deren 
Spitzen  wir  mit  S^j  S^^  ...,  Sm  bezeichnen.  Der  Lichtstrahl  SÄ^Ä^^^-Äm 
bilde  an  der  k^^  Fläche  den  Einfallswinkel  cr^  und  den  Brechungswinkel  ßk . 
Die  Länge  des  zugehörigen  einfallenden  Strahlenkegels  SkÄk  sei  gleich  ak 
und  die  Länge  des  zugehörigen  gebrochenen  Strahlenkegels  ^i^  4.1  ^^^  sei  hk^ 
dun  hat  man,  wenn  man  fdr  die  k^*  brechende  Ebene  die  Gleichung  3) 
anwendet:  , 

^  ttk    äak       C08a/e  ^ 

hk  dßk     cosßk 

em  A  ^  1    .        cosak  dßk  ,    . 

Setzt  man  noch  Ik  =■  — ^  ^ —  >   so  hat  man : 

cosßk  dctk 

1)  ak^h^k* 

Bezeichnet  man  femer  die   Strecke  Ak^\Ak^   welche  der  Strahl   zwischen 
der  J^^^  und  A;  +  l^^  Ebene  zurücklegt,  mit  dk^  so  hat  man  offenbar: 

2)  Oik+l  — &Ä  =dit. 

Wendet  man  jetzt  Gleichungen  1)  und  2)  auf  die  Brechungen  an  den 
sftmmtlichen  Ebenen  an,  so  entsteht  das  folgende  System: 

«1  =^1  ^1  «»  —  ^       =^11 

und 

Ans  dem  letzten  Gleichungssjstem  erhält  man  durch  Elimination  der  Grössen  a : 

Aj  &2  —  6j        =  dj , 

^4^4  ~^3       =d^, 


^t»  —  &ii-l  =  da-.i. 

Maltiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  A^,  die  zweite  mit  AjA,, 
die  dritte  mit  AjA^A,  u.  s.  w.,  und  setzen  wir: 

A|  A2  Aj  , , .  Ajb  =  Ajir  I , 

80  wird  durch  Addition  aller  Gleichungen: 

Es  war  unsere  Absicht,  einen  Zusammenhang  zu  finden  zwischen  a, 
and  &n  oder  zwischen  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  S^  von  der 
ersten  Ebene  und  der  Entfernung  des  Bildes  Sm-\-\  von  der  letzten  brechen- 
den Fläche.     Setzen  wir  also: 


168  üeber  die  Brechung  des  Lichtes  durch  Prismen. 

so  wird,  da  man  in  der  letzten  Formel  h^l^  durch  Oj  ersetzen  kann: 

3)  ylmi-x^  y^kXkidk 

oder  ^_., 

..  (coscL  dß\  "SD    (cosa  dß\ 

Ganz  analoge  Betrachtungen,  wie  für  den  primären  Brennpunkt,  gelten 

0k  dok 

auch  ftü:  den  secundären.     Nur  ist  die  oben  aufgesteUte  Oleichimg    =—  -r^- 

casak  ^*  ^P* 

=  — ^  zu  ersetzen  durch  die  folgende: 
oasßk  °      .   a 

Ok stnpk 

hk  sinak 
wo  ük  und  hk  jetzt  die  Entfernungen  der  beiden  Spitzen  des  einfallenden 
und  gebrochenen  Sti*ahlenkegel8  an  der  Jt^^  TrennungsflSche  bedeuten,  wenn 
wir  dasjenige  Strahlenpaar  betrachten,  welches  symmetrisch  zur  Axe^des 
gesammten  StrahlenbQndels  immer  in  Ebenen  verläuft ,  die  zur  Einüallsebene 
senkrecht  sind.  Wir  gelangen  durch  ganz  ähnliche  Betrachtung  zu  einer 
Gleichung  von  der  Form  3),  nur  dass  in  dem  jetzigen  Falle 

,        sinßk 

Ak  =  — — 

zu  setzen  ist.  sinak 

Nennen  wir  nun,  wie  oben,  x  die  Entfernung  des  leuchtenden  Ponktes 
von  der  ersten  brechenden  Ebene  und  y^  die  Entfernung  des  secondSren 
Brennpunktes  von  der  letzten  brechenden  Ebene,  so  hat  man: 

k  =  \ 


5)         y(^ß)  -.=  >;*(S-0 '- 


Bewegt  sich  der  leuchtende  Punkt  Si  in  Bichtung  Ä^Si,  so  verändert 
sich  auch  die  Lage  der  Brennpunkte,  während,  die  Grössen  a^  ß^  d  unver- 
ändert bleiben.  Da  nun  die  Ausdrücke  4)  und  5)  linear  sind  in  Bezug  auf 
Xj  y  und  ^i,  so  wird  man  die  Coefficienten  dieser  Grössen  bestimmen  können, 
sobald  man  fttr  zwei  Werthe  des  x  die  zugehörigen  Werthe  der  Grössen  y 
und  ^1  kennt 

Wir  wollen  die  Formeln  4)  und  5)  jetzt  auf  den  Fall  anwenden ,  dass 
die  Strahlen  nach  dem  Gesetz  von  Snellius  gebrochen  werden*  Also  hat 
man  das  System  von  Gleichungen: 

^o,  s=nj  sinßij  ^ft  _   1   casa^ 

sina^  =ti)  sinß^^  da^       n^  cosßi 


sin  am  =  fhn  sin  ßn,y         dß„,        1    cosa 


m 


und  es  ist:  '^ 
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/cosa  dß\    ^  /  casdf  \ 

\C08ß  da)  kx^  \n  008^)  kx'* 

dadurch  wird  Formel  4): 

6)  y(^)      -x=    V   (^)    d*. 

Femer  ist  infolge  des  Gesetzes  von  Snellius: 

/^\  ^n\ 

und  Formel  5)  wird:  _ 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  halber: 

/  casa^\     _  .    '^  /  cosa*  \     .  _  j. 
\ncosß*J„x''    ,^^\nco8ß'),.'^''-''^' 

so  werden  die  Formeln  6)  und  7): 

9)  yj.  — 05  =  ^,    y,ili  — «  =  JBj. 

Die  Grösse  y^-~y^=J  hatten  wir  die  homocentrische  Differenz  genannt. 
Von  dieser  Grösse  hängt  die  Schärfe  des  Bildes  ab,  welches  wir  durch  ein 
System  von  Prismen  betrachten.  Es  wird  im  Folgenden  namentlich  unsere 
Auf^^be  sein,  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  diese  Grösse  ein 
Minimum  ist  oder  gar  verschwindet. 

Aus  den  Formeln  8)  folgt  nun  leicht: 

lY.  Bedingung  Ar  die  Minimnmablenknng  durch  beliebig  viele 

Prismen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungen  aufstellen,   unter  denen  ein  Strahl 

ein  Sjstem   von  Prismen   mit  parallelen  Kanten  so  durchläuft,  dass  seine 

Ablenkung  von  der  ursprünglichen  Bichtung  ein  Minimum  ist.    Wir  werden 

<iftdarch  auf  einen  eigenthdmlichen  Zusammenhang  hingewiesen,  den  dieser 

Fall  mit   der  Frage   nach   den   Bedingungen   für   die  Homocentricität  des 

Lichtes  darbietet,    um  den  Untersuchungen  die  voUe  AUgemeinheit  zu  lassen, 

>ctz6n  wir  zunächst  voraus,  dass  der  Lichtstrahl  an  jeder  der  m  Begren- 

2Ung8flächen  nach  einem  willkürlichen  Gesetz  gebrochen  werde.     Nur  machen 

^^)  wie  immer  in  dieser  Abhandlung,  die  eine  Einschränkung,  dass  der 

^^chtstrahl  in  einer  zu  den  brechenden  Kanten  senkrechten  Ebene  verläuft. 

^le  Anzahl  der  brechenden  Flächen  sei  m,  die  Anzahl  der  Prismen  also  j^' 
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Die  Winkel,  welche  die  brechenden  Flächen  miteinander  bilden,  seien  der 
Reihe  nach  a^,  <r,,  ...,  tfm-i;  die  Winkel,  welche  der  Strahl  der  Reihe 
nach  mit  der  Normale  beim  Eintritt  und  Austritt  der  einzelnen  Prismen 
bildet,  seien  der  Reihe  nach  t^,  t^,  ...,  i»;  diejenigen  Winkel  dagegen, 
welche  der  Strahl  innerhalb  der  Prismen  mit  den  Normalen  bildet,  be- 
zeichnen wir  durch  r^,  r,,  ...,  rm> 

Die  Gesammtablenkung  .Q,  welche  der  Strahl  erfährt,  ist  gleich  der 
Summe  der  Ablenkungen  der  einzelnen  gebrochenen  Theile.  Nun  ist  die 
Ablenkung  «,,  welche  der  Strahl  bei  ii^  (Fig.  7)  erfährt,  ai  =  ii  — ^i;  der 
Theil  ^1^  erfährt  bei  Ä^  die  Ablenkung  o)s  =  ^~^s  ^*  ^*  ^-  Allgemein 
hat  man 

Die  Gesammtablenkung  beträgt  demnach: 

k=i\  kz=\  4  =  1 

Ir=m  K^in  k^n 

Nun  bestehen  aber  zunächst  die  Gleichungen: 


2) 


^6  +^6   =«6. 


Aus  diesen  letzten  Gleichungen  folgt  durch  Addition 


k=i 


und 


r*  =  a^  +  Os  +  «5  H h  a«-! 


ks:l 


demnach : 


ik  =  Oi  +  a^  +  ''*  +  am-^2  +  h  +  im9 


ik  — ^  r*  =  »1  +  »«,  —  (a,  —  «8  +  (^3  —  •••  —  am.t)- 

Bezeichnet  man  die  constante  Grösse 

c^i  —  «'j  +  «'s  ""  ^^4  +  •  •  •  "•  ^'m-l 
mit  S^  so  wird 

3)  Ä  =  t,  +  i«-Ä. 
Die  Bedingung  für  das  Minimum  ist  nun 

oder 

4)  di^  +  di^  =  0. 

Wir  haben  in  unserem  Falle  2m  Variable,  nämlich  i|,  t^«  • 


im  und 


fj,  r,,  ...,  Tm.     Ausser  den  m  — 1  Bedingungsgleichungen  unter  2)  besteht 
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noch  für  jede  Fläche  das  Brechung&gesetz,  welches  wir  in  der  folgenden 
Form  schreiben   wollen:  An  der  h^*^  Fläche  sei  das  Gesetz  der  Brechung: 

dik  +  qkdrk  =  0, 

wo  die  GrOsse  q  eine  Function  von  ik  und  r/t  bedeutet  Setzt  man  für  A; 
der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  ...,  m,  so  erhält  man  noch  m  Beding- 
ungsgleichungen zwischen  den  hier  in  Betracht  kommenden  Variabein: 

dii  +gi  dfj  =0, 
di^  +g,  dr^  =0, 
5) 

dim  +  Qm  dfm  =  0. 

Die  Gleichung  4)  wird  noch  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
Variabein  liefern,  so  dass  man  alsdann  2m  Gleichungen  mit  2m  unbekann- 
ten besitzt,  aus  denen  man  die  Grössen  i  und  r  berechnen  kann. 

Um  nun  die  Bedingung  für  das  Minimum  zu  finden,  wollen  wir  uns 
einer  von  Lagrange  angegebenen  Methode  bedienen. 

Wir  multipliciren  die  Gleichungen  2),  nachdem  wir  sie  differentiirt 
haben 9  der  Reihe  nach  mit  unbestimmten  Coefficienten  A^,  A,,  ...,  km^i 
und  addiren  sie  zu  Gleichung  4).  Darauf  multipliciren  wir  die  m  Gleich- 
ungen unter  5)  mit  Coefficienten  fi^,  fi,,  ...,  (im  tind  addiren  diese  Gleich- 
ungen ebenfalls  zu  4).     Dann  wird: 

dii  +  dim 
+  l,(drj-hdr,)     +l^{dr^  +  dr,)     +---  +  ^-i(dr«-t  +  cfrm) 

+  (^i(dii  +  Qtdri)  +  (i^{di^  +  q^dr^)'\ h  f«m  (d»m  +  ^«  ^r«)  ==  0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  die* Coefficienten  von  dt^,  d^,  ...,  dim  tind 
dri,  dr,,  ...,  dfm  einzeln  gleich  0,  so  erhält  man  2m  lineare  Gleichungen, 
ans  denen  man  die  2m ^1  Grössen  ii,  A,,  ...,  Am— i  und  fi^,  fi,,  ...,  ihn 
leicht  eliminiren  kann.  Die  resultirende  Gleichung,  welche  nur  noch  die 
GrGssen  q  enthält,  findet  man  in  der  Form: 

6)  ?«.?i.?i  ...  J!^_  =  l 

^1    %    ft       ^«-1 
wo 

dik 

ist 

Fuhrt  man  jetzt  wieder  die  frtther  angewendeten  Bezeichnungen  ein, 

ao  hat  num  zn  setzen: 


»1  =  «1. 

»S=«8. 

«6=  «8. 

»•l  =  l'l. 

»•s  =  ft. 

»'5  =  ft. 

»»=ft. 

»4=/»4. 

*6  =  /'6. 

r j  =  ff, , 

♦•4  =  «4. 

»■«■=««1 

. . .  I 


Dia  Bedingung  fttr  das  Minimum  wird  dann: 
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oder 


Q\  £«1   dtt,  doj       dc^m  _  , 

^  dßi'dß,'dß^'"dß„ 


m     =  1   oder   m     =  1. 

\dpk/m\  \dQk/ml 


ßi 

Nach  dem  Brechungsgesetz  von  Snellius  ist  non 

duk  cosßk 

dßk  cosak 

also  wird  die  Bedingung  für  die  Minimumablenkung  in  diesem  Falle: 

10)  (^)    =1. 

Zu  bemerken  ist,  dass  für  den  Fall  der  Minimumableukung  sämmt- 
liehe  Winkel,  welche  der  Strahl  an  den  brechenden  Flächen  mit  der  Kor. 
malen  bildet,  bestimmt  sind  durch  die  Winkel  a,  welche  die  Seiten  der 
Prismen  miteinander  bilden.     Für  den  Fall  eines  Prismas  hat  man: 

005«!    ^   coscL^    _         sin «1  =  tij  svnß^^ 
n^cosß^  n^aw/S, ~"    '     sina^  =  n^sinß^y 

^  =  ~-'     /J,  +  ag  =  <y. 
Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

ft  =  «2  =  -2' 
ai  =  ßf  und  sina^=^sinß^=^niSin-^- 

In  diesem  Falle  geht  der  Strahl  symmetrischer  durch  das  Prisma. 

Betrachtet  man  aber  ein  System  von  Prismen,  so  ist  der  Durchgang 
des  Strahles  im  Falle  der  Minimumablenkung  nicht  mehr  symmetrisch. 
Dieses  Letztere  kann  nur  in  ganz  speciellen  Fällen  eintreten,  wenn  die 
brechenden  Winkel  bestinunte  später  zu  berechnende  Werthe  haben. 

Y.  Die  Grösse  der  homocentrischen  Differens  Ar  den  Fall  der 

Minimnmablenkung. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  Prismen  sich  alle  in  demselben  Medium 
befinden,  also  etwa  in  Luft.  Alsdann  bestehen  zwischen  den  Brechungs- 
exponenten die  Beziehungen: 

tijnj=l,    n^n^  =  ly    ^^s^e^^^»     "t    «m— i«m=l. 
Die  Bedingung  10)  in  IV  für  die  Minimumablenkung  wird 


1)  (^)  =1. 


ß> 

Die  homocentrische  Differenz  hatten  wir  in  der  Form  erhalten: 
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(C08€t^  \ 
^  j     schreiben : 

\cO$ß^/mf 

Infolge  der  Gleichung   1)  ist  nun  dieser  Ausdruck  gleich  der  positiven  Ein- 
heit and  man  hat 

^  =  1. 

Es  war  femer  il ^  =  ( — )  •    Wegen  der  oben  aufgestellten  Beziehungen 

zwischen  den  Brechungsexponenten  ist  offenbar  auch 

il,  =  l. 
Man   hat  also: 

2)  J  =  B,-B. 

Die   Grösse  /i  wird  in  diesem  Falle  also  unabhängig  von  der  Grösse  x. 

Die  Grössen  B  und  B^  sind,  wie  man  ans  den  Formeln  8)  in  III  ersieht, 
abhSn^g  von  den  Wegen  des  Lichtbündels  in  den  einzelnen  Prismen  und 
verschwinden,  wenn  man  diese  der  Null  gleich  setzt. 

In  Gleichung  2)  ist  also  der  folgende  Satz  enthalten: 

,,Geht  ein  Strahlenbündel  im  Minimum  der  Ablenkung  durch  ein 
System  von  Prismen,  so  ist  die  homocentrische  Differenz  constant, 
d.  h.  unabhängig  von  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von 
der  ersten  Trennungsfläche.  Die  homocentrische  Differenz  wird  Null, 
sobald  man  den  Weg  des  Strahlenbündels  durch  das  Prismensjstem 
als  verschwindend  klein  annimmt." 

Aus  dem  Gange  unserer  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  es  keine  an- 
dere Richtung  als  die  Minimalablenkung  giebt,  in  welcher  die  homocen- 
tiische  Differenz  für  jede  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  dieselbe  ist. 
Durch  diese  Eigenthümlichkeit  ist  die  Richtung  der  Minimnmablenknng  vor 
aDen  übrigen  ausgezeichnet. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  betrachten ,  dass  der  Strahl  symmetrisch 
dnreh  das  Prisma  geht.     Es  sei  also 

«1  =  ft  =  «3  =  /^4=  •  •  •  =P» 

/5j  =  ofj  =  IJ3  = . . .  =  g. 

Offenbar  muss  auch  sein: 

1 

«j  —  —  =  n3  =  •  •  •  =  flm  • 

Die  Ausdrücke  8)  in  III  werden  nun: 

B=  -^^^(d,  +  d,  +  ...  +  d™_,)  +  <?,  +  d,  +  "-  +  dm-2, 
ncosq    ■       •' 
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Bezeichne  ich  nun  mit  D  den  Weg ,  den  der  Strahl  in  dem  brechenden 
Medium,  mit  D|  den  Weg,  welchen  er  in  der  Luft  xurflcUegt,  so  ist 

ncosq  ^  *      n         * 

Die  Formeln  9)   in  III  fCür  die  Entfernungen  des  primSren  und  seeundSrea 
Brennpunktes  lauten  für  diesen  Fall  sehr  einfach: 

Die  Bedingung   für  die  Minimumahlenkung   ist   für   diesen    Fall   ehenüeüls 
erfüllt,  wie  man  aus  der  Bedingung  1)  ersieht. 
Die  constante  homocentrische  Differenz  ist: 


1)  j=E(i-^^ 

'  n  \       casqy 


Die  Winkel  p  und  q  sind  natürlich  abhftngig  von  den  OrGssen  9«  d.  h.  toh 
den  Winkeln,  welche  die  Prismenflächen  miteinander  bilden«  Aus  den  hier 
bestehenden  Gleichungen: 

folgt ,  dass  alle  brechenden  Winkel  der  Prismen  einander  gleich  sein  müssen, 
sowie  auf  der  andern  Seite  diejenigen,  welche  die  einander  zugewandten 
PrismenflSchen  miteinander  bilden;  bezeichnen  wir  die  ersteren  durch  «,  die 
anderen  durch  tf|,  so  ist: 


Aus  8inp=^n$inq  folgt: 


sin-^  =  nsin-^ß' 


Die  homocentrische  Differenz  kann  nie  der  Null  streng  gleich  werden,  denn 
die  Bedingung  , 

cosq* 

würde  in  Verbindung  mit  der  Oleichung  sinp^^nainq  zur  Folge   haben, 
dass  auch  p  ==  g  =  0  sein  müssten.     Dann  hätte  man  aber  auch  <y  =  <;,  =  0. 
Der  brechende  Winkel  der  Prismen  müsste  also  gleich  Null  sein. 
Drückt  man  in  1)  p  und  q  durch  c  aus,  so  erhält  man: 

Bezeichne  ich  noch  die  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen  Tleile 
des  Strahlenbündels  von  den  Spitzen  der  Prismen  der  Reihe  nach  mit 
6|,  63,  e^,  ••.,  6m~if  so  hat  man: 

Setzt   man  noch   «j +  f3  4-*"  +  ^m~i  =  E,   so  erhält  man  durch  Addition: 
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Also  ist:  2     . 

Man  kann  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Will  man  eine  beliebige  Anzahl  von  Prismen  von  demselben 
Brechongsexponenten  und  mit  demselben  brechenden  Winkel  a  so 
aufstellen,  dass  ein  Strahlenbündel  im  Minimum  der  Ablenkung 
symmetrisch  hindurchgeht,  so  hat  man  dieselben  so  aufzustellen, 
dass  die  einander  zugewandten  Seitenflächen  einen  Winkel  c^  mit- 
einander bilden,  welcher  durch  die  Gleichung 

sin  ^j  A  =  n  sin  ^/^ 

bestimmt  ist.  Die  homocentrische  Difi^erenz  ist  dann  unabhängig  von 
der  Entfernung  der  einzelnen  Prismen  voneinander  und  ihrer  Orösse 
nach:  ,_^^ 

^  =  ^^^'^72'' 

wo  E  die  Summe  der  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen  Theile 
des  Strahlenbündels  in  den  Prismen  von  den  Kanten  der  zugehörigen 
Prismen  bedeutet.^ 

Man  kann  ^  also  entweder  dadurch  zum  Verschwinden  bringen,  dass 
man  die  Winkel  a  sehr  klein  macht,  oder  dadurch,  dass  man  das  Strahlen- 
bllndel  den  brechenden  Kanten  sehr  nahe  das  System  durchlaufen  lässt,  wo- 
darch  die  Grösse  E  zum  Verschwinden  gebracht  wird. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  eines  einzigen  Prismas  betrachten. 
Die  Formeln  8)  in  III  geben,  da  die  Gleichung  n^n^^=\  besteht: 

^cosp^cosß^f  n  cos  Pj* 

*  *       n 

Die  Gleichungen  9)  in  III,  durch  welche  die  Lage  des  primären  und  secun- 
dären  Brennpunktes  festgelegt  wird,  werden  in  diesem  Falle: 


^  cos  ß^cosßj         ~  n  cos  ß^ 


uml 

d 
y  —  x  =  —  ' 
n 

Für  den  Fall  der  Minimumablenkung  hat  man 
and  der  Werth  von  /i 


n  \       cospi^/ 


läast  sich  unter  Berücksichtigung  des  Brechungsgesetzes  und  der  Beziehung 
ß^^  a^==  a  in  der  Form : 
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sdtfVihem.     Setxt  ibu  die  senkrechte  Entfernung  des  Strahles  im  Frij^ 
T««  dHT  iMreekeadea  Kute  glekk  c^  so  wird 

Dm^  GhtdliaB^  slUBait  in  der  Form  vollstfindig  mit  der  ttberein,  weks 
(Ur  iML  ^v«awcru»ke&  Dorehgang  durch  eine   beliebige  Anzahl  von  lfm 

Di«  Kitt9l^uit^  in  dsia  Spectralapparaten  ist  in  der  Regel  eine  ^ 
;fcni^^  «lito^  ^Hitj^  Li^t  im  Minimum  der  Ablenkung  parallel  das  PtisflM 
:s^i$|^«ii  iuif^Ittuft  Die  Formel  10)  in  III  zeigt,  dass  /S  fELr  paralleles  lAi 
tHt  Vtt|cyu*^tttm  unendlich  gross  wird.  Infolge  dessen  muss  das  Bild  e 
Iv^hAl^ttd^  l^utkW«  nothwendig  undeutlich  erscheinen.  —  Wesentlich  aadfl 
md  ^Khtvvb  dvr  Fyi  der  Minimumablenkung.  Hier  bleibt  J  constant,  um 
dw  ll^tvt|HUkkt  und  nach  den  Formeln  8)  in  III  auch  die  beiden  Bremqnml 
iiMt  t^iMHidtK^ht^  rücken.  Diese  endliche  Grösse  /i  ist  nun  als  verschwind» 
\SMMk  kUMM«k«h4Hi  gegen  die  unendlich  grossen  Entfernungen  der  Brennpoafci 
■^  dm^  Oit  dem  lelateren  Falle  das  Strahlenbündel  nach  der  Brechung  dnr 
yUi^  kS'iMU0U  als  streng  homocentrisch  zu  betrachten  ist. 


Fi^.20. 


\-..., 


'.  *s 


\ 
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Hierzu  Taf.  V  Fig.  12-24. 


Zweite  Mittheilung. 

5.  Der  feste  Kegelschnitt  Jc^j  welcher  zunächst  keine  Parabel  sein  soll, 
werde  nun  als  Cnrve  zweiter  Classe  aufgefasst;  eine  bestimmte  seiner  Tan- 
genten werde  mit  t^  ihr  Berührungspunkt  mit  P  und  der  zugehörige  Oscu- 
lationskreis  mit  p^  bezeichnet. 

Irgend  eine  Tangente  a  von  1(^  schneide  t  in  Ä']  die  in  A'  auf  a  er- 
richtete Senkrechte  sei  a*  (Fig.  12),  sie  mag  die  Normale  n  des  Punktes  P 
in  A*  schneiden.     Lässt  man  a  den  Kegelschnitt  h^  einhüllen,   so  wird  ä^ 
eine  Curve   dritter  Classe   c'   beschreiben.  —  Um  zu   beweisen,    dass   der 
Strahl  a*  bei  seiner  Bewegung  dreimal  durch  irgend  einen  Punkt  Q  der 
Ebene  hindurchgeht,  wie  eben  behauptet  worden  ist,  drehe  man  um  Q  einen 
Strahl  y^y   auf  welchen  man  je  im  Schnittpunkt  mit  t  eine  Senkrechte  y 
achtet.     Alsdann  wird  y  eine  Parabel   umhüllen  mit  0  als  Brennpunkt 
^d  t  als  Scheiteltangente.     Diese  Parabel  hat  mit  Jc^  vier  Tangenten  ge- 
^^in:  t  und  u.v^w.     Darauf  sind  u^v^  w  die  einzigen  Tangenten  von  Tfi^ 
^eren  zugeordnete  Strahlen  u*,  f;'*',  w^  durch  den  Punkt  Q  hindurchgehen 
Gelangt  a  nach  t  und  damit  Ä'  nach  P^  so  wird  a*  mit  n  zusammen- 
holen.   In  zwei  Lagen  wird  femer  die  Tangente  a  auf  t  senkrecht  stehen 
^^d  somit  o*  mit  t  zusammenfallen.    Es  folgt  hieraus,  dass  die  Curve  c^ 
^^^  Normale  n  berührt  und  dass  sie  t  zur  Doppeltangente  hat 

Die  Curve  dritter  Classe  c^  berührt  die  Normale  n  in  der 

^  itte  -^    zwischen  P  und  dem  Krümmungscentrum  K.   —    Der 

^^rührungspunkt  der  Curve  (?  mit  ihrer  Tangente  n  ist  nämlich  aufzufiussen 
^^9  Orenzlage  Q*  des  bereits  erwähnten  Punktes  A*^  wenn  die  variable 
"^^ngente  a  von  If  in  die  t  unendlich  benachbarte  Lage  g  übergeht  Die- 
^^be  Ghrenzlage  bezüglich  q^  q*j  Q*  tritt  aber  auch  ein,  wenn  man  eine 
^^^riable  Tangente  r  des  Osculaiionskreises  p^  in  die  mit  t  unendlich  benach- 
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barte  Lage  übergeben  lässt  (denn  es  haben  j^  und  h^  die  Tangente  t  und 
deren  consecntive  Tangente  miteinander  gemein  —  vergl.  Nr.  2,  erste  Mit- 
theilung).  —  Es  sei  nun  (Fig.  13)  r  eine  willkQrliche  Tangente  von  p^ 
B  ihr  Berührungspunkt,  r*  die  im  Schnittpunkte  h*'  von  r  mit  t  auf  r 
errichtete  Senkrechte,  welche  n  in  B*  schneidet.  Die  Dreiecke  KR*R'* 
und  PR" R  sind  gleichwinklig,  weil  ihre  Seiten  paarweise  aufeinander  senk- 
recht stehen.  Das  letztere  Dreieck  ist  gleichschenklig,  also  ist  auch  KR*R" 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  und  es  ist  KR*=^R*R".  Diese  Gleichheit 
besteht  für  alle  Tangenten  r  von  p^.     Rückt  nun  r  in  die  mit  t  unendlich 

benachbarte  Lage,  so  rücken   R''  nach   P  und  somit  22*  in  die  Mitte    -^ 
zwischen  P  und  K. 

6.  Es  sei  nun  auch  o  (Fig.  12)  eine  feste  Tangente  von  J^^  welche  von 
der  veränderlichen  Tangente  a  im  Punkte  A  geschnitten  werde.  Fällt  man 
aus  Ä"  auf'  PA  die  Senkrechte  a, ,  so  wird  letztere  Gerade  eine  Parabel  o* 
umhüllen.  Ist  nämlich  Ä^  die  Richtung  von  a^^  so  sind  die  von  ii"  auf  t 
und  von  A'  auf  der  unendlich  entfernten  Geraden  g^  beschriebeneu  Reiben 
projectiv,  weshalb  a^  in  der  That  eine  Parabel  (mit  t  als  Tangente)  be- 
schreibt. Nähert  sich  hierbei  a  der  Tangente  ty  so  rückt  PA  nach  tj  a^  ver- 
einigt sich  mit  a*  und  es  haben  der  Schnittpunkt  A''  von  Oj  mit  n,  sowie 

A*  dieselbe  Grenzlage  in  n,   nämlich  den  Punkt  ^'  —  Die  Parabel  o* 

K. 

berührt  stets  die  Normale  n  in  -ö-* 

Es  lässt  sich  nun  p^  aus  t^  P  und  den  drei  weiteren  Tangenten  o,  a^  h 
von  k^  in  folgender  Weise  construiren  (Fig.  14).  Man  schneide  a,  b  mit  0 
in  A,  B  und  mit  t  in  Ä\  B",  Fällt  man  aus  Ä\  B"  auf  PA,  PB  die 
Senkrechten  Aj,  &i,   welche  n  in  A'*\  B'"  schneiden  mögen,   so  sind  ty  n, 

TT 

ttj,  fcj  vier  Tangenten  einer  Parabel  (o*),   welche  n  in  -^  berührt     In  an- 

zr 

derer  Ausdrucksweise  sind  Ä\  S"y  P  auf  t  und  Ä",  Bl'\  -^  auf  n  ent- 
sprechende Paukte  ähnlicher  Reihen. 

7.   Nach  vorangehender  Nummer  liefert  jede  Tangente  o  von  1?  eine 

Hilfsparabel   o^,   welche   ^,   ferner  w  im  Punkte  ^»   berührt     Diese  Hilfs- 

parabeln  bilden  somit  eine  specielle  Schaar  von  Kegelschnitten,  indem  zwei 
der  Grundtangenten  in  w  vereinigt  sind.  Für  zwei  Lagen  von  o  wird  dem- 
nach die  Hilfsparabel  in  zwei  Büschel  zerfallen ,  einmal  wenn  o  nach  i  fällt, 
die  Scheitel  der  Büschel  sind  P  und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  n  (es 
ist  diesfalls  o*  zur  Construction  von  p*  nicht  zu  verwenden);  femer  wird 

für  eine  andere  aasgezeichnete  Lage  von  o  das  eine  Büschel  den  Punkt  ^ 

iiua  Scheitel  haben.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  projectiven,  von  Al' 
'^iif  t  und  von  Ä  auf  p« ,  beschriebenen  Reihen  perspectiv  sind.   Diese  Lage 


] 
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0  ist  in  Fig.  15  zur  Anschauung  gebracht.     Man  legt  an  k^  die  mit  t 

parallele  Tangente  s  (vom  Bertthrangspunkte  T),  welche  n  in  S  schneidet; 

ans  8  wird  o  als  zweite  Tangente  an  k^  gelegt.    (Man  wird  sich  überzeugen, 

dmaSj  unter  Beibehaltung  der  eingeführten  Bezeichnung,  die  Punkte  8*^^  und 

8'^  in  dem  g^  und  t  gemeinsamen  Punkte  vereinigt  sind.)    Ist  jetzt  a  irgend 

TT 

eine  Tangente  von  X;^   so  schneidet  a,  die  Normale  n  stets  in   —  •     Geht 

dabei  a  in  o  über,   in  welcher  Lage  sie  mit  &  bezeichnet  werden  soll,   so 
teigt  es  sich,  dass  die  Senkrechte  aus  dem  Schnittpunkte  B"  von  o  mit  i^ 

auf  die  Polare  "BB  dieses  Schnittpunktes   bezüglich  A;^,   ebenfalls  n  in   -^ 
schneidet. 

In  Fig.  15  gehen  aus  8  zwei  Tangenten  5,  o  an  A;^  mit  den  Berührungs- 
punkten jT,  B,  Femer  schneidet  n,  durch  8  gehend,  1^  in  P  und  22.  Auf 
P  ist  somit  jB,  jT;  P,  22  eine  harmonische  Gruppe.  Projicirt  man  diese 
Punkte  aus  dem  P  unendlich  benachbarten  Punkte  von  }^y  so  entstehen  die 
bannonischen  Strahlen  PB^  PT\  t,  n,  wobei  das  letztere  Paar  ein  Recht- 
winkelpaar  ist.  Also  bilden  PB  und  der  Durchmesser  PT  mit  n  und  mit  t 
gleiche  Winkel.  Wenn  man  endlich  in  der  Figur  auf  s  die  Strecke  8Ti  ent- 
gegengesetzt gleich  8T  abträgt,  so  muss  PT^  durch  B  gehen. 

8.  Im  Vorangehenden  hat  man  in  Bezug  auf  die  festen  Elemente  P^t^n 

zu  jeder  Tangente  o  eine  Parabel  o^  in  folgender  Weise  construirt.     Jede 

Tangente  a  von  k^  schneidet  o  in  J.,  t  in  Ä'\   aus  Ä'  Wli  man  auf  PA 

^ie  Senkrechte  a, ,  welche  o^  berührt.     Es  soll  nun  direct  bewiesen  werden, 

<)&88  alle  diese  Parabeln  o^  auf  n  einen  festen  Berührungspunkt  haben. 

Wie  bereits  bekannt,  ist  d^  das  Erzeugniss  der  projectiven  Reihen  A" 

auf  t  und  A  auf  g^  (Fig.  12).     Fällt  a  nach  der  mit  t  parallelen  Tangente 

*  von  Ä',  80  rückt  S"  in  den  Schnittpunkt  von  t  mit  g^ .    Der  entsprechende 

^unkt  8'  ist  die  Richtung  der  auf  PS  senkrechten  Geraden,  z.  B.  der  in  P 

&iif  P8  errichteten  Senkrechten  o^.    Letztere  Gerade  ist  ein  Durchmesser 

der  Parabel  o*  und  P8  ist  ihre  Directrix.  —  Gelangt  femer  a  in  die  Lage  w, 

Welche  Tangente   sich   mit  o  auf  n  schneidet,   so  rückt  J.^  bezüglich  U'^ 

m   den  Schnittpunkt  der  Träger  ty  g^  jener  projectiven  Reihen.     Der  ent- 

^ptechende   Punkt    U"  ist  der  Berührungspunkt   der  Parabel   6^   mit   der 

^i^ertangente  t. 

Diese  zwei  Berührungspunkte  U'\  8'^  als  Richtung  von  o, ,  von  o*  mit 

*bren  festen  Tangenten  t^  g^,  verändern  ihre  Lage,    wenn  o  als  Tangente 

^^^  Jk*  sich  bewegt     Andererseits  soll  nun  der  Berührungspunkt  von  o*  mit 

^  Construirt  werden   und  zwar  nach  einer  sehr  bekannten  specieUen  Form 

^  Brian  c  hon 'sehen  Satzes.     Man  verbindet  den  Schnittpunkt  P  der  Tan- 

^^Uten  tj  n   mit  dem   Berührungspunkte  8^  der  Tangente  g^   und  erhält 

^'i   Strahl  Oj.     Ebenso  ist  Oj,  durch  U"  parallel  mit  n  gezogen,  die  Ver- • 

^^dungslinie  des  Berührungspunktes  der  Tangente  t  mit  dem  Schnittpunkte 

Vi* 
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der  Tangenten  n,  ^qo*  Dnrch  den  Schnittpunkt  von  o^  mit  o^  zieht  man  O3 
parallel  mit  t  und  schneidet  damit  n  im  zugehörigen  Berührungspunkte  N. 
Hält  man  nun  in  Fig.  12  P,  tj  n,  8  fest,  während  0  den  Kegelschnitt 
k^  einhüllt,  so  werden  Oj  und  0^  zwei  perspective  Büschel  beschreiben.  Vor 
Allem  nämlich  entsprechen  sich  die  Strahlen  Oj,  0^  umkehrbar  eindeutig. 
Rückt  dann  0  nach  t^  so  fallen  o^  und  0^  mit  n  zusammen,  also  sind  die 
Büschel  perspectiv.  Wird  endlich  0  zu  der  aus  dem  Schnittpunkte  von  s 
mit  n  an  Ä;*  gezogenen  zweiten  Tangente,  so  fiLllt  o^  mit  t  zusammen, 
während  Oj  unendlich  fem  liegt.  Es  folgt  hieraus,  dass  der  Schnittpunkt 
von  Oj  mit  0^  sich  auf  dem  mit  t  parallelen  Strahle  O3  fortbewegt  und  dass 
die  Parabeln  0^  die  Normale  n  in  demselben  Punkte  N  berühren.* 

9.    Der  soeben   direct  nachgewiesene  gemeinsame  Berührungspunkt  N 

TT 

der  Parabeln  0^  mit  der  Normalen  n  muss  nach  Nr.  6  der  mit  -^  bezeich- 
nete Punkt  sein.  In  Nr.  2,  erste  Mittheilung,  sind  dagegen  Parabeln  an- 
gegeben worden ,  welche  n  in  Z  berühren.  Diese  zwei  Resultate  mögen  an 
der  Hand  von  Fig.  16  zu  einander  in  Beziehung  gebracht  werden.  Hierbei 
haben  P,  <,  n,  22,  5  die  in  früheren  Nummern  erwähnte,  theilweise  specielle 
Bedeutung. 

0  ist  das  in  Nr.  2  erwähnte  besondere  Centrnm  auf  ä;',  für  welches 
die  dort  erwähnte  Hilfsparabel  zu  dem  Büschel  vom  Scheitel  L  wird  (Fig.  8). 
Es  wird  also  in  Fig.  16  die  aus  B'\  auf  PB  gefällte  Senkrechte  die  Nor- 
male n  in  L  schneiden.     Ferner  bat  0  die  specielle  Bedeutung  von  Nr.  7 

(Fig.  15),  und  die  aus  B'\  auf  PB  gefällte  Senkrechte  schneidet  n  in  ^« 

K 

Also  muss,  weil  PL  das  Vierfache  von  P-^^  beträgt,  auch  PB"^  das  Vier- 
fache von  PB'\  betragen.  —  Zum  directen  Beweise  dessen  ziehe  noch  BT^ 
welche  t  in  M  trifft,  und  durch  B  die  mit  t  parallele  Secante  BC  von  ^, 
Auf  k^  wird  nun  P,  T;  Bj  C  eine  harmonische  Gruppe  sein,  welche  man 
aus  dem  B  unendlich  benachbarten  Punkte  von  h^  als  Centrum  auf  die 
Tangente  t  projicirt.  Es  entsteht  wieder  eine  harmonische  Gruppe,  wobei 
die  Projection  von  C  unendlich  fern  liegt  und  somit  die  Projection  B^^  von 
B  in  die  Mitte  der  Strecke  PM  fällt  —  Auf  k^  hat  man  weiter  die  har- 
monische Gruppe  P,  B'j  5,  T,  also  ist  auch  /^,  0;  C,  T  eine  solche  (letztere 
ist  das  Bild  der  ersteren  in  der  involutorischen  centrischen  Collineation  von 
der  Axe  PT  mit  dem  Pol  dieser  Axe,  bezüglich  k^,  als  Centrum).  Projicirt 
man  auch  diese  Gruppe  P,  0;  C,  T  aus  B  auf  die  Tangente  <,  so  findet 
man,  dass  die  Projection  M  von  T  in  die  Mitte  der  Strecke  PB'\  fällt. 
—  Schliesslich  ist  nun  PB'\^B'\M  und  PM^MB'\,  somit  in  der 
That  PB'\  das  Vierfache  von  PB'\. 


*  In  gans  analoger  Weise  lässt  sich  seigen,  dass  die  in  Nr.  2  eingeführten 
BiUqENmbeln  n  in  demselben  Punkte  berühren. 
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Der  Kegelsohnitt  k^  sei  eine  Parabel. 

10.  Errichtet  man  in  dem  Schnittpunkte  Ä"  der  laufenden  Parabeltan- 
geote  a  mit  der  festen  Tangente  t  auf  a  die  Senkrechte  a*,  so  umhüllt  die- 
selbe eine  Parabel  c^  (anstatt  eine  Curve  dritter  Classe  c^,  vergl.  Nr.  5; 
man  findet  nttmlich,  dass  durch  a*  aus  den  Geraden  t  und  g^  projective 
Reihen  herausgeschnitten  werden).  Diese  Parabel  berührt  t  im  Fusspunkte 
der   auf  t  senkrechten  Tangente  von  k\  femer  nach  Nr.  5  die  Normale  n 

in  dem  Punkte  -^' 

Es  sei  nun  (Fig.  17)  die  Parabel  k^  gegeben  durch  t  mit  P  und  n, 
sowie  durch  die  zwei  weiteren  Tangenten  a,  b.  Man  construire  a*^  b*  (als 
Senkrechte  auf  a,  6  in  den  Punkten  Ä'\  B"),  welche  n  in  Ä"\  B'"  schnei- 
den; alsdann  sind  t^n^a^^h*  vier  Tangenten  einer  Parabel  (c^),  welche  n 

in  ^  berührt;  auch  sind  Ä\  B'\  P  auf  t  und  Ä'\  B"\  ^  auf  n  ent- 
sprechende Punkte  ähnlicher  Reihen. 

Aber  auch  die  in  Nr.  6  (Fig.  14)  gegebene  Construction  von  -^  gilt  un- 

▼erttndert,  wenn  1?  zu  einer  Parabel  wird;  auch  hier  werden  die  Hilfspara- 
beln  0^  die  eine  specielle  Schaar  bilden ,  vorhanden  sein.  Für  die  Tangente  o 
▼on  }?  giebt  es  nun  eine,  nur  für  1^  als  Parabel  mögliche  ausgezeichnete 
l'B^e.  Es  ist  dies  o  als  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  nennen  wir 
Bio  0« ;  sie  veranlasst  eine  Hilfsparabel  o\ ,  welche  eben  mit  <?  identisch  ist. 
(N'ach  Nr.  8,  mit  Fig.  12,  stehen  die  Durchmeser  von  W  und  von  i?^=^o\ 
Aufeinander  senkrecht.) 


11.  In  Nr.  7  mit  Fig.  15  ist  die  ausgezeichnete  Lage  der  Tangente  o 
von  j[^  angegeben  worden,   für  welche  die  Reihen  Ä'  auf  t  und  AI  auf  g^ 

Po>*8pectiv  werden,  womit  o'  zerfmit,  indem  die  Strahlen  Oj  sich  in  ^  auf  n 

scliiieiden.  Wird  1?  zu  einer  Parabel,  so  rückt  s  unendlich  fern,  o  wird 
^'^  der  auf  i  senkrechten  Parabeltangente  o  =  6  (Fig.  18).  (Die  in  Fig.  15 
▼öx-aeichnete  willkürliche  Tangente  a  von  }f  ist  in  Fig.  18  unterdrückt  wor- 

^^^)    Die  Senkrechte  aus  B"  auf  PB  schneidet  n  in  -^'     Nun  bedenke 

°^^^,   dass   die  Tangenten   <,  o  =  5  rechtwinklig   sind,    sich   also  auf  der 

i^ectrix  d  der  Parabel  Ä*  schneiden.     Die  Polare  PB  des  Punktes  B'*  geht 

^^*ch  den  Brennpunkt  F,  dasselbe  gilt  für  die  aus  B"  (auf  d)  auf  dessen  Po- 

^^e  PB  geföllte  Senkrechte.    Errichtet  man  also  in  F  auf  dem  Radius  vector 

**^^  Punktes  P  eine  Senkrechte,   so  schneidet  sie  n  in  ö"     Weiter  folgt 

^^Tch  Anwendung  auf  den  Punkt  B^  dass ,  wenn  man  die  Linie  £"  ^  mit 

^^r  Normalen  m  des  Punktes  B  schneidet,  der  Schnitlpank:^ 

^^«  KrOmmongsradius  BM  des  Punktes  £  ist  —  Ir 
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B'*  C  ein  Durchmesser  der  Parabel  fc*  (sie  verbindet  den  Pol  B"  mit  der 
Mitte  der  in  die  Polare  fallenden  Sehne  PB)'^  es  folgt,  dass  die  in  B"  auf 
B"C  errichtete  Senkrechte  d  die  Directrix  von  Ic^  ist.     Sie  enthält  nament- 

lieh  die  orthogonal  -  symmetrischen  Punkte  von  -^  in  Bezug  auf  t  und  von 

M  .... 

;y  in  Bezug  auf  h  [in  Nr.  \Ad)  werden  sich  theilweise  Verallgemeinerungen 

dieser  Beziehungen  ergeben]. 

Anhang. 

Im  Punkte  P  des  Kegelschnittes  A;^,  in  welchem  die  Tangente  t  bekannt 
ist,  lässt  sich  der  Krümmungskreis  p^  construiren,  wenn  man  neben  /\  t 
noch  drei  gleichartige  Elemente,  Punkte  oder  Tangenten,  kennt.  Bisher 
wurden  diese  Elemente  als  getrennt  liegende  behandelt.     Es  sollen  nnn  die 

Constructionen  von  p^   (bezüglich  von  Ky  L  oder  -^\    besprochen  werden, 

wenn  von  jenen  drei  weiteren  Elementen  zwei  oder  alle  drei  unendlich  nahe 
rücken. 

12.  Von  A^  seien  P  mit  t  und  n  und  drei  Punkte  bekannt,  von  denen 
zwei  unendlich  benachbart  sind. 

a)  Die  Anwendung  der  Construction  in  Nr.  1  a)  ist  in  diesem  Falle  so 
einfach,  dass  eine  Auseinandersetzung  überflüssig  erscheint. 

h)  Die  benachbarten  Punkte  bezeichne  man  mit  0,  A^  den  einzeln  ge- 
gebenen Punkt  mit  B^  upd  wende  die  in  Nr.  3  (Fig.  7)  gegebene  Construc- 
tion an  [die  Ausführung  ist  in  Nr.  14a)  mit  Fig.  21  enthalten]. 

c)  Die  ebcugenannte  Construction  ist  auch  dann  anwendbar,  wenn  man 
die  benaAibarten  Punkte  mit  J.,  B  bezeichnet,  den  einzeln  gegebenen  Punkt 
aber  mit  0.  Die  Verbindungslinie  von  A  mit  B  sei  g^  vergl.  die  schema- 
tisirte  Fig.  19.  Man  schneide  t  mit  OA  in  Ä\  ftllle  aus  A''  auf  PA  die 
Senkrechte  a.  Nun  denke  man  sich  diese  Construction  für  B  wiederholt, 
es  würde  ein  dem  Strahle  a  unendlich  benachbarter  Strahl  h  entstehen  und 
darauf  wären  < ,  n ,  a ,  h  vier  Tangenten  einer  Parabel ,  welche  n  in  X  be- 
rührt. Von  diesen  Tangenten  sind  jedoch  a,  h  unendlich  benachbart  und 
man  hat  vorerst  deren  Schnittpunkt  X  zu  ermitteln,  worauf  man  von  der 
Hilfsparabel  die  Tangenten  t^  n^  a  und  den  Berührungspunkt  X  der  letz- 
teren kennt.  Verbindet  man  nun  0  mit  den  Punkten  A^  C^  ...  von  g  und 
construirt  man  in  der  angegebenen  Weise  die  Strahlen  a,  c,  ....  so  um- 
hüllen diese  eine  gewisse  Hilfsparabel ,  welche  wieder  durch  vier  ihrer  Tan- 
genten, etwa  a,  ^,  c,  c2,  bestimmt  ist.  X  ist  alsdann  der  Berührungspunkt 
der  Tangente  a  mit  dieser  Hilfsparabel. 

13.  Von  Tf?  seien  t  mit  P  und  n,  sowie  drei  weitere  Tangenten  bekannt, 
wovon  zwei  unendlich  benachbart  sind. 

a)  Am  einfachsten  wird  die  Construction  in  Nr.  6  mit  Fig.  14  an- 
gewandt,  indem   man  die  benachbarten  Tangenten  (deren  Schnittpunkt  be- 
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kannt  sein  muss)  als  o  und  a,  die  einzeln  gegebene  als  b  zählt  [vergl.  die 
Anwendung  in  Nr.  142»)  mit  Fig.  22]. 

h)  Sind  aber  o  die  einzeln  gegebene  Tangente,  a  und  h  die  benach- 
barten Tangenten,  so  wende  man  ebenfalls  die  Constructiou  aus  Nr.  6  an, 
sowie  die  in  Nr.  12  c)  besprochene  üilfsconstruction. 

c)  Ist  k^  eine  Parabel ,  so  gentigen  t  mit  /'  und  n  und  die  benachbar- 
ten Tangenten  a^  h  zur  Bestimmung  von  A;^,  sowie  zur  Constructiou  von  j?^ 
lu  Nr.  10  (Fig.  17)  ersetze  man  a,  h  durch  die  Tangente  a  und  deren  6e- 
rfibrungspunkt  Ä  (mit  der  Parabel  k*).  Es  entsteht  Fig.  20,  worin  auch 
a^  h*  zusammenfallen.  Die  Grenzlage  Ä*  ihnjä  Schnittpunktes  ist  der  Be- 
rflhrungspunkt  von  a*  mit  der  Hilfsparabel  c-  ^=  oj. .  Um  aber  diese  Grenz- 
lage zn  finden,  beachte  man,  dass  in  Fig.  17  die  Punkte  Ä\  B'\  die 
Schnittpunkte  von  a  und  b  und  von  a*  und  h*  auf  einem  Halbkreise  liegen, 
nnd  zwar  sind  die  letztgenannten  Punkte  die  Endpunkte  eines  Durchmessers. 
In  Fig.  20  ist  somit  Ä*  der  Endpunkt  des  in  A  beginnenden  Durchmessers 
desjenigen  Kreises,  welcher  durch  Ä  geht  und  t  in  A"  berührt.  Trägt 
man  daher  Ä''Äi  auf  a  gleich  ÄA"  ab,  zieht  aus  Aj  auf  t  eine  Senk- 
J^hte,   so   wird   diese  ä*  in   A*   schneiden.      Endlich   construirt  man  den 

Berührungspunkt  -^   derjenigen  Parabel   (c^  =  ö'ic)   mit  «,    welche  ^,  w   zu 

Tangenten  hat  und  a*  in  A*  berührt.    (In  der  Figur  sind  1,  2,  3  und  1',  2', 

=  -v    entsprechende  Punkte   ähnlicher  Reihen.)  —  Wäre  speciell   a  auf  t 

**enkrecht,   so  würde  nach  Nr.  10  die  Senkrechte  aus  J."  auf  PJ  die  Nor- 

^9\e  n  in  ;.   schneiden. 

14.  Es  soll  endlich  k^  durch  P  mit  t  und  t»,  ferner  durch  drei  unend- 
lich benachbarte  Elemente  bestimmt  sein.  Neben  P^t^n  werden  somit  ein 
Punkt  A^  seine  Tangente  a  und  der  zugehörige  (Jsculationskreis  a^  (vom 
Centrum  M)  bekannt  sein.     Es  soll  jp-  construirt  werden. 

a)  Bei  der  in  Fig.  21  vollständig  ausgeführten  Constructiou  wird  nach 
Nr.  \a)  der  vierte  Schnittpunkt  Aq  =  B  von  ^'*  mit  a^  bestimmt.    Zu  diesem 
Zwecke  werden  /*,  t  (eigentlich  /'  und  dessen  unendlich  benachbarter  Punkt 
^OB  t)  aus  A  auf  den  Kreis  a*  ;,projicirt",  es  entstehen  /'',  t'.    Den  Schnitt- 
Punkt  von  t'  mit  t  verbindet  man  mit  -4;   diese  Linie  Gq  (in  Nr.  1  Sq  ge- 
^annt)  wird  a*  zum  zweiten  Male  in  Aq  =  B  schneiden.  —  Hierauf  wende 
ttian  die  in   Nr.  3,   Fig.  7,   bezüglich   Nr.  V2b)  gegebene  Construction  an. 
t>en  Punkt  0  von  k*  wählt  man  bei  A,   projicirt  A  nach  A'\  B  nach  B" 
^uf  die  Tangente  t  und  föllt  Ä'Ä"  auf  PA,   sowie  B' B'"  auf  PB  senk- 
*^^iit.     Schliesslich  gehören  A'\  B".  P  auf  t  und  Ä'\  B"\  L  auf  n  ähn- 
*^chen  Reihen  an.     Im  Uebrigen  wird  die  Verbindungslinie  der  Mitten  von 
'^  -4'"  und  B*' B"  die  Normale  w  in  K  selbst  schneiden. 
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h)  Fig.  22.    Genan  ebenso  einfach  wird  die  Construction  für  -^  i  wenn 

man  erst  die  vierte ,  a^  und  It^  gemeinsame  Tangente  Oq  =  5  oonstruirt.  Es 
geschieht  dies  nach  der  Fussnote  zu  Nr.  1  mit  Fig.  3,  wobei  die  dort  mit 
a,  h  bezeichneten  Tangenten  von  h^  hier  in  t  vereinigt  sind,  mit  P  als 
Schnittpunkt;  die  dort  mit  a\  h'  bezeichneten  Tangenten  vereinigen  sich 
hier  in  t\  mit  P'  als  Schnittpunkt  u.  s.  f.  Schliesslich  verfahre  man  nach 
Nr.  13  a). 

Ist  nun  aber  Jc^  eine  Parabel,  so  wird  sie  durch  il,  a,  a*  und  die 
Tangente  t  bestimmt  sein.  Für  die  Construction  von  P  und  f^  ergeben  sich 
namentlich  die  folgenden  Möglichkeiten: 

c)  Man  wende  die  Construction  Nr.  13c)  zweimal,  direct  und  in  der 
ümkehrung,  an  (Fig.  23).  Es  schneide  t  die  Tangente  a  in  T'\  daselbst 
errichte  man  auf  t  die  Senkrechte  t*y  welche  die  Normale  m  des  Punktes  A 

in  T'*'  schneidet;  auf  dieser  Normalen  m  sei  -^  die  Mitte  zwischen  A  und 

dem   Mittelpunkt  M  von   a'.     Eine  erste  üilfsparabel ,    welche  m   in  -^t 

ferner  ^  und  a  berührt,  hat  nach  Früherem  an  f^  den  Berührungspunkt  P*. 
Die  aus  P*  auf  a  gezogene  Senkrechte  trifft  <  in  Pj,   darauf  wird  P^T" 

T"  P  gemacht  Aus  t^  P,  a^  A  wird  nach  Nr.  13c)  der  Pnnkt  -^  direct 
construirt.  _. 

ä)  Fig.  24.    Es  seien  A^  a^  -^^  t  bekannt.    Der  eingeführten  Bezeich« 

nung  gemäss  werde  a  von  t  in  T"  geschnitten.  Der  Kreis  vom  Centrum  2, 
welcher  durch  A  geht  und  t  in  T"  berührt,  geht  durch  den  Brennpunkt  F 
der  Parabel.     Ebenso  (Nr.  11)  liegt  F  auf  dem  Kreise  vom  Centrum  1  über 

TUT 

A  n    Als  Durchmesser.      Es  ist  damit  F  als  Schnittpunkt  zweier  durch  A 

gehenden  Kreise  eindeutig  bestimmt.  (Man  wird  bemerken ,  dass  der  erstere 
Kreis  den  Durchmesser  T"T'''  besitzt,  dessen  Träger  mit  t*  übereinstimmt.) 
Ein  dritter  Kreis,  vom  Centrum  3,  welcher  durch  F  geht  und  a  in  T" 
berührt ,  wird  t  zum  zweiten  Mal  in  P  schneiden.    (Sein  Durchmesser  T" J.'" 

Mit  in  a^)  In  P  lege  man  nun  die  Normale  n  und  ziehe  noch  F-^  senk- 
recht zu  FF. 

In  Fig.  24  sind  T'^'FT"  und  Ä"FT"  rechte  Winkel.  Es  liegen  Ä" 
und  T"\  ebenso  2  und  3,  je  auf  einer  Senkrechten  zu  FT"  (was  für  die 
Construction  von  Ä"  und  P  leicht  benutzt  werden  könnte).  Weiter  sind 
die  Winkel  FFT"  und  AFT"  gleich  dem  ^jäusseren«,  von  a  mit  t  ein- 
geschlossenen Winkel;  es   liegen  die  Leitstrahlen  FA  und  FP  orthogonal- 

symmetrisch  in  Bezug  auf  FT'\     Die  darauf  Senkrechten  F-^   und 

K 

F~^   liegen  also  ebenfalls  orthogonal-symmetrisch  zu  FT", 
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B.  üeber  einen  Beweis  des  Fnndamentaltatzes  der  Algebra. 

Die  folgende  Mittheilung  bezweckt ,  eine  im  28.  Bande  dieser  Zeitschrift 
snf  8. 213 — 215  enthaltene  Arbeit  über  den  Fandamentalsatz  der  Algebra, 
deren  Fehlerhaftigkeit  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheint,  in  einen 
einworfsfreien  Beweis  umzuwandeln. 

Zu  jedem  Werthe  der  Variablen 

ez=Q  (00500 +  i.^n od) 
gehört  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  der  Function 

deren  Coefficienten  in  der  Form 

gegeben  seien.^  Dieser  Werth  von  f{$)  wird  auf  die  bekannte  Art  durch 
einen  Ponkt  in  einer  Ebene  dargestellt.  Einer  stetigen  Aenderung  des  Ar- 
guments B  entspricht  dann  immer  eine  stetige  Verschiebung  des  Punktes 
f(i\  Führt  man  nun  zwei  Werthe  von  q,  q  und  q\  vermittelst  der  ün- 
gleiehongen 

Om  ?'* > am-i  (>'"•"*  +  am-2  p'*""^  H h a^Q+  «0» 

«0  >  «1  q"+  «ip"'  +  •••  +  ««  ?""• 
®«i  dann  gilt  der  Satz: 

Hat  Q  den  Werth  q   und  wächst  oo  dabei  von  einem  beliebigen 

2it 
Anfangswerthe   ooq  an  um   —  i  so  beschreibt  der  Punkt  f{g)  einen 

in 

Bogen   um   den   Nullpunkt  der  Ebene   herum;   hat  dagegen  q   den 

Werth  i/\  so  kann  f{z)  nicht  um  den  Nullpunkt  sich  herumbewegen. 

^er  Beweis   wird  a.  a.  0.  unter  Benutzung  geometrischer  Hilfsvorstel- 

firen   erbracht ,  welche  sich  in  folgender  Weise  umgehen  lassen.     Wenn  e 

^^&oluten  Werth  q    hat,   betrachtet   man  f{z)  als  Summe  von   Am^^ 

'^»■»— 1  5"""  '+•••  +  J.|  iP  +  J.^;   der  letzte  Summand  hat  dann  geringe- 

.       ^^%oluten  Werth  als  der  erste ,  woraus  man  leicht  schliessen  kann ,  dass 

'^^Btand   des  Punktes  ((jß)   vom  Punkte  A^i^  kleiner  ist  als  derjenige 

des  ^  27r 

*^^tikte8  Amf^   vom   Nullpunkte.     Wenn  cd  von  Wq  an  um  —   wächst, 

^^aclireibt  der  Punkt  A^'^  einen  vollständigen  Kreis  um  den  Nullpunkt, 
^^r  Punkt  f{e)  muss  sich  deshalb  gleichzeitig  um  den  Nullpunkt  herum- 

Die  Beieiohnung  der  genannten  Abhmdlang  iii  ^ 


M)  Kleinere 


IIA  *  .   . 


ewe»^eu.  —  Aehnlicb  zeigt  man ,  daaj>  l'ür  o  =-  o    der  Punkt 
*unkte  .4,,  nie  um  die  Strecke  a„  entfernen  kann. 

Ein  Umstand  ist  nun  besonderi»  zu  beachten.     Wenn  q  ir 

ist   und   0)  von  einem  beliebigen  AnfaugöWerthe  an  um  —    w 

911 

rechtigt  nichts  zu  der  Annahme,  dass  das  vom  Punkte  f(g) 
Curventstück  immer  eine  Schleife  sei.  Aber  der  Verfasser  ma* 
nähme   wie  etwas  ganz  Selbstverständliches  und   schliesst  dan 

Curve.    welche   zu    beliebigem    q  und  von  w,    bis  «o-l — -   gel 

991 

hört,  immer  eine  Schleife  ist  und  darum  für  p  =  p' den  NuUp 
dig  umschliesst,  während  sie  ihn  für  o  =  «/' nicht  mehr'umscl 
so  muss  .sie  bei  ihrer  stetigen  Aendcrung,  welche  der  Abnahi 
(/  bis  ^)"  entspricht,  über  den  Nullpunkt  hinweggehen.  Damit 
fasser  die  Existenz  einer  Wurzel  von  fyz)  =  0  für  bewiesen ; 
weiter   etwa  Folgendes:  Wenn  man  diese  Betrachtung  für  jed 

tervalle   n...  — ,    — ...  —  j  ••■) •••  ^Ji    aurelm< 

m       m         m  m 

dann  erkennt  man  die  Existenz  von  genau  tn  Wurzeln  von  /"(£ 
lieh  glaubt  er.  dass  zu  diesem  Schlüsse  der  Satz,  dass  eine  <\ 
Grades   höchstens  99i  Wurzeln  haben  könne,    nicht  nötbig  sei: 
dabei,  dass  jede  der  ,, Schleifen'*  bei  ihrer  Bewegung  wohl  :< 
über  den  Nullpunkt  hinweggehen  konnte.] 

Dass  dieser  „Beweis*'  des  Fundamcntalsatzes  fehlerhiii- 
sofort  zu  sehen.     Das  Endergebniss  lässt  sich  nSmlich  aui.  > 
W^erden   die  Wurzeln   von  /*(«)  =  0  durch  Punkte  einer  z 
gestellt,   dann  lässt  sich  diese  Ebene  durch  m  vom  Nu) 
niiteinander  gleiche  Winkel  bildende  Strahlen  so  zerle;?' 
eine  und  nur  eine  Wurzel  von  f{g)  enthält.    Doppelw> 
Wurzeln  desselben  Vorzeichens  u.  A.  widersprechen  :< 
—  Der  Fehler  der  ganzen  Beweisführung  liQgt  in 
besprochene  Curvenstück  immer  eine  Schleife  sei. 

Die  üntersnchung  lässt  sich  aber  sofort  in  • 
des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  umwandeln 
trachtet,  welche  der  Punkt  f{e)  bei  fixirtem  q 
u}  beschreibt.     Diese  geschlossene  Curve  ^ 
der  Ebene  umschliessen  müssen  (in  m  Wind 
den  Nullpunkt   nicht  mehr  umschliessen. 
so  geht  die  Curve  über  den  Nullpunkt  h- 
gemeinen  sogar  mindestens  m-mal).     V 
Wurzel  von  f{e)  =  0  al:      '^  ^'HjfjBLi 
kommen  bewiesen. 

Die   hiermit  berir 
o*isanti'    Bestimmung    ' 
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f(/)  =  0  ihren  absoluten  Werthen  nach  liegen.  Derartige  Einsohliessungen 
sind  schon  verschiedene  bekannt;  die  meisten  Werke  über  Algebra  enthalten 
einxdne  and  Gauss  gab  z.  B.  bei  Gelegenheit  seiner  Beweise  des  Funda- 
mentalsatzes  der  Algebra  mehrere  an.     Dahin  gehört  der  Satz: 

Die  Wurzeln    von    f{z)  =  A^  e"[  +  //«.-i  xT'^  H \-  A^  0  +  ^^  =  0 

liegen  ihren  absoluten  Werthen   nach  unter  der  einzigen  positiven  reellen 

.Wurzel  von   a«,  ^"•— ^2  (a^-t  ^"*"*  H I-Ö|^  +  öo)  =  0»   ^enn  at  den 

absoluten  Werth  von  Ak  angiebt. 

Der  Beweis,  welchen  Gauss  hierfür  gab  (Gauss*  Werke,  III,  S.  76 — 77; 
Baltzer,  Elementarmathematik,  I),  ist  ziemlich  umständlich;  weit  einfacher 
iät  seinem  Beweise  und  seiner  Form  nach  der  folgende  Satz: 

Die  absoluten  Werthe  der  Wurzeln  von 

f{e)  =  A^e"'+A„.iZ'"-^  +  '"+A,g  +  ^^  =  0 
liegen  unter  oder  doch  nicht  über  der  einzigen  reellen  positiven  Wurzel  von 

ond  über  oder  genauer  nicht  unter  der  positiven  Wurzel  von 

am  q'"  +  am^\  ?""  *  H h  «1  ^  —  »0  =  0. 

Dieser  Satz  ist  eine   einfache  Folge  der  anfangs  über  q'  und  g"  an- 
^^tellten  einfachen  Betrachtungen.     Der  Beweis  beruht  nur  auf  den  Sätzen 
ober  den  absoluten  Werth  einer  Summe  complexer  Grössen  oder  unter  Ver- 
wendung der  geometrischen  Darstellung  einer  Summe  auf  dem  Satze:   Ein 
geschlossenes  Polygon  lässt  sich  aus  gegebenen  Seiten  nicht  zusammensetzen, 
''^©Hn  eine  derselben  grösser  ist  als  die  Summe  aller  übrigen.  —  Beachtens- 
'^''^rth  ist  ferner  noch,  dass  unter  alleiniger  Benutzung  der  absoluten  Werthe 
^ö*"   Coefficienten    von  f{z)   sich   ein    kleineres   Intervall   für  die   absoluten 
•^Orthe  der  Wurzeln  von  f{z)  =  0  überhaupt  nicht  angeben  lässt,  wie  leicht 
^^    sehen  ist. 

Zum  Schluss  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Grundgedanke  der 
^^^procheuen  Arbeit  durchaus  nicht  neu  ist.    Schon  in  Bd.  31   von  Cr  eile's 
^m-nal  gab  Herr  üllherr  zwei  Beweise  für  den  Fundamentalsatz  der  Al- 
ß'^lra,  in  denen  gezeigt  wird ,  dass  für  tß  =  f{z)  =  Aq  +  A^  z  +  >"+  A^^"^ 
^i^jenige  Curvenschaar  in  der  m7- Ebene,  welche  der  Gesammtheit  aller  Kreise 
'^^  den  Nullpunkt  der  £?- Ebene   entspricht,   die   «^- Ebene  vollständig   be- 
^^ckt,  dass  also  auch  zu  u?  =  0  mindestens  ein  Werth  von  z  gehören  muss. 
"^-^iese  Arbeit  und  eine  ähnliche,  aber  sicher  unabhängig  davon  entstandene 
^cn  Herrn  A.  Schmitz  in  Neuburg  a.  D.  (Zeitschrift  für  das  bayer.  Gym- 
^asialwesen  XXI,  47 — 49)  sind  nahe  mit  der  hier  berichtigten  Arbeit  ver- 
wandt.    Weiter  ist  noch  der  Beweis  von  H.  Kiukelin*  (Math.  Anualen  I) 
^n  nennen  und  zu  bemerken,  dass  in  Herrn  Rausenberger's  Werk  über 
periodische   Functionen    sich    der   UUherr'sche   Beweis   im   Wesentlichen 


*  Der  von  Herrn  Netto  im  Jahrb.  üb.  d«  Forteebr.  d.Mafb.  erw&hnte  schwache 
i^uokt  dieses  Beweises  Iftsst  sich  leicht  mu 
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wiedergegeben  (yielleicht  auch  selbständig  aufgestellt)  findet;  fügt  man  dann 
noch  hinzu ,  dass  auch  die  Conformität  der  Abbildung  leicht  zu  dem  Beweis 
fahrt,  dass  für  «;  =  ^^^  +  is^^  x?  +  •  •  •  + -/^m  iS*  (luid  auch  noch  bei  weit  all- 
gemeineren Functionen)  die  ganze  k;- Ebene  lückenlos  vom  Bilde  der  i;- Ebene 
bedeckt  wird,  dann  sind  damit  wohl  alle  auf  dem  Princip  der  Abbildung 
beruhenden   Beweise  des   Fundamentalsatzes  der  Algebra  erwähnt  worden. 

Marburg  a.  L.  Stud.  math.  F.  y.  Dalwiok. 


X.  Eine  projeetivisohe  Eigenschaft  des  Pascal -Brianchon'schen 

Sechsecks. 

Bekanntlich  ist  es  sehr  leicht,  ein  Sechseck  JfBCDEF  zu  constrniren, 
das  iu  einen  Kegelschnitt  und  gleichzeitig  um  einen  andern  Kegelschnitt 
beschrieben  ist;  dasselbe  entsteht  nämlich,  wenn  durch  einen  Punkt  G  drei 
Strahlen  gezogen  werden,  welche  den  ersten  Kegelschnitt  in  den  Punkten 
Ä  und  2),  B  und  Ey  C  und  F  treffen;  die  Polare  von  G  in  Bezug  auf 
diesen  Kegelschnitt  ist  dann  die  Pascal'sche  Gerade  g^  welche  die  Durch- 
schnitte der  Gegenseiten  AB  und  DE,  BC  und  EF^  CD  und  FA  ver- 
bindet 

Diese  Figur  werde  nun  mittels  eines  Projectionscentrums  0  auf  eine 
Ebene  projicirt,  welche  die  Gerade  g  in  sich  enthält;  die  Projection 
ÄB'C'I/F'F'  ist  dann  wieder  ein  Sehnen-  uud  Tangentensecbseck  mit 
derselben   Pascarschen  Geraden  g  und   einem  andern   Briancho naschen 

Punkte  Q\   welcher  auf  der  Geraden  GO  liegt.     Wird  nun  jede  Ecke  des 

» 

einen  Sechsecks  mit  der  Gegenecke  des  andern  Sechsecks  verbunden,  so 
schneiden  sich  die  sechs  Geraden  AJ)\  BE\  CF\  DA\  EB\  FC  in 
einem  Punkte  P,  durch  welchen  auch  GG'  geht.  Wird  endlich  die  Projec- 
tionsebene  um  g  gedreht,  so  durchläuft  P  die  Gerade  GO. 

Herr  Geh.  Reg.-Bath  Prof.  Schroeter  in  Breslau,  welchem  ich  das 
Vorstehende  gelegentlich  mitgetheilt  hatte,  macht  hierzu  brieflich  die  fol- 
genden, zugleich  den  Beweis  enthaltenden  Bemerkungen: 

„Der  von  Ihnen  mitgetheilte  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes 
vom  Viereck,  den  Sie  im  27.  Jahrgang  Ihrer  Zeitschrift  auf  S.  380  ver- 
öffentlicht haben,  und  der  mich  zu  der  Notiz  im  28.  Jahrg.  S.  178  ver- 
anlasste. Die  Polare  des  Punktes  G  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt 
ABCDEF  ist  die  PascaTsche  Gerade  g  gleichzeitig  für  die  vier  Sechs- 
ecke ABCDEF,  ACBDFE,  ABFDEC,  AECDBF\  sie  enthält  daher 
die  sechs  Schnittpunkte 

{AB,  DE),    {AO,  DF),    (BC,  EF), 
{AE,  BD),     \aF,  CD),    {BF,  CE), 

welche  drei  Punktepaare  einer  zum  Kegelschnitt  gehörenden  Punktinvolution 
sind.     Wendet  man  nun  Ihren  früheren  Satz  auf  das  Viereck  AB  DE  an, 
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wofon  die  Durchschnitte  {j4B^  DE)  and  {j4E^  BD)  auf  g  liegen,  so  folgt, 
das8  AUf^  Da\  BE\  EB!  in  einem  Punkte  P  zusammentreffen;  ebenso 
ergiebt  sich  aus  dem  Vierecke  ACDF,  dass  AD\  DA\  CF\  FC'  durch 
einen  Paukt  geben,  welcher  mit  dem  vorigen  identisch  ist.  Weil  endlich 
die  drei  Ebenen  {ADA'D'],  [BEB^E],  [CFC'F']  sich  in  der  durch  0 
gehenden  Geraden  00'  schneiden,  so  geht  letztere  auch  durch  den  Punkt  P.^ 

SOHLÖMILOH. 

XL  üeber  die  Anflösbarkeit  eines  Systems  linearer  Oleiohnngen. 

In  dem  neuesten  Hefte  des  Jahrbuchs  für  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik, Jahrg.  1886,  findet  sich  auf  S.  105  folgendes  Referat  über  meinen  im 
Jahrg.  1886  dieser  Zeitschrift  yeröffentlicbten  Aufsatz  „Zur  Theorie  der  Eli- 
mination': n^oi^  Schmidt  erhebt  gegen  die  gebräuchliche  Schlussfolgerung, 
ans  der  Lösbarkeit  eines  Systems  linearer  Gleichungen  in  dem  speciellen 
FaUe  auf  diejenige  im  allgemeinen  Falle  zu  schliessen,  wie  es  z.  6.  von 
Serret  bei  der  Bäzout'schen  Eliminationstheorie  gethan  wird,  einen  ganz 
interessanten  Einwurf.  Er  beseitigt  denselben  aber  nur  in  dem  behandelten 
Falle,  während  leicht  und  ganz  innerhalb  des  Gebiets  der  Systeme  linearer 
Gleichungen  gezeigt  werden  konnte,  dass  jener  logisch  mögliche  Einwand 
sich  nie  verwirklichen  kann.^ 

Diese  letzte  Behauptung  muss  auf  einem  Irrthum  beruhen,  denn  es  lässt 
sich  gerade  im  Gegentheil  leicht  nachweisen ,  dass  bei  einem  System  linearer 
Gleichungen  der  fragliche  Fall  eintreten  kann.  Ein  System  linearer  Gleich« 
fingen  kann  im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  wenn  die  Coefficienten  von  einer 
oder  mehreren  unbestimmten  Grössen  abhängen,  nicht  lösbar  sein,  dagegen 
in  einem  speciellen  Falle,  d.  h.  sobald  man  für  die  unbestimmten  Grössen 
fifewisse  Werthe  einsetzt,  lösbar  werden.  Man  kann  also  von  der  Lösbar- 
^^it  des  Systems  in  einem  speciellen  Falle  nicht  ohne  Weiteres  auf  die 
I^barkeit  im  allgemeinen  Falle  schliessen.  Ich  will  dies  an  einem  ein- 
fachen Beispiel  nachweisen. 

Es  seien  y^^  ^j,  ^3  drei  lineare  Formen  von  rr^,  rr^,  x^  mit  folgenden 
Coefficienten:  1^4^^     -5  +  5t<,     3-13u, 

1  +  5m,     —5  — 6m,    3  — 4w, 
-13,  -4,  30. 

Bildet  mau  in  der  zugehörigen  Determinante  dritter  Ordnung  das  System 
der  Adjuncten,  so  findet  man: 

-138-196w,    -69-98w,    -69-98w, 

138 -98w,  69-49w,        69-49w, 

-12w-98w«,     -6u-49u*,    -6u-49u«. 

IKe  Determinante  dritter  Ordnung  ist  also  glekfa 

~13(-12i«-98u»)-4(-6u-48 
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Bezeichnet  man  in  dem  System  der  Adjancten  drei  in  einer  Vertikal- 
reihe stehende  Elemente  bez.  mit  a^,  o^,  «3,  so  ist 

«1^1  + «2^2 +  «3^3  =  0. 

Im  allgemeinen  Falle,  d.  b.  so  lange  u  unbestimmt  ist,  ist  also  ^3  von 

y^  und  y^  abhängig,  während  y^  und  y^  voneinander  unabhängig  sind.    Setzt 

man   dagegen  u==0,   so  wird  «3  =  0   und  die  letzte  Gleichung  verwandelt 

sich  in  folgende:  ^ 

^1-^2  =  0. 

Dagegen   ist  jetzt  y^  von  y^  und  y^  ganz  unabhängig.     In  dem  specicllen 
Falle  ist  demnach  das  Gleich  nngssjstem 

yi=Oi    .y2  =  0,    ys  =  l 

lösbar,  in  dem  allgemeinen  Falle  aber  nicht. 

Heppenheim  a.  d.  Bergstr.,  im  Febr.  1889.        Dr.  Carl  Schmidt. 


Xn.  Ein  Satz  ans  der  Zahlenlehre. 

Ist  p  eine  Primzahl   >  3,    /^=1.2.3 (p  — 1),  so  ist 

P      P       P  P 

[NB     Für  jedes  ungerade  p  ist  bekanntlich  R^O  {modp).] 

p 
Beweis.     Bezeichnen  wir  den  Rest  der  Division  — :p,  wo  a  eine  der 

a 

Zahlen  1,  2,  ...,  p  — 1  bedeutet,  durch  r«,  so  ist  zunächst  klar,   dass  die 
Reste  r  alle  verschieden  sein  müsscD;  denn  wäre  z.  B. 

♦"a  =  ♦'6 » 

SO  würde 

—  =  —  {modp)  oder   P(a—  b)  ~  0, 
a        0 

also ,  da  nach  dem  Wilson  ^schen  Satze  P  =  —  1  ist , 

a  — 5  HzO,   d.  h.    a  =  5. 

Ferner  ist  P         P  P 

—  -1 = . « 

a      p  —  a      a{p  —  a) 

mithin,   da   a   und  />  — a   in  ft  nicht  aufgehen   können,   und   fa  und  Tp    „ 
beide  <|)  sind, 

also  _  _____ 

2  ' 

f  a  •  ^p  —  a  — ^        '*a    -  -        'p  —  a  • 

Schreiben  wir  nun 


B  = 


[,„-„+2,;-2,+-+p-wVü]''- 


80  erhalten  wir,  wenn  wir  mit  P  multipliciren  und  durch  p  dividiren. 
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pS_PPPPP  P 

_  2  2 


Nach  Obigem  ist 


2 

-2 


2 


'  <s  •  »p  ~-  o  • 


a  =  l 


p-1 


a  = 


P-\ 


a  ■=. 


also 


Ta  •  fp 


.=?i^' 


Ds    nun   die  .«  — l    Keste  r   alle  verschieden   und   alle   ^p  sind,    so  ist 


r«*  =  der  Summe  der  Quadrate  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  p  — 1,  d.  h. 


«=fl 


(p-l)p(2p-l) 


6 


-  =  0  (modp), 


mithin,  da  P  =  — 1  (modp)  ist, 


—  =  0  (modp)   und  jR  =  0  {modp^) ,    q.  e.  d. 

Beispiele. 

1)  p  =  5,     />  =  24,    12  =  50  =  2.5«; 

2)  p  =  7,     P=720,    12=1764  =  36.7». 

Für  p  =3  9  haben  wir 

P=  40320,    B=  109584=  12176.9, 

wo   12176  den  Factor  9  nicht  enthält. 


Riga. 


Staatsrath  AuausT  Bibke. 


xm.  Bemerkung  zn  Dr.  W.  Braunes  Mittheilnng:  „lieber  die  Coeffi- 
denten  der  Kugelfnnctionen  einer  Veränderlichen*'  (S.  314  des  vorigen 

Bandes). 

Ich  möchte  darauf  hinweisen,  dass  sich  im  sechsten,  von  den  Kugel- 
fanctionen  handelnden  Capitel  meiner  „Beiträge  zur  Theorie  der  Functionen. 
Halle  1880"  auf  S.  61  für  die  Kugelfunctionen  Oter  Ordnung  die  Gleichung 


2» />"(«) 


findet  I  In  der  ersichtlich  der  asa 


«AQ^^eaetzte  Ausdruck 


192  Kleinere  Mittheilungen. 

ist  Aus  dieser  Oleichnng  ergiebt  sich  hiemach  unmittelbar,  daas  Air  pon- 
tive  ganze  fi  die  Coefficienten  der  Eugelfunction  P*{x)  mittels  des  Factois 
2"  ganzzahlig  werden. 

Berlin,  20.  October  1888.  Lbopold  Schxhdbl. 


XIV.  Hotiz  zn  dem  Artikel:  „Zur  Lehre  von  den  unter  nnbeitimmtir 

Form  ersebeinenden  Ausdrucken.''* 

Wie  ich  bei  Benutzung  des  genannten  Artikels  sehe,  modificirt  sich  die 
dortige  Gleichung  7)  in  dem  Falle,  dass  q>^^^(x)  fOr  a;  =  a  unendlich  wird; 
setzt  man  in  diesem  Falle  nämlich: 


wobei  o  stets  zwischen  1  und  oo,  einschliesslich  der  Grenzen  liegt,  80  geht 
unter  Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnungen  die  genannte  Gleichung  in 
folgende  über:  ,       .  ^n  ^ 

woftir  der  Beweis  zunächst  für  n  =  1  und  dann  allgemein  leicht  sn  finden  vsL 


*  Diese  Zeitschrift,  Jahrg.  XXXII  (1887),  S.  378. 

Königsberg,  im  December  1888.  Loüis  Saai«8Chütz. 


XL 
lieber  Biemann's  punkürt  unstetige  FunctioiL 

Von 

Dr.  J.  Frischauf. 


Als  erstes  Beispiel  einer  ponktirt  unstetigen  und  dabei  integrirbaren 
Panction  gilt  die  von  Biemann*  behandelte 

(x)      (2x)  (nx) 

wo    (jx)  den  üeberschuss   von  x  über  die  nächste  ganze  Zahl  bedeutet  mit 
dem  Zusatz,  dass  {x)=^0  ist,  wenn  x  in  der  Mitte  zweier  Zahlen  liegt. 
Im  Folgenden  mOge  die  allgemeinere  Form 

«')=^+¥ +•■•+'>-'• 

fi.  posiidy  Torausgesetzt,  untersucht  werden.** 

Um  die  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen,   möge  eine  Bemerkung 
hinsichtlich  der  Summe 

Ä=l4.— 1-    4.       4.-1— 

Torausgeschickt  werden.    Grenzwerthe  erhält  man  nach  Dirichlet***  durch 
Bestimmung  des  Integrals 

a-hnb 


.r'*^_ 

(a 

Iah 

+  «6)'-''-a'-'' 

a 
a  +  nh 

fdx_ 

a  +  nh 

a 


zerlegt  man  nämlich  dieses  Integral  in  Theile,  deren  Unterschied  der  Gren- 
zen die  GrOsse  t  beträgt,  so  erhält  man  für  den  Theil  von  a  +  rh  bis 
a+r+1.6 


*  Ueber  die  Darttellbarkeit  einer  Function   durch  eine  trigonometrische 
Beihe.    §6. 

**  VüT  iL  =  l  enthält  §  13  einige  Sätze. 

**^  Vorlesungen   über  Zahlentheorie,  Supplement  11.     Dirichlet   behandelt 
nur  den  Fall  m^  1* 

'd^Uehrin  f.  MMtbrnoMtik  u.  I*hytik  XXXIV,  4.  V^ 
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b  b 

{a+rby\a+r+l.by 
als  obere  and  untere  Grenze,  und  damit 

b-^(;^^+^<^<T-^^' 

also  für  n  =  Qo  als  GrenzwerÜie  von  8 

b<^<b+^' 

Fttr  f(  ^  1>  ft  =  1  wird  daher  8  unendlich  resp.  wie 

(a+nl>)'-M      1,    ,    .     .. 
6(1-^)    '    6^(«  +  »»»)- 

Liegt  die  Zahl  x  zwischen  den  ganzen  Zahlen  a  und  a  +  1«  so  üt  fllr 


(«)  =  «-«» 
(x)=0, 

(rc)=x-(a  +  l); 

es  genügt  daher,  in  {nx)  die  Zahl  x  Yon  0  bis  1  Toraossnsetzen.  Das 
Symbol  {nx)  bleibt  für  jede  Zahl  n  eine  stetige  Function  Ton  x^  so  lange 
nicht  fi  von  der  Form  {2r  +  l)q  und   zugleich  x  in  kleinsten  Zahlen  aas- 

gedruckt  in  der  Form  »=^  vorausgesetzt  wird.    Denn  Ar  einen  Boidm 

Werth  Ton  x  folgt,  für  Urns^O^ 


(qx)^0,     (^.x— 0  =  +  i,     te.«+0  =  — ii 
und  ebenso  für  jede  beliebige  ganze  Zahl  r 


(2r  +  l.ga?)  =  0,     (i?r  +  l.g.a?-£)  =  +  i,     (2r+l  .g.»+«)  =  - i« 

Ist  X  irrational,  so  kann  {nx)  nie  Null  werden. 
Betrachtet  man  die  für  f{x)  angesetzte  Reihe  als  eine  unendliche« 
erhält  man  folgende  Sätze: 

I.  Für  jeden  rationalen  Werth  yon  x  ist  die  Reihe  conyergeni. 

II.  Fttr  die  an  o;  =  ^  anliegenden  irrationalen  Werthe  yon  x  bildet 

Reihe   Sprünge,    welche   für   fi'^1    endlich,    für   fi^l    nnendli^^ 
gross  sind. 

Zu  I.    Ist  x  =  —  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  so  sind  sSmm 

liehe  Zahlen  up,  wo  u  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  mit  den  Zahlen  1, 2, 3«  ..., 
nach  dem  Modulus  q  congruent,  es  ist  daher 

{ux)  =     {ux) ,     w  =     u  {mod.  q) ; 
{ux)  =  —  (ux),     u^-'U  {mod, q). 

Die  sämmtlichen  (nx)  der  Reihe  f{x)  lassen  sich  daher  in  Gruppen  von  ^ 
Gliedern  eintheilen.  Für  q  ungerade  sind  die  yon  Null  yerschiedenen  Oliede^ 
einer  jeden  Gruppe  mit  den  Zahlen 
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1  2  g-1 

flbr  q  gerade  mit  den  Zahlen 

1  2  g-2 

ohD6  Bficksicht  anf  Ordnung  identisch. 

Ist  $  der  Index  einer  Omppe,  so  sind  die  Zahlen  n  einer  Grappe 

qM  +  a^    q0  +  b^    ...,     qnt  +  q  —  a,     qst  +  q—h, 

wo  die  Zahlen  a,  &,  ...,  g  — a,  g  — 5  mit  den  Zahlen  1,  2,  ...,  q  —  l  ohne 
Rfieksicht  aof  Ordnung  identisch  sind.  Sind  die  Werthe  Ton  (fix)  für 
ns^qg-^a^  qM  +  h,  ...  positiv  a,  ß,  ...,  so  sind  die  Werthe  Ton  (nx) 
f&r  ii=gj9  +  g~-a,  qe  +  q  —  h^  ...  gleich  den  Zahlen  —  a,  — /J,  ...  Die 
Glieder  von  f{x)  der  Gruppe  e  lassen  sich  daher  xusammenfassen  in 
A-B^,  wo  aß 

^'^     («i»  +  a)M     +     (giJ  +  6)/*     +"" 

Setzt  man  in  JB,  statt  g  — a,  g  — 5,  ...  g  +  a,  ff+^;  "m  so  werden  sämmt- 
Üeh  Brflche  kleiner,  es  ist  daher 

Die  Reihe  f(x)  iSsst  sich  daher  umformen  in  eine  fallende  Reihe  mit  regel- 

''^i^m  Zeichen  Wechsel ,  sie  ist  daher  convergent    Dass  diese  Umformung 

^^^^ttet  ist,  erhellt  daraus,  dass,  im  Falle  ftUr  das  Schlussglied  die  Zahl  n 

^^t   als  ein  Vielfaches  von  q  aufgefasst  wird,   die  restirenden  Glieder  für 

^^^^ichend  groese  Werthe  von  «i  verschwindend  klein  werden. 

Zu  IL    Ist  x=Ä->  2r+l  die  grSsste  in  —  enthaltene  ungerade  Zahl, 

r(»+o-A«)=-2^(^+^+-+(27^)' 

^^Iclie  AnsdrQcke  f)lr  unendlich  grosse  Werthe  von  n,  also  auch  von  r  fttr 
f^^  1  endlich  sind,  fSr  ^<  1    aber  unendlich  werden  wie 

(l  +  2ry-^ 

o*er,  wegen  l  +  2r  =  ~  — «,  0<a<2,  wie 
^  fi=  1  wird  f(x^i)'^f(x)  QBendUch  wie 
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Ans  der  Formel  für  die  Anzahl  aller  mit  2q  relatiTen  Primzahlen 
p<i2q  folgt,  dass  die  Oesammtsumme  der  Sprflnge  fQr  alle  Zahlen  q^ 
welche  dieselben  Primzahlen  enthalten,  constant  ist 


Das  Integral  der  Function  f(x)  wird  durch  Integration  der  einzelnen 

Glieder  erhalten. 

1.   Ist  a<^^  80  ist 

a  a 


0  0 

2.   Ist  i  <  a  <  1,  so  ist 


ßx)dx=ßdx^^^^^ 


J{x)dx+J'(x 


0  0  i 


=  Ixdx  +1  x—l,dx 

0  X 

a  a 

^  I  xdx  —  jdx 
0  .  \ 


2      "^*        2  2  ' 

die  Unstetigkeit  Yon  x  für  x  =  ^  hat  auf  das  Integral  keinen  Einfluss. 

3.  Allgemein  erhält  man  fOr  jede  reelle  Zahl  a 

fmx  =  ^^, 

0 

wobei  aber  im  Integral  (a)  =  +  i  zu  setzen  ist,  wenn  a  in  der  Mitte  zweier 

ganzer  Zahlen  liegt.     Das  Integral 

a 

,  ,  dx 

0 
ist  daher  eine  stetige  Function  yon  a. 

4.  Zur  Bestimmung  yon  a 

I  (mx)  dx 

t  1  ^ 

setze  man  a= — h»*i   r<  — •    Damit  wird 

in  m 

11  1 

a       m      m  m       a 

0        0       1  *_ll  i 

^  t»  tu     tn 
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Wegen 

s+1 


71 

ß 

m 


m 

{mx)dx  =  0 


"wird 

a  a  mr 

0  t_  0 

m 

wo  wieder  im  Integrale  («tia)  =  +  ^  zu  setzen  ist,  wenn  ma  in  der  Mitte 

zweier  ganzer  Zahlen  liegt. 

Damit  erhält  man  folgenden  Satz:    Ist 


Aa?)  =  jj^  +  -3r  +  -+-;iÄr' 


ß 


80    ist 

0 
Dabei  ist  im  Integrale  {raj^^ii^  für  ra  =  ^' 

Das  Integral  bleibt  fElr  (i'^O  endlich,  wenn  «i  unendlich  gross  yoraus- 
gesetzt  wird. 

Ans  der  oben  mitgetheilten  Form  des  Sprunges,  sowie  aus  dem  um- 
stände, dass  fttr  Km.€  =  0  /'(«—f) -/•(«)  und  fix+i^  —  fix)  ftür  »  =  ^ 

entgegengesetzte  Werthe  annehmen,   erklärt  sich  die  Endlichkeit  des  Inte- 
E^^  ftlr  f»^  1.^    Die  unendlich  grossen  Elemente  des  Integprals  heben  sich 
'^   der  Summe  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  im  Integrale,  durch  welches 
^^e  Eugelfunctionenreihe  gegeben  ist,  geschieht. 

Schliesslich  mOge  noch  die  Entwickelung  von  {nx)  in  eine  trigonome- 

^^che  Reihe  folgen. 

Setzt  man 

(nx)  =  Ä,sinnx  +  A^  sin2nx  +  •  •  •, 

^  ist 

1 

Är=^2 1  (fix)  sinrnxdx. 

0 

^^legt  man   dieses  Integral  in  Theile,    deren  Orenzenunterschied  —  ist, 


*  In  diesem  Sinne  muas  die  Bemerkung  Biemann*8  in  §  18  seiner  Abhand- 
^^^g,  betreffend  die  Integrirbarkeit  der  Function  f{x)  für  fi  =  l,  berichtigt  werden. 
A^^boliches  gut  auch  von  dem  nächsten  Beispiele  dieses  Paragraphen. 


198    üeber  Biemann^s  punktirt  nnstet.  FuncUonen.  Von  Dr.  J.  Fbibohauf. 


!±i 
n 


I  {nx)sinrnxdx=z      —  j  (g)8m  —  {s+B)d» 


8^ 

n 


also 


^r=  — —  >;  «w— («+i)=-"— 


Ist  r  keiB  Vielfaches  Ton  2ft;  so  ist 

Ist  r  =  2afi  (a  eine  ganze  Zahl),   so  muss  die  obige  Cosinussumme  dire< 
gerechnet  werden;  da  jedes  Glied  dieser  Summe  cos  an  ist,  so  folgt 

(- 1)'+' 

A2mn  = • 

Setzt  man 

{nx)  ^Bq  +  B^  cosnx  +  B^  cos2nx  +  •  •  -i 

so  erhält  man  ähnlich  wie  bei  der  Sinusreihe 

rn  jLmi         n  ^       r*Ä* 

2(1  — öosr») 


m 


(— — -\ 


also,  da  fQr  r  =  2o«i  die  Sinussumme  Null  wird, 


(2«  +  l)7rrg^^(2«  +  l)7t       (2a  +  l)«y 
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14)  n(u,a)  =  (v+j)u  +  W+j 
oder  in  Legendre'scher  Bezeichnung: 

15)  ei4ejB(n^(<p,n)-F{q>))=^[v+^'jF{g>)  +  (^W+j)- 

In  dieser  Formel  kOnnen  wir,  da  es  sich  um  unbestimmte  Integrale  handelt, 

den  ooDstanten  Summanden  —  fortlassen ;  ist  nun  noch  entweder  m  ungerade, 

oder  m  imd  m  gleichzeitig  gerade,  so  ist  auch  0=0  und  es   ist  dann, 
wenn  wir: 

sintp  =  0? 

seilen  und  die  Bezeichnungen  W^  für  die  in  8)   unter  dem  Logarithmus 
stehende  OrOsse,  welche  also  eine  algebraische  Function  von  x  ist,  sowie: 

*(idie  beide  GrOssen  für  x  constant  sind,  einführen: 

In  dem  einen  Falle  jedoch,'  dass  m  gerade  und  m  ungerade  ist,  kann 
^16  Formel  15)  nicht  ohne  Weiteres  angewandt  werden;  nimmt  man  jedoch 

^^  letzte  Olied  in  V  und  gleichzeitig  das  einzige,  was  darin  ebenfalls  un- 

C 
endlich  wird,   mit  —   zusammen,  so  kann  man  diese  Summe  in  der  Art 

^^»«■BteUen: 

ifc* 

—  sinama  sinam  {mK+%mK'+  S)  sinam{mK-\'  i  fnK'+  d  —  a) 

H — cotamö  Jamdi 
"^«^  ist: 


[ 


__  1  r  sinamd  cosamd  Jam6 

r  Isinamd  $inatn{6  —  a)  sin  am  ö 

__  1  cosama  Jama 
r        sinama 


Jd=o 


c^  eine  endliche  OrOsse.     Somit  bleibt  also   auch   in  diesem  Falle  die 
^^^ichung  14)  Tgrwendbar.  —  Die  Falle  a=  AT,  a  =  K  +  iK\  a  =  iK'  oder 
'^^s  — Ä*,  n=s  — 1,  fi  =  oo  sind  jedoch  wirkliche  Ausnahmefälle. 

Was  nun  Legendre*8  Angaben  betrifft,  so  sagt  er  in  seinem  dritten 
^^le,  es  solle  F{9)  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  F*  oder  K  sein, 
^«  h.  also,  es  solle 

17)  a  =  -K 

r 

^ein.  —  In  seinem  zweiten  Fi^e  setzt  er: 
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und  verlangt ,  dass  F{0')  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  IT,  ei 
sein  soU.     Setzen  wir  nun  0^^=0111(0,  kT)^  so  ist: 

a  =  — K  ; 

r 

ist  nun  auch  gleichzeitig:  ,«  .  • 

so  ist:  .#      /  '  i.'\ 

daraus  folgt  aber:  •  ' .   et  ,  .  i>/ 

"^^  .=:£±i(t±£)^. 

r 
In  seinem  ersten  Falle  endlich  setzt  Legendre: 

und  verlangt,  dass  f{B^,  k*)  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  k' 
wenn  d"=am{a\k')  gesetzt  wird,  dass  etwa 


r 
sein  solle.     Zwischen  a  und  a'  gilt  nun  die  Beziehung: 

cofiam{a\  *')  =  —  **  sin^ama] 
es  ist  aber  allgemein: 

also  folgt  durch  Yertauschung  von  A;  mit  A;': 

a  =Ä+ta 
und  daraus: 

19-)  a  =  ^•'-^^*^  • 

r 

Wie  man  sieht,  subsumiren  sich  die  drei  Bedingungen  17), 
19)  unter  die  eine  13),  und  wir  ziehen  nun  noch  den  umgekehrten 
Nur  dann,  wenn  a  die  Form  13)  hat,  Ifisst  sich  i7o(9>,  n)  auf  jP| 
ciren. 

Die  DnrchfElhrung  selbst  ist  mittels  der  Legend re*schen 
abgesehen  von  ganz  einfachen  Fällen  (r  =  2),  äusserst  mühsam 
unternehmen  sie  auf  völlig  anderem  Wege. 

§  2.  Wir  benutzen  zu  dem  Zwecke  eine  von  Abel  iik  seiner 
lung:   Sur   les  transcendentes   elliptiques*  angewandte  Methode, 
und  Oq  ganze  rationale  Functionen  von  x,  welche  keinen  gemeinsame 
miteinander  haben  mögen,  und,  wie  früher: 

i?=(l-*«)(l-t»a!»), 
sodann: 


20)  L  =  log 


Pö-Qo/^ 


*  Chap.  II,  pag.  106  des  II.  Bandes  der  Nonvelle  Edition  (1881)  seiiu 


Von  L.  Saalschutz. 


äx  {Po*-Oo*B)yB 

Wir  fuhren  nan  die  Fanctionen  M  und  ^  ein,  welche  beide  rational 
ond  gui  in  «  sind :  ,     m 

dx      N/B  J  N/B  Po-QoV^ 

Doreh  Differentiation  von  22)  bringt  Abel  If  noch  auf  eine  andere 
°onn,  nftmlich:  jp  ^v 

24)  M= ^ —' 

Au4B  dieser  Gleichung  folgt:  Besitzt  N  irgend  einen  Factor  x^-c  zur  etwa 
P*^^  Potenz  erhoben,  so  steckt  er  auch  in  M  zur  p  — 1*«>>  Potenz  erhoben; 
^^SL^  ferner  Pq  mit  B  einen  Factor  gemeinsam,  so  ist  er,  wie  22)  zeigt,  auch 
i<i>    if  (und  zwar  nur  in  erster  Potenz)  enthalten ,  aber  auch  in  itf ,  wie  aus 

^1^  oder  24)  zu  ersehen.     In  dem  Quotienten  ^  hat  der  Nenner  also  nur 

^*^if[leiche  Factoren,  deren  keiner  in  R  enthalten  ist  —  Weiter  beweist 

Jf 

%el,  dasB  -^  höchstens  Tom  ersten  Grade  sein  kann.    Sei  nämlich  P  vom 
f( 

^*",  0  Tom  «i**°  Grade,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob: 

*%;  ist  m^fi  +  Sy  80  ist  IV"  vom  2m***  und  nach  21)  M  höchstens  vom 
+ii+3*^,  also  -^  höchstens  vom  n  +  S  — m***,  d.  i.  höchstens  vom  null- 


Grade;  wenn  m~4^n  +  l   ist,  so  ist  IV"  vom  2fi  +  4^  M  höchstens 

"^"«Bi  f»+*+3*^,  -TS  vom  m  — n  — !*•",  d.  i.  wieder  höchstens  vom  nullten 

^^^rade;  ist  endlich  m=3«i  +  2,  so  ist  IV"  vom  2«i+4**°  oder  einem  geringe- 
lten, etwa  dem  i»,*^  Grade;  dann  ist  nach  24)  M  höchstens  vom  fi  +  m  —  l 

— nssfi-f  1^  also  -jj,  höchstens  vom  ersten  Grade. 

Jetzt  kommen  wir  zur  Anwendung  dieser  Formeln  und  verlangen ,  dass 

^  Nenner  von  jz.  aus  dem  einen  linearen  Factor  (1+^^)  bestehen  soll; 

mn  diei  zu  erreichen,  muss  man  suchen,  P^  und  Q^  so  zu  bestimmen,  dass 
'^'ij-öo?)*',  oder  H{l+gxy  multiplicirt  mit  einem  in  R  ent- 

^-^    P  suertheilt  werden  muss.   erhftlt 
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N  l+gx  N     l+gx      *      ' 

wobei  r  als  gegeben  zu  denken,  ^»  ^,  a,  &,  (^  o^,  (|y  C|  zu  bestimmeadB 

Constanten  sind.     Denken  wir  uns  den  letzteren  Werth  von  •==  in  20)  ebi- 

Ja 

gesetzt  und  dann  integrirt,  so  erhalten  wir  die  Oleichung: 

Das  letzte  Integral  ist  algebraisch  und  liefert  einen  logarithmischen  An* 
druck,  der  sich  mit  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  zu  einem  ibilid 
gebildeten  zusammenziehen  Ifisst.  Wir  erhalten  somit  eine  Oleichung  vm 
folgender  Form: 


25) 


J  (V+gx)yR        V  VR  Px-QiVR 


Mögen  jetzt  T,  17,  F,  W  yorfibergehend  ganze  gerade  FonetioiieD    i 

Yon  X  bedeuten  und  sei: 

P^^T+x.U,     Ol  =7+«.  TT;  j 

setze  ich  dann  in  25):  —x  statt  x  und  ziehe  die  entstehende  Gkidmg 
von  25)  selbst  ab,  so  erhalte  ich: 

26)  2  r — = 

c=2ä  r—+B  ^J^+^p^+(^+^^)/gn^-^^"(^-«^)/Ä 

"^       U  y^  \T+xU^{V+xW)l/B\\T'-xU+{r--  xW)yB\ 

Die  Grösse  unter  dem  Logarithmus  hat,  wenn  X  und  T  wieder  ganze  g^ 
rade  Functionen  von  x  sind,  deren  Bedeutung  an  sich  klar  ist,  die  Foto* 

X+xTj/R  , 

x-xyYr' 

es  kann  aber  geschehen,  dass  sich  X  durch  7?  oder  durch  R  theilen  V^' 
heben  wir  dann  den  Bruch  im  ersten  Falle  durch  o;,  im  zweiten  durch  y 
so   wird  der  Coefficient  Ton  Yli  eine  gerade  und  das  rationale  Glied  ^^' 
ungerade  Function  Ton  x.    Bezeichnen  wir  also  den  Bruch  mit: 

P^Qj/R 
und  setzen: 

— ^  =  «, 

so  entsteht  aus  26)  eine  Gleichung  der  Form: 

27)  r-J^._^Ar'^+B.logf^±^, 

J  {l  +  nix?)l/R         J  jTR  ^r^Qj/R 

wobei  wir  wissen,  dass  von  den  beiden  Functionen  P  und  Q  die  eine  ^ 
rade,  die  andere  ungerade  ist,  dass  deshalb  [21)  zufolge]  itf  eine  gera^ 
Function  und  daher  der  Form  nach: 
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N^l  +  nsf 

kl  Uebrigens  bemerke  ich  sogleich,  dass  dieselbe  Form  der  Function  unter 
dsD  Logarithmus  auch  noch  in  anderer  Art  heryorgebracht  werden  kann.* 
Ich  nehme  nun  an,  dass  P  mit  R  keinen  gemeinsamen  Factor  habe, 
fonteiie  unter  r  eine  gegebene  positive  Zahl  und  setze: 

28)  N^P^'-Q^R=^H(\  +  n9?Y. 

DuB  1+^^  und  l^gx  ia  N  gleich  oft  yorkommen  müssen,  folgt  aus  der 
Abkitoiig  der  Gleichungen  26)  oder  27)  aus  25).  Ist  nämlich,  um  es 
etwas  allgemeiner  zu  sagen: 

m: 

29)'  N^P^-O^R^N^.N^. 

§  3.   Ich  nehme  jetzt  zuerst  r  als  ungerade  Zahl  (=^2p+l)  an  und 


pz=zx{a  +  a^x*+a^a^  +  *»'  +  apX^P)^ 


Die  Annahme  von  P  als  ungerader  Function  ist  willkfirlich  und  bedingt  einen 
bestimmten  Charakter  Ton  n;  die  Form  des  Ausdrucks  Ton  Q  ergiebt  sich 
äum  Yon  selbst.     Setzen  wir  nämlich  z.  A.: 

so  geht  die  Gleichung  28)  über  in: 

31)<(«  +  ai<+...  +  «p^)*-(l  +  /?i«  +  -  •  +  /3p-i^-')*Ä  =  H(l  +  «0*''+S 
wir  haben  also  bei  der  Vergleichung  der  Potenzen  Ton  t  2p  +  2  Gleich- 
^>iigeii  ftlr  die  unbekannten  Grössen  ft,  H,  a,  a^,  ...,  up^  /?|,  ...,  ßp-ij 
deren  Anzahl  ebenfalls  2p  +  2  ist 

Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen,  die  nun  den  wesentlichsten 
^eil  der  ganzen  Betrachtung  bildet,  verfahre  ich  in  folgender  Art.  Ich 
^▼idire  31)  durch  Q^.t  und  führe  die  Bezeichnungen  ein: 

32)  HQ+ntfv^^ 

^nrch  wird  die  genannte  Gleichung: 

33)  z^^\'-{l  +  X)  +  Xt+W. 

Setie   ich  jetzt   <  = 1  so    geht  W  fort    und  es   wird,    wenn  ich  der 

*                                                   1 
Kfirze  wegen  den  Index  0  an  Stelle  der  Marke  i^ einführe: 

34)  ^,^_«*  +  (l  +  ^)*  +  ^_      (11  +  ^)^  +  1) 


=  Tr. 


0  -  m. 


•  8.  tp&ter  §  «  Gl.  «2  mid  daa  ^ 
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Differentiire  ich  nun  die  Gleichung  33)  2p -mal  nach  t  und  setie  dann  jedes- 
mal t^= 9  80  verschwinden  noch  immer  die  von  Tf  abhängigen  GrOssen 

und  ich  kann  nacheinander  die  Grössen: 

rational  durch  «i  ausdrücken.  Denke  ich  mir  Torläufig  dies  geschehen. 
Differentiire  ich  dann  die  Gleichung: 

ebenfalls  2p  -  mal ,  so  haben  die  letzten  p  Gleichungen  auf  der  rechten  Seite 
Nullen,  weil  der  p  +  1**  Differentialquotient  von  T  schon  Null  ist,  und 
bilden  ein  lineares  System  Gleichungen  f(ir  Q  und  seine  ersten  p— 1  Dif- 
ferentialquotienten.    Eliminirt  man  diese  GrOssen  und  setzt  ^  = 9  so 

erhält  man  die  yerlangte  Gleichung  für  «i  mit  rationalen  Coefficienten.  Nach 
deren  Auflösung  kann  man  dann  linear  Q  und  seine  Differentialquotienten 

für  t= und  aus  ihnen  nacheinander  die  Grössen  ßp~\^  ßp-ii  •••)  /^^t  /?i 

fi 

finden  und  schliesslich  aus  den  ersten  p+l  Gleichungen  nacheinander  die 

Grössen  ap,  «p^i,  ...,  o^,  «^i*  «• 

Schreiten    wir   nunmehr   zur   Ausführung.      Die   durch   Differentiation 
nach  t  aus  33)  folgenden  Gleichungen  sind: 

2ZZ'=-i  +  k  +  W\     2ZZ"-t-2Z'»  =  ~-f-Tr"etc., 
r  r 

und    wenn  man  t  = einsetzt: 

n 

Z,Z'o  =  -^(fi»-i). 


+ 


^o^o<*'  +  (Ä).  Z'o  ZI"  - ')  +  (Ä),  Z\  Z«»-»)  + . .  . 
(Ä)*-,  Z J* - "  Z<*  + '»    (Ä  ungerade)  \ 

1  (Ä)»  ZW) Zi")  (Ä  gerade)  j       ~  ^ 


=:-^nl>+y 


Fuhren  wir  nun  die  Function  ^(n)  mittels  der  Gleichung: 

35)  Z,"-'Zi»>  =  iv»M(«) 

ein  und  multipliciren  die  voranstohenden  Gleichungen  bezflglich  mit  1,  Z^, 
...,  Z^~*y  80  erhalten  wir  mit  Bttcksicht  auf  34); 
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2*«{«)  +  *,*(n)-2.1.2n«(«+l)(n+i), 


36){  2^(n)  +  (Ä),t,(«)^_2(i»)  + 


•  •  • 


■*■  4  W  »  *»  (♦»)  *A  W  (Ä  gerade) 


2.(-l)*ÄIw«(fH-l)*-'(w+A)*-». 


2 

Di«0e  Qleichuxigen  zeigen  znnäclut,  dass  die  if/(n)  rationale  ganze  Functio 
Ben  TOD  n  sind,  sowie  dass  i^s(n)  yom  zweiten,  ^^{n)  vom  vierten,  ^2A(n) 
fom  2h*^  Ghrade  ist,  dass  also  der  Index  den  Orad  bezüglich  n  angiebt. 
hner  sind  die  ersten  drei : 

^^(ii)  =  -^(15ii«  +  36(l  +  X)w5  +  3(8  +  29X+8X«)n*  +  60A(l+X)w» 

Dia  CoefScienten  der  höchsten  Potenz  sind  also:  —1,  4*^'3'  —^.1.3.5, 
ud  der  nnllten  Potenz:  +1^  — ^«l»  +^*l-3;  jetzt  kann  man  mittels  des 
SeUnsses  von  n  auf  n  +  1  und,  wenn  man  in  die  Gleichung: 


37) 


x{x+d)...{X'\-n'-ld)  +  {n\x{x+d)...{x  +  n--2d).y  + 


i-yiSf  +  d)  ...{y  +  n'-ia)=^{x+y)(x+y+d)  ...{x+y+n-ld) 

Ab*  9  and  ftür  y  den  Werth  —  4>  ^  ^  ^en  Werth  —1  und  für  n  den 
^erth  h  einsetzt,  die  Richtigkeit  der  beiden  angedeuteten  Gesetze  für  ^u{f^) 
Iwweisen,  wenn  sie  bis^A— sC^)  gelten;  wir  können  demgemSss  schreiben: 

38)*tt(n)  =  ^^^(1.3.6...(2Ä-l)w'*  + 1.3.6...  (2A-3)X*). 

Aus  der  Gleichung  QZ=T  folgt  durch  2p -malige  Differentiation  und 
Wenn  dann  <== gesetzt  wird,  folgendes  System: 


39) 


Öo2;<«'-«>  +  (i>-l),(?'o^o"-*'  +  -  +  (P-l)r-iO."-"^o  =2*,''-". 

40)      

Uo^o'"»    +(21»).    0'Zo'"-"  +  -  +  (2p)r-i(?6«'-'%"+"=0. 
Dnrch  Elimination  Ton  Qq^  Q'q,  ...|  0(f^^^^  aus  den  Gleichungen  40)  folgt: 

z^c+*)  (p+1),  z;,w  ...  ü»+i),-,  z"o 


=  0, 


2;«"      (2i»),  Z,«»^-'»  ...   (2p),_,  Z,»+«) 
oder,  wenn  man  iliiuDtiielie  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe  mit  2Zq', 
diqaus«  ^^  ****'  ""      '-  ^-t  ^*  ^  ^^^^n  i^'^  2Z,>r+'  mol- 
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tiplicirt  und  sodann  alle  Elemente  der  ersten  Yerticalreihe  mit  Z^f^~'\  der 
zweiten  mit  Z^^"^  u.  8.  w.,  die  der  letzten  mit  1: 

^2p+2(n)  (p+\)x^%p{n)      (p+l),t|'2p-2(w)  ...  (i>+l)p-i^4(n) 
^2p+4(n)  (l>  +  2)ii^2p+2(n)  (p  +  2),i/;2p(n)     ...  (l>+2)p.|^^(fi) 


41) 


=  0. 


*4p (n)       (^p\  *4p-2(n)       {2p\  i/;4p.  4 (w)     ...  (2/>)p-i tf/jp+j (n) 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  n;   sie  ist,   wie  man  z.  B.  aus  dem 

r*  — 1 

Diagonalglied    erkennt,    vom    (2i)  +  2) . p**"    oder    — ö~**"  Grade,    wenn 

nicht  etwa  der   Coefficient  der   höchsten   oder    der   nullten  Potenz   von  n 
verschwindet.     Dass  Beides  nicht  der  Fall  ist,  iSsst  sich  folgendermassen 

darthun.     ZunSchst  darf  man,  wie  leicht  zu  ersehen,  in  der  Determinante 

(—1)* 
41)   alle  Functionen  ^  durch  die  betreffende  in  38)  in  -p^ZT  i^ul^P^cirte 

Klammer  ersetzen;  dann  wird  der  Coefficient  von  ff^"^^  die  Determinante: 

1.1.3... (2i>+l)  (i)+l)jl.3...(2i)-l)  ...  (p+l)p_,1.3 

42) 


1.1.3...(4i)-l)   (2i))i  1.3... (4i)-3)    ...  (2i))p.,1.3...(2ii+l) 
Nun  ist  aber  für  jedes  ganze  positive  m  und  X;: 

1        {m\  {m\       ...       {m)k 

1     {m  +  \\     (nt  +  l),    ...  {m+l)k 


=  1, 


1     (m  +  Ä),     (m  +  Ä),  ...    (m+lc)k 

also  muss  die  Anzahl  der  ungeraden  Glieder  selbst  eine  ungerade  Zahl*  sein. 

Multiplicirt  tnan  nun  sämmtliche  Elemente  dieser  Determinante  mit 
beliebigen  ungeraden  Zahlen,  so  muss  das  Besultat  wieder  eine  ungerade 
Zahl  sein;  dies  ist  aber  in  42)  geschehen,  also  kann  deren  Werth  niemals 
Null  sein,  und  aus  demselben  Grunde  auch  nicht  das  von  n  freie  Glied. 
Der  Grad  der  Gleichung  41)  bleibt  also  stets  der  vorhin  angegebene. 

Ist  41)  aufgelöst,  so  folgen  aus  40)  für  ein  bestimmtes  n  die  VerhSlt- 
nisse  OoiQo^'^K  Q'o'Oo^^''^\  -m  Oo'""^^- ^o^""^^  «nd  hieraus  linear  ft, 
ß%j  •••9  ßp—i-  Multiplicirt  man  dann  39)  mit  Z^,  so  folgen  direct  nach* 
einander  die  Grössen  op,  op^i,  ...,  a^,  a^^  a.  Dann  folgt  noch  direct  ans 
31)  ^e=  — 1,  aus  21)  (worin  P,  Q  statt  Pq^  Qq  zu  lesen  ist)  M  und  sonach 
die  Gleichung  27)  ans  23).  Welches  Zeichen  vorher  dem  Zq  und  somit  der 
Function  T  und  der  Function  P  ertheilt  wurde,  ist  gleichgiltig;  denn  geht 
P  in  —  P  über,  so  verwandelt  sich: 

,  p+qVb  .    ,   -p+qVr      ,  p+e/Ä 

log ^^-~=   m    hg ^-^  =  — io^ ^-h=» 

gleichzeitig  aber  auch,  wie  21)  zeigt,   ilf  in  -  M\   die  der  Gleichung  23) 
entsprechende : 

*  Diese  Zahl  scheint  Eins  su  sein. 
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43)  r^il=ion^±Ml 


I.   COS 


bleibt  ako  nngeftodert 

§  4.  In  §  1   ist  gezeigt  worden ,   dass  eine  Gleichung  yon  der  Form 
16)  ezistirt,  so  oft  [s.  13)] : 

a  = 

r 

ist  Fflr  ein  bestimmtes  nngerodes  r  zerfallen  diese  Werthe  bezüglich  der 
Wahl  von  m  nnd  m   in  vier  Classen,  nämlich  derart,  dass: 

afii(ra)  =  oo,     II  9ifiafn(ra)=:0,     III.  co5am(ra)  «=0, 

IV.  ^flm(ra)  =  0 

ist  Im  ersten  Falle  sind  solche  Werthe  von  (ra),  fUr  welche  ^n' am  a  alle 
fl^rbaupt  möglichen  voneinander  verschiedenen  Werthe  erhält,  folgende, 
wenn  r  =  2/>  + 1  gesetzt  wird : 

r     ra  =  (2Ä  +  l)t\K:'+2g2r  oder  ra  =  (2i?  +  l)tX'+2g,E', 
44)  h  =  0,  1,2,  ...,(p-l),  g--p,  -(p-l),..M-l,0,+l,...,p, 

Die  Anzahl   derselben   ist  also  p  (2|)  + 1 )  +  P  =  P  (2p  +  2)  oder  — - —  ;   die 

Werthe  für  ra  in  der  zweiten  Classe  erhält  man  durch  Vermehrung  der 
genannten  um  iK\  in  der  dritten  um  JT+tJT',  in  der  vierten  um  K, 

Ich  gehe  nun  daran,  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung  41)  die- 
jenigen Werthe  für  n  liefert,  für  welche,  wenn  n=^  —  l^ siffama 
gesetzt  wird,  stn am (r a)  ^oo  ist.  Nachher  werde  ich  zeigen,  wie  die 
^eren  Fälle  ohne  Auflösung  einer  neuen  Gleichung  sich  auf  diesen  zurück- 
^r^n  lassen. 

Zq  genanntem  Zwecke  untersuchen  wir,  welche  Form  W  in  Gleichung 

^6)  nnd  somit 

P  +  g/g 

^^  Gleichung  27)  in  den  genannten  vier  Claasen  haben  mnss,  TFj  ist  die 
^^1^^^,  die  in  den  Gleichungen  6)  oder  8)  unter  dem  Logarithmus  steht; 
^^^  tbeilen  das  Product  in  die  beiden:  Ä=  2  bis  r  — 1  und  h^=^r\  das  erste 
^i  TTj,  der  letztere  Ausdruck  Wj.  Setzen  wir  in  IT,  [Gl.  8)]  simp^x 
^od  bezeichnen  mit  a%  und  6a  von  x  unabhängige  Grössen,  so  können  wir 
scbreiben :  r  - 1  ,- 

*     l.:i  l^akk^x^^bkk^x/n' 

Qnter    der    Voraussetzung,     dass    keiner    dieser    Brüche    sich 

dareh  J^l  — «*  oder  yi  —  k^a^   heben    lasse,   nimmt  das    IVoJuct   die 
*orm  an: 
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45)  Tr,=  ^+^-^-J, 

wobei  U  and  F  gerade  Functionen  yon  x  bedeuten,  so  zwar,  dass  ü  sieb 
weder  durch  (l—a^)^  noch  durch  {l^h^x^  theilen  lässt.  Würde  der  eben 
ausgeschlossene  Fall  bei  einem  oder  mehreren  Brüchen  eintreten,  so  könnte 
hierdurch  die  Form  von  W^  wesentlich  modificirt  werden;  wir  müssen  daher 
die  Berechtigang  unserer  Voraussetzung  beweisen.  Es  ist  also  nachzusehen, 
ob   der  Zähler  (und  auch  der  Nenner)  irgend   eines  Bruches  ftlr  a;  =  +  1 

oder  für  o;  =  -h  t-  verschwinden  kann.    Wir  nehmen  dazu  die  andere  Form 

—  k 

von  W|  [aus  Gl.  6)],  bezeichnen  irgend  einen  Zähler  mit  g>{u)  und  setzen, 
dem  x^ +  1  entsprechend,  u=  +  f,  dann  ist: 

q>\K)  =  9(— A )  =  1 +  Ä*  sinam{a)  sinafn{h  —  1  a) -=-^ » 

^  <jtm\ha) 

aber: 

,= — r  .      8%nam(ha)  cosama  Jama  —  sinama  casamiha)  Jam(hä) 

1  —  Ä*  s%firafn(ha)  sm^ama 
Setzt  man  diesen  Ausdruck  ein,   so  erhält  man  nach  leichten  Reductionen: 


^^    ^      ^^        ^         Jam{ha) 

Da  h  höchstens  =r  — 1  ist,  so  ist  dieser  Ausdruck  stets  zweifellos  sowohl 

von  0  wie  von   oo  verschieden.     Ebenso  ergiebt  sich ,  wenn  wir  a;  =  +  —  i 

—  k 

also  u  =^  +  {K  +  %K')  setzen:  

dam  (na) 
also  auch  weder  0  noch  oc. 

Wir   kommen   nun    zu  W^  und   betrachten   zuerst  den   unbequemsten 

Fall:  smam(ra)  =  cx>\  wir  wenden  uns  wieder  an  die  Form  in  6): 

-ji^  __  1  —  k* sinamu sinama 8mam{r—\a) sinamira  —  u) 
1  +  Ä*  sinamu  sinama  sinam{r^  1  a)  sinamifa  +  u) 

Nach  dem  in  44)  angegebenen  Schema  hat  ra  die  Form:  ra=^2(iK 
•\-{2h'\'\)iK\  Wir  fügen  nun  noch  die  sehr  kleine  Grösse  d  hinzu  und 
führen  die  Abkürzung  Oq  ein,  so  dass  wir  haben: 

r  r  r 

Dann  ist: 

1  (-i)'-« 


sinam^ra  —  a)  =  (— 1)p 


sinamira  —  u)  =  (— l)** 


ksinamU^a)      ,    .         /        r  — 1,\ 

ksmamyiQ o\ 

l  ^  (-l)y^' 

ksinam{^ö  —  u)  ksinam[^u^6) 
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Somit  wird  der  Zfthler  yon  TT,: 

sinafnu8inamlaQ'\ —  j 


=  1- 


sinamloQ ]sinaim{u  —  6) 

fintwickebu   wir   und   behalten   nur   die   erste  Potenz   yon    d   bei,    so 
ist  di^s* 

(cosamaQJamOd     cosamu  Jamu\ 
sinamaQ  sinamu      / 

^^  ^"enner  Ton  W^  entsteht  hieraus,  wenn  —  u  an  Stelle  von  u  gesetzt 

^^^°  »      und    daher  wird ,    wenn  wir  durch   6  heben  nnd  dann  d  =  0 ,    also 

«0==  €M,  setzen: 

coaamaJama      cosamu  Jamu 

-^  sinama  sinamu 


cosama  /Jatna      cosamu  Jamu 


sinama  sinamu 

^^^%     wenn    wir  den   ersten   constanten  Summanden  als  c  bezeichnen  nnd 
^»ed^r  X  ftür  sinamu  einfuhren: 

cx  —  yR 

^^l^pliciren  wir  diesen  Ausdruck  mit  Wg,  so  erhalten  wir: 

j  ^  _x(cU+V,R)  +  {U+ca?V)j/H 

*      x{cU+  V.  B)  -  (Z7+  cx^l)yR 

Ist  zweitens  5tiiafii(ra)^0,  so  zeigt  8),  dass  W^=l  wird;  die  Form 
^oti     TTi  Mit  also  mit  der  von   W,  [GL  45)]  zusammen,  d.  h.  es  ist 

U-xV/R 

Ist  drittens  co8am{ra)  =  0,  so  ist  m» am (ra)  =  -f  I,  Jam{ra)'=  +  1, 
^^o  nimmt  W^,  wie  8)  xeigt,  wenn  / eine  Constante  bedeutet,  die  Form  an: 

^       \-l^:,*  +  fxj/H 
»      l-jfc»je*-/-x^Ä 
'^i«  Moltiplication  mit  TT,  ergiebt: 

Ist  endlich  Tiertenü  Jttm(ra)  =  0,  so  ist  ]^$m'ama=l   and  daher 
^eder  nach  8)  (g  eine  Constante): 


—   f 
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Kehren  wir  nunmehr  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  41)  zurück.  Wir 
wissen  von  ihnen,  dass  sie  der  Gleichung  27)  oder,  wenn  sie  als  -^k^sin^ama 
angesehen  werden,  der  Gleichung  15)  entsprechen.  Es  muss  somit  eine 
ganze  positive  Zahl  q  geben,  derart,  dass  für  ani(pa)  einer  der  besprochenen 
yier  Fälle  eintritt.  Halten  wir  nun  die  dem  P  und  Q  in  30)  gegebene 
Form  mit  den  vier  Ausdrücken  47)  bis  50)  zusammen,  so  sehen  wir,  dass 
sie  mit  47),  aber  mit  keinem  der  anderen  Ausdrücke  coincidirt.*  Wir 
schliessen  daraus,  dass  sinafn{Qa)  =  Qo  ist.     Suchen  wir  nun  die  Gleichung 

für  ein  solches  sin^ama  auf,  indem  wir  den  Nenner  der  elliptischen  Func- 

p*  — 1 

tionen  von  amiga)  gleich  Null  setzen,  so  ist  diese  vom       ^    **°  Grade 

(für  sin^amä)   und   hat  in  J^  rationale  Coefficienten ,    wie  dies  auch  bei 

r*  — 1 

Gleichung  41)  der  Fall  ist.     Da  aber  für  sämmtliche  — ^ —  Wurzeln  der 

Gleichung  41)  stnamga  etc.  unendlich  sein  muss,  so  muss  g  mindestens 
gleich  r,  also  41)  mit  derjenigen  Gleichung  identisch  sein,  welche  durch 
Nullsetzung  des  Nenners  der  Functionen  sinam{ra)^  C08afn(ra)y  ^am(ra) 

entsteht.     Es  ist  also  bewiesen: 

r*— 1 

1.  dass  die  Gleichung  41)  vermittelst  n  diejenigen  — ^  Werthe  von 

sin^ama  liefert,  für  welche  sinafn(ra)  unendlich  ist; 

2.  dass  durch  die  in  30)  gegebenen  Ausdrücke  für  P  und  £>,  deren 
Coefficienten  aus  n  herzuleiten  wir  gelernt  haben,  eine  Gleichung 
27)  hergestellt  werden  kann,  welche  ein  Integral  dritter  Gattung 
mit  dem  Parameter  n  auf  eines  der  ersten  Gattung  zurückführt. 

§  5.  Wir  wollen  nun  die  anderen  drei  Fälle  erledigen ,  und  es  soll 
zunächst  n  so  bestimmt  werden,  dass: 

n  =  —  &*  sin^afna,    sinam{ra)  =  0 

ist,  wobei  r  denselben  Werth  wie  im  vorigen  Paragraphen  haben  soll.  Wir 
stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Integral 

Jz=  I —^  auf  ein  anderes:  J'=  § ^^^ 

J  {l  +  na^j/B  J  {1  +  «V«)  /Ä(,) 

zurückzufahren,  auf  welches  wir  die  bisherigen  Formeln  anwenden  können. 
Da  sinafn(ra)=^0  und  r  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist: 

sinafn(ra  +  riK')  =  8inam(ra  +  iK')  =  - — r ; — r=  cx>. 

kstnafn{ra) 


*  Wollteman  etwa  den  Ausdruck  47)  durch  Multiplication  von  Zähler  und 
Nenner  mit  VR  den  Ausdrücken  49)  und  50)  scheinbar  ähnlich  machen,  so  wäre 
doch  der  charakteristische  Unterschied ,  dass  in  47)  das  rationale  Glied  sich  durch 
(1  — a:«)(l  — Ä;««')  theilen  Hesse,  aber  in  49)  nur  durch  (t-Ä:*««),  in  60)  nur  donh 
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Wir  setzen  also: 

stfirama      n 
»o   erfEUlt  n   die  vorgeschriebene  Bedingung  und  es  wird: 

^ir  mOssen  also  sehen,  ob  die  Substitution: 

,, i_ 

^io  Ponn  des  Integrals  J'  herrorbringt.     und  in  der  That  wird: 


51) 


J  (l  +  nV*)^Ä(y)    J}/R    J  {l  +  n'y*) 


Y)VW) 


=/p--- 


Wenn: 

52)  «(y)  =  (l-y*)(l -*»»») 

8'öBe'tet  wird,  ebenso  wie  wir: 
setzen  wollen.     Knn  ist  nach  27): 


'•-/^ 


äy    ^B,iog^^)  +  ^^y^^^^)- 


yR(y)  P{if)-Q(tf)j/R{i,) 

^^bren  wir  aber  wieder  x  ein,  so  ist: 

P{tf)±0iy)j/Rü) 
->n  j-«f  ^ j L 


^jTT\0  +  ri^+'''  +  Yp^'')±^(^+^i^+*''  +  ^p-^^'^'')y^\^ 


^orin  Yj  ^  etc.  Constanten  sind ,  die  in  sehr  einfacher  Art  aus  den  bekannten 
**  ^\^  ß y  ß\  ®te<  sich  ergeben.     Setzen  wir  nun: 

^o  entstellt  wieder  eine  Gleichung  der  Form: 


55)  .=^.y: 


ya     *  " p-Q/R 

Die  AnsdrOöke  P  und  Q  in  54)  bestätigen  und  prScisiren  die  vorher 
'Filter  48)  gefundene  Form  von  W^  und  wir  könnten  nun  für  eine  selbst- 
^^^dige  Behandlung  des  Integrals  J  die  obige  Form  fOr  P  und  Q  zu  Grunde 

Soll  femer  cosam(f<i)'=(i  sein,  so  ist: 
.  «noi»(ro  +  rZ  +  riJK")=Qo, 
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-.rf-X   ^-v^-.^fc^N 


(^ama  n  +  Jk* 

folglich: 

n  +  Är 
dann : 


.^      ,     fe«(l-a;«)/^,  ,     ,     1-Ä«x^\ 


folglich  ist  die  Sabstitotion  angezeigt: 

1-*»«» 


56)  y 


Mit  ihrer  Hilfe  wird: 


i^±^  r  a-y')dy    _  fc*+n'   (  /:*«_,,.   -,.1 

Setzen  wir  nun  in  P{y)  und  Q(y)  den  Werth  für  y  aus  56)  ein,  so  wird: 


worin  wieder  die  y  und  die  d  in  einfacher  rationaler  Art  mit  den  o  und  ß 
zusammenhängen.     Es  wäre  also  zu  setzen: 

Soll  endlich   z/am(ra)  =  0  sein,  so  erhält  man   in  gleicher  Beband- 
lungsweise:  , 


und  hiermit: 

j  />=(l-a;>)(l  +  yi«*+...  +  ypa?P), 

Die  Ausdrücke  57)  uud  58)  bestätigen  und  präcisiren  wiederum  die  Gleich- 
ungen 49)  und  fiO).* 

§  6.    Sei  nunmehr  r  eine  gerade  Zahl  =  2p  und  zuerst  wieder 

8%n\ 

cos  >afn(ra)  =  oo. 
J  \ 

Dann  ist  den  Schlüssen  gemäss,  die  auf  die  Gleichungen  47)  bis  50)  führ- 
ten, die  Form  dieselbe  wie  früher,  und  zwar: 

60)  ^'=ff(l  +  nÄ*)•P. 


*  In  den  obigen  drei  Fällen  fiberffihren  wir  also  das  Integral  I7(«,  a)  in  bei. 
n(u  +  tlr:'.  a  +  tlr:'),  JI(tt  +  JBr+t2r,  a  +  Ä'+tJT),  JI(tt+JBr,a+Ä'). 
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*%  --  -  ^ .  -  -"** ' 


Die  Grössen  ^  haben  auch  jetzt  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  früher, 
d.  h.  die  ersten  derselben  sind  durch  die  Gleichung  37)  gegeben  und  die 
spSteren  folgen  aus  ihnen  mittels  der  Gleichung  36).  An  Stelle  der  Gleich- 
ung 41)  tritt  aber  jetzt  folgende: 

^PW  (Pi)^2p-2(n)  (P)2*2p-4(W)    ...  (P)p-i*»(n) 


61) 


<^P+2W     (P  +  l)i*2pW  (P+l)«*2|.-2(n)    ...        (l>+l)p-lV'4(*>) 


=  0. 


/'i  =  (l-ic)(l  — Äx)(ao  +  a,a;+aj«*H hap-iaj^-^» 


♦4p-2(»)   (2i)-l)i^4p-4(w)   (2p-l)j^4p-.6(n)....  (2p-l)p-,^p(n) 

Sie  ist  vom  2i).|?**"  oder  -n-**"  Grade  und   ist,   wenn  n^=^  —  }^ 9w?ama 

gesetzt  wird,  identisch  mit  der  Gleichung,  der  swfama  genügen  muss, 
wenn  die  elliptischen  Functionen  von  am{^(i)  unendlich  werden  sollen.  Das 
Alles  folgt  mittels  Schlüsse,  die  mit  den  früheren  ganz  analog  sind. 
Die  Gleichung  61)  lässt  sich  aber  leichter  auflösen.  Denn  führt  man  statt 
^  wieder  }?  ein,  so  lässt  sie  sich  in  zwei  Factoren  zerlegen,  die  sich  nnr 
durch  das  Zeichen  von  A;  voneinander  unterscheiden  und  deren  jeder  also 
nur  vom  Grade  p'  ist.  Die  Berechnung  der  Constanten  a  und  /5  erfolgt 
dann  wieder  so  wie  früher. 

Doch  ist  hier  noch  ein  neuer  Umstand  zu  besprechen;  man  kann  näm- 
lich dem  P  und  Q  auch  folgende  Form  geben: 

63)  JV,==^j(l-a;)(l~ÄÄ)(l+na;«)P. 

Dass   bei  fest  angenommenem  p  die  Anzahl  der  Gleichungen  mit  der 
Anzahl  der  zu  bestimmenden  Constanten  gleich  ist,  folgt  sofort,  wenn  man: 

64)  P,^^Q,^R=N,, 
d.i.  durch  (1  — a?)(l  — Äa?)  gehoben: 

65)  (i-a;)(l-Ä;a?)(ao+---  +  ap_ia;^->)* 

''(l  +  x){l  +  Jcx){l  +  '"  +  hp.ixP'^)^=^H^{\  +  nx^)P 

aofstellt;  und  dass  sich  im  Quotienten  M:N  der  Factor  {\'~x){l'-kx\ 
forthebt ^  ist  in  §  2  bewiesen;  es  bleibt  also  zu  beweisen,  dass  die  jetzige 
Annahme  mit  der  früheren  in  den  Gleichungen  59)  und  60)  im  Ein- 
klang steht. 

Denken    wir  uns  mittels   6d)  n  gefunden   und   daraus  die  Gleichung 

so  können  wir  diese  in  zweifacher  Art  umformen.  Einmal  setze  ich  darin 
—  X  statt  X  und  ziehe  die  entstehende  Gleichung  von  ihr  selbst  ab;  dann 
kommt  unter  den  Logarithmus  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

B(ß  +  ß^x'  +  ß,^  +  '^'  +  ßf-lx■'l'-^)-J/li.x{''  +  «lX*  +  —  +  »^-xx■>''-^) 


66) 
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v^_*^  y^/ 


und   wenn   wir  diesen  Bruch  mit  —1  multipliciren,  durch  j/R  beben  und 
die  Constante  to^(— 1)  auf  die  Integrationsconstante  werfen,  so  erhalten  wir: 

67)  2  r -' 


a?)yR 

=  2Ä  f-^  +  B  lo  «(«+•••+ «1.-1  a^-*)  +  ((?+ft«^+-+^i'-iag-''-')l^/t 
J  yR  '      »(a+...+  ap-,«»i-')-(^+^j«*+...+  /Jp_ixV-«)/Ä 

Zweitens  mnltipliciren   wir  die  Gleichung  66)   mit  2;  dann  wird  der 
Ausdruck  unter  dem  Logarithmus: 

8)  (£dl«li^f 

_(l-g)(l-A;a!)(o„+--  +  gy-i3:i'-«)«  +  (lH-g)(t+fca!Ul+--»ft/.-ia^"')*-»-2(an-4-)(l+. 

(l-*)(l-fca;)(ao+...+  ap., «»'-')»+ (l+a;)ll +Ä«)()+—+6p-ia)p-')*-2(ao+-- •)(!+• 
und  es  ist: 


69) 


2  r—^^-^  =  2A  r^  +  B.lcl'-l+M^l 


Da  die  Gleichungen  67}  und  69)  in  ihren  anderen  Theilen  übereinstimmen, 
PO  müssen  auch  die  unter  den  Logarithmen  stehenden  Brüche  gleich  sein, 
und  da  die  Coefficienten  von  ^It  dem  Grade  nach  (er  ist  der  2p  — 2^) 
übereinstimmen,  bo  müssen  sie  überhaupt  bis  auf  einen  constanten  Factor 
übereinstimmen,  und  um  denselben  Factor  können  sich  auch  nur  die  an- 
deren rationalen  Summanden  yoneinander  unterscheiden.  Dadurch  erhalten 
wir  eine  Reihe  von  Gleichungen,  von  denen  ein  Theil  aussagt,  dass  die 
Coefficienten  der  geraden  Potenzen  in  dem  rationalen  Summanden  in  68) 
und  der  ungeraden  Potenzen  im  Coefficienten  von  yik  einzeln  =  0  sein 
müssen.  Diese  Gleichungen  sind,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  wird, 
äquivalent  mit  folgendem  System: 

|a,«+l  =  0,   a,«  +  V  =  0,   V  +  V  =  0,  ...,«^., +  *>;_,  =  0; 

Setzen  wir  nun  das  in  67)  oder  68)  von  )/Ä  freie  Glied  gleich  P,  den 
Coefficienten  von  ^/Ä  gleich  Q,  so  zeigt  67),  dass  wir  die  durch  59)  ge- 
gebene Form  von  F  und  Q  für  r  =  2p  wieder  erlangt  haben;  68)  zeigt  aber, 
dass  wir  auch  dieselbe  Gleichung  für  n  wieder  erhalten.  Denn  die  Bedeu- 
tung von  F  und  Q  ist  nach  68)  und  62): 

^  (l-a:)(l-)ka:)      ^      (l-x)(l-Ä«) 

Nun  muss  nach  28): 

P»  -  ^»  Ä  =  JV=  H(l  +  na?f^ 

gesetzt  und  hieraus  durch  Elimination  aller  anderen  Constanten  die  Gleich- 
ung für  n  hergestellt  werden,  welche  dann  zur  Gleichung  61)  wird;  d.  h. 
nach  71)  ist: 
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oder,  wenn  YH  mit.  J7|  bezeichnet  wird: 

=  2^1  [nach  63)]; 

dies  üt  aber  die  Oleichnng  64).  Diese  führt  in  den  von  mir  berechneten 
Beiepiden  in  der  That  auf  eine  richtige  Gleichung  für  n  nnd  zwar  vom 
Grade  j^,  wie  zu  erwarten  ist;  die  anderen  p'  Wurzeln  für  n  erhftlt  man 
dann,  wenn  man  in  62)  etc.  statt  des  Factors  l-^hx  den  Factor  \  +  TiX 
oifflmt.  Doch  gelang  es  mir  noch  nicht,  eine  so  allgemein  giltige  Methode 
xa  ihrer  Auflösung  wie  diejenige,  welche  zu  den  Gleichungen  41)  oder  61) 
ftbrt,  aufzufinden. 

Sind  die  Grössen  a:^,  cr^:/?,  ...,  a^-.i:/3,  ßi'^ß^  ßi'ßf  •••>  /?p-i:j3 
durch  die  andere  Methode  gefunden ,  so  kann  man  mittels  der  Gleichung  70) 
^  der  aus  der  Vergleichung  der  anderen  Potenzen  in  67)  und  68)  ent- 
stehenden zunächst  aQ  =  i  und  sodann  nacheinander  imd  linear  aj,  h^; 
S»  ^  etc.  finden  (wobei  nur  ein  Theil  der  bezeichneten  Gleichungen  be- 
OQtit  wird).  Die  Gleichungen  62)  kann  man  nun  noch  etwas  bestimmter 
folgendennassen  schreiben: 

P  =  {l^x)(l-hx).i{l  +  CiX  +  (^ic^  +  '"  +  Cp^iXP-^), 

Was  noch  die  anderen  Fälle  betrifft,  so  bedarf  derjenige,  in  dem 
^om{2pa)  =  0  sein  soll,  keiner  besonderen  Behandlung;  denn  dies  findet 
^^^^  wenn  entweder  sinam{pa)y  oder  cosain{pa)^  oder  Jam{pä)  ver- 
^^rindet,  oder  auch  wenn  diese  drei  Functionen  unendlich  gross  sind. 

Der  Fall  co8am{2pa)^0  Iftsst  sich  durch  die  Substitutionen: 

n  =  ~(l  +  n)  =  -Ä'«wi«am(t-K:-Ä:'-ta,Ä'),     l-a;«  =  ^-L^ 
erle^igeQ.  dies  führt  auf  die  Form: 

/>  =  (l-Ä^«8)(14.yja;«  +  ...  +  yp_ia:'i'-^), 
Q=z  x{6  +  ö^a^  +  '"  +  öp^xx^P'^), 

Soll  endlich  Jain{2pä)  =  0  sein,  so  muss  man  direct  mit  den  Formen: 

P=(\-x^)(l  +  YiS^+.'.  +  rp.tX^P'^), 
Q=  x{ö  +  d^x^  +  >.^+6p^xx^P-^), 

^°     ^ie  Rechnung  eingehen. 

Auch  könnte  man,  wenn  r  eine  gerade  Zahl  ist,  das  Additionstheorem 
"ö^  Parameter  in  der  Form: 

^^ntzen.  ^^^'  *^^ ""  ^  ^^^'  ^^  ~  ^^' 

Ob  bei  zusammengesetzten  ungeraden  Zahlen  auch  noch  eine  Form  von 
land  Q  analog  62)  existirt,  muss  spSteren  Untersuchungen  überlassen  bleiben. 
Königsberg,  den  ti.  October  1888. 


XIII. 
LVn  Sätze  über  das  orthogonale  Viereck. 

Von 

Dr.  C.  Beyel 

in  Zarich. 


Hierzu  Taf.  VI. 


A.  Metrische  Beiiehnngen. 

1. 

Wir  gehen  yon  einem  Dreieck  ABC  resp.  abc  aus  (Fig.  1).  /  seL 
der  Schnittpunkt  der  Höhen  des  Dreiecks.  Ihre  Fnsspunkte  in  ah e  seien, 
resp.  A^,  ^, ,  Cj .     Dann  beweisen  wir  folgenden  bekannten 

Satz  L   Bilden   wir  bei  den  drei   Höhen  eines  Dreiecks  je  das 
Product   aus    den   Abschnitten,    in   welche   der    Höhen- 
schnittpunkt  die  Höhen    theilt,   so    ist   dieses  Product 
constant. 
Zum  Beweise  construiren   wir  zwei  Kreise  £«',  Kt^,  welche  die  resp. 
Seiten  a,  &   zu  Durchmessern  haben.     Von  diesen  Kreisen  geht  JI«'  durch 
jBjBj,  CC^;  Kl?  durch  AA^^  CC^.    Beide  Kreise  schneiden  sich  also  in  CC, . 
Suchen  wir  in  Bezug  auf  dieselben  die  Potenz  des  Punktes  7,  so  ist  JA .  JA^ 
=  JC.JC^^JB,JBi,     ^^^  wollen  die  im  Satze  yorkommende  constante 
Grösse  die  Potenz  von  J  in  Bezug  auf  ABC  nennen.     Dieselbe  ist  negativ, 
gleich  Null  oder  positiv,  je  nachdem  das  Dreieck  ABC  spitzwinklig,  recht- 
winklig oder  stumpfwinklig  ist. 

2. 

Die  Ecken  eines  Dreiecks  bilden  mit  seinem  Höhenschnittpnnkt  ein 
specielles  Viereck.  Von  seinen  Ecken  liegt  stets  eine  —  J  —  im  Innern 
des  Dreiecks  der  anderen.  Sie  werde  innere  Ecke  des  Vierecks  ge- 
nannt. Im  Gegensatz  zu  ihr  sollen  die  drei  anderen  Ecken  —  ABC  — 
äussere  Ecken  des  Vierecks  heissen.  Die  Geraden  ^£,  BC^  CA  und 
Cy,  AJ^  BJ  sind  gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks.  Wir  unterschei- 
den sie  als  äussere  und  innere  Seiten  und  bezeichnen  sie  mit  c^  a^  h  und 
^1«  ^if  ^1-  Die  Schnittpunkte  der  gegenttberliegenden  Seiten  ce^^  ack^^  6 6, 
sind  die  Diagonalpunkte  (7|,  A^^  B^  des  Vierecks.  In  ihnen  treffen  sich 
die  gegenüberliegenden  Seiten  unter  rechtem  V^inkeL  Wir  nennen  datier 
das  Viereck  ABCJ  ein  orthogonales. 
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Nach  den  gegebenen  Erklärungen  bilden  je  drei  Ecken  des  orthogonalen 
Vierecks  ABCJ  ein  Dreieck,  für  welches  die  vierte  Ecke  der  Höhenschnitt- 
punkt ist.  Dieser  hat  eine  Potenz  in  Bezug  auf  jenes  Dreieck.  Wir  unter- 
suchen die  Abhängigkeit  dieser  Potenzen  von  dem  Viereck  ABCJ. 

Zunächst  stellen  wir  die  Werthe  für  die  Potenzen  der  vier  Dreiecke 
ABC,  ABJ,  BCJ  und  ACJ  auf. 

Im  Dreieck  ABC  ist  J  der  Höhenschnittpunkt.  Seine  Potenz  ist  negativ 
Qod  sei  mit  —p^  bezeichnet.  Dann  ergiebt  sich  nach  Satz  I  für  diese 
Potenz : 

1)  JA.JAi  =  JB.JBi=»JC.JC^^-PiK 

Das  Dreieck  ABJ  hat  C  zum  Höhenschnittpunkt.  Seine  Potenz  seij?«'. 
Sie    wird  ausgedrückt  durch: 

2)  CA . CB^  =  C(7, . CJ=  CB.CAi  ^pc\ 

Das  Dreieck  BCJ  hat  A  zum  Höhenschnittpunkt.  Seine  Potenz  pa^ 
hat   den  Werth: 

3)  AB.ACi=:JA,.AJ=^AC.AB,^Pa*. 

Das  Dreieck  ACJ  hat  B  zum  Höhenschnittpunkt.    Seine  Potenz  pt^  ist: 

4)  BA.BC^=^BB^,BJ=BC.BA^=ptK 

Addiren  wir  1)  zu  3),  so  folgt: 

JA.JA^-k^JA^.AJ^^-Pi^+Pa^^^JA^JA^  +  A^A) 
oder: 

5)  pa^'-pf^AJK 

In  analoger  Weise  erhalten  wir  durch  Addition  von  1)  und  4)  und  1)  und  2): 

Pt*-Pi^  =  BJ\    Pc^-p?=CJ\ 

Addiren  wir  3)  und  4),  so  folgt: 

AB.AC^  +  BA.BC^^Pa^+pi?^AB{AC^  +  C^B) 
od«r: 

6)  p.^+pt^^AB'. 

In  analoger  Weise  folgt  aus  3)  und  2)  und  aus  2)  und  4): 

Pa^+Pc^^ÄC^  und  pi?+Pc^^BCK 
^  schlieesen  daher: 

^^ IL   Das  Quadrat  aus  der  Entfernung  zweier  Ecken  eines 
orthogonalen    Vierecks    ist   gleich    der   algebraischen 
Summe  der  Potenzen  dieser  Ecken. 
Snbtrahiren  wir  die  Gleichungen  5)  und  6)  in  der  Weise  voneinander, 
^'^Be  je  eine  Potenz  wegfällt,  so  folgt: 

7)  Pa^-pk^^AJ^-BJ^^^AC^-BC^ 
and 

8)  Pa^+p^^AB^--JB^^AC^--JC\ 
Allgemein  lässt  sich  dies  so  ausdrücken: 

^^^^  III.  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  die  Differenz  der 
Potenzen   von   zwei   Ecken   gleich   der   Differenz   der 
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■  ^'   .''S.^-,-^     .*^ 


Quadrate  yoo  denjenigen  Seiten,  welche  durch  diese 
zwei  Ecken  und  eine  dritte  Ecke  gehen. 
Dividiren  wir  3)  durch  1),  so  folgt: 

AA^.AJ^  Pa* 

oder 

Dividiren  wir  mit  4)  in  3),  so  erbalten  wir: 

AB.AC,  ^pj 

BA.BC^     '  pb^ 

oder 

Wir  sprechen  dies  dahin  aus: 
Satz  IV.  Die  Potenzen   von  zwei  Ecken  des  orthogonalen  Vier- 
ecks verhalten  sich  ihrem  absoluten  Werthe  nach  wie 
die    Abstände    dieser   Ecken    von    dem    in    ihrer   Seite 
liegenden  Diagonalpunkte. 

Vergleichen  wir  die  Inhalte  der  Dreiecke  BAC  nnd  BJC^  so  folgt: 

ABAC _  hc  _AA^ 
ABJC  ""  ^Ci""  J/Ij  ' 
Dies  in  9)  eingesetzt,  ergiebt: 

11)  ^=^- 

Analog  finden  wir: 

^*'-   ^"     und    ^^*-  ^^ 


Pt^       «iCi  Pi*       a^b^ 

Dividiren  wir  diese  Gleichungen  paarweise  durcheinander,  so  folgt: 

Pa'      ö^       Pc       ac^ 
Wir  fassen  11)  und  12)  zusammen  in  den: 
Satz  V,  Das  Rechteck  aus  zwei  Seiten  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks verhält  sich  zu  dem  Bechteck  aus  den  gegenOber- 
liegenden  Seiten,   wie  der  absolute  Werth  der  Potenz 
des  Punktes,  in  dem  sich  die  zwei  ersten  Seiten  schnei- 
den,   zum    absoluten  Werthe   der  Potenz    des    Schnitt 
Punktes  der  zwei  anderen  Seiten. 
Multipliciren  wir  11)  mit  12),  so  ergiebt  sich: 

13)  ?f!^«  =  l. 

PbPi        &i 

Dividiren  wir  11)  durch  12),  so  ist: 

14)  ?±1^^Bl. 

PkPü        a 
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.^  ^^  r^  <-\,y*  . 


In   Worten  aasgedrückt,  beisst  dies: 
SfMJts  VI,   Bei  einem  orthogonalen  Viereck  verhält  sich  das  Pro- 

duet  ans  dem  absoluten  Werthe  der  Wurzeln  von  zwei 
Potenzen  zu  dem  der  zwei  anderen,  wie  die  Seite,  auf 
der  die  Ecken  der  zwei  ersten  Potenzen*  liegen,   zur 
gegenüberliegenden  Seite. 
Addiren  wir  die  Gleichungen  5)  und  6),  so  folgt: 

oder: 

Satz  VII,  Die  Summe  der  Quadrate  von  zwei  gegenüberliegen- 
den Seiten  eines  orthogonalen  Vierecks  ist  gleich  der 
Summe  der  Potenzen  der  vier  Ecken. 

3. 

Die  Entwickelungen  von  2  führen  uns  zu  einer  räumlichen  Darstellung 
der  Potenzen  eines  orthogonalen  Vierecks.** 

Wir  gehen  yon  drei  Kugeln  aus,  welche  resp.  JSB^  BCj  CA  zu  Durch- 
messern haben.  Jede  dieser  Kugeln  schneidet  die  andere  in  einem  Kreise. 
Die  Ebenen  dieser  Ejreise  stehen  zu  der  Ebene  des  Vierecks  senkrecht  und 
gehen  durch  seine  inneren  Seiten.  Folgliph  haben  diese  Ebenen  die  Gerade 
gemeinsam,  welche  im  Punkte  J  zur  Ebene  des  Vierecks  senkrecht  steht. 
Deher  schneiden  sich  die  drei  Kugeln  in  zwei  Punkten  00*  der  erwähnten 
Senkrechten.  Durch  00*  gehen  die  Kreise,  in  welchen  sich  je  zwei  der 
drei  Kugeln  schneiden.  Jj^i^  BB^^  CC^  sind  Durchmesser  dieser  Kreise. 
Also  werden  AA^^  ^^n  OC^  von  0  und  0*  aus  unter  rechtem  Winkel 
gesehen.  Mithin  ist  der  Abstand  der  Punkte  00*  von  /  gleich  dem  abso- 
laten  Werthe  der  Wurzel  aus  der  Potenz  yon  /,  d.  h.  gleich  pi. 

Verbinden  wir  jetzt  0  oder  O*  mit  den  äusseren  Punkten  des  Vierecks, 
so  bilden  diese  Verbindungslinien  bei  0  oder  0*  eine  rechtwinklige  körper- 
liehe Ecke.  Für  die  Längen  ihrer  Kanten  zwischen  0  und  ABC  gelten 
daher  die  Beziehungen,  welche  wir  in  Satz  II  ausgesprochen  haben.  Mit- 
hin stellen  diese  Kantenlängen  PaPbPe  vor.     Wir  sagen  daher: 

Construiren  wir  eine  rechtwinklige  Ecke,  deren 
Kanten  durch  die  äusseren  'Ecken  JIBC  eines  ortho- 
gonalen Vierecks  AB CJ  gehen j  so  stellen  die  Längen 
der  Kanten  zwischen  dem  Scheitel  0  der  Ecke  und 
ABC  die  Wurzeln  aus  den  Potenzen  yon  ABC  vor. 
Der  Abstand  des  Punktes  0  yon  der  Ebene  des  Vier- 
ecks giebt  den  absoluten  Werth  der  Wurzel  aus  der 
Potenz  der  inneren  Ecke  an. 


*  Wir  bezeichnen  hier  —  wie  im  Folgenden  -  stets  der  Kürze  halber  die  Ecke, 
in  Besag  aufweiche  die  Potenz  einen  bestimmten  Werth  hat,  als  die  Ecke  dieser  Potenz. 
**  Vergl.  meine  Axonometrie  und  Perspective  (Motzler  18B7),  8.  3. 
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4. 

Mit  Hilfe  der  rSamlichen  Darstellung  von  3  drücken  wir  die  "Winkel 
von  ABCJ  aas  (Fig.  1).  Wir  beginnen  mit  dem  Winkel  o,  den  xwei 
äussere  Seiten  BA  and  CA  miteinander  einschliessen.  Za  seiner  Bestim- 
muDg  benatzen  wir  die  körperliche  Ecke  mit  dem  Scheitel  A  und  den 
Kanten  AB^  AC  und  AO,  Der  Winkel  an  der  Kante  i^O  ist  ein  rechter. 
Daraas  folgt  nach  dem  Cosinussatze: 

1)  cosa^cosBAO,cosCAO^-^=i*'—p,^  ^* 

AB   AC       CO 

Ist  er,  der  Winkel,  den  zwei  innere  Seiten  JB  nnd  JC  miteinander  bilden, 
so   ist  C05a  =  — 005«!,  da  cr  +  ^i^l^^-     Berücksichtigen  wir,   dass  nach 

Satz  V   ^=-^1   so  folgt: 

2)  cosa^  =  —  '^ 


Wenden  wir  ans  za  dem  Winkel  d,  den  eine  ftnssere  Seite  AB  mit 
einer  inneren  einschliesst,  so  ist: 

3)  C05d  =  ^=^. 

BA       a^c 
Aas  diesen  Beziehungen  schliessen  wir: 

Satz  IX.  Der  Cosinus  eines  Winkels  im  orthogonalen  Viereck 
ist  gleich  der  Potenz  des  Scheitels,  dividirt  dnrch  das 
Product    der    zwei    Seiten,    welche   die   Schenkel   des 
Winkels  bilden. 
Wir  gehen  zu  den  Sinus  der  Winkel  über. 
Rechnen  wir  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  aus,  so  ist: 

j      hcsina       a.AA^ 

Berücksichtigen  wir,  dass  AA^=z^^'t  so  folgt: 

a    pa* 
stna  =  —  -^  • 
Ol    bc 

Setzen  wir  für  a  den  Werth,  der  sich  aus  14)  von  3  ergiebt,  so  folgt: 

4)  sin  a=^^' •"!'"'. 

Pi.O.C 

Nun  ist  sina  =  sinai.    Ersetzen  wir  nach  11)  von  3  Z»c  durch  h^c^^  so  ist: 

5)  «„„,  =  ^M. 

Pa^O^,c^ 

Für  den  Winkel  ö  finden  wir  stft6= -'    Für  BA.  können  wir  —  setzen. 

c  a 

a  rechnen  wir  aus  14)  von  3  aus.     Dann  folgt: 


6)  m5  = 


Pa'Pb-Pi 

p,.a^,c 
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Ana  4),  5)  und  6)  ergiebt  sich: 
Sdß  X.  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  erhalten  wir  den 
Sinns  eines  Winkels,  wenn  wir  die  absoluten  Wnrzel- 
werthe  derjenigen  drei  Potenzen  miteinander  mnlti- 
pliciren,  deren  Ecken  auf  den  Schenkeln  des  Winkels 
liegen,  und  dieses  Product  durch  ein  zweites  dividi- 
ren,  welches  aus  denSchenkeln  desWinkels  und  dem  ab- 
soluten Wurzel  werthe  der  vierten  Potenz  gebildet  ist. 

Dividiren  wir  4)  durch  1),  so  folgt: 

7)  ^«  =  |4^- 
Durch  Division  von  sinß  durch  casß  und  von  sind  durch  cosö  ergiebt  sich: 

8)  tgß^^^^^^ 
und  ''*-^' 

9)  ^^5  =  -?*:^. 

Pa-Pe 

Aos  diesen  Gleichungen  lesen  wir: 
Sai£  XI.   Das  Product   aus   den  absoluten  Wurzelwerthen  von 

zwei  Potenzen,  dividirt  durch  dasjenige  der  zwei  an- 
deren Potenzen,  ist  dem  absoluten  Werthe  nach  der 
Tangente  des  Winkels  gleich,  dessen  Schenkel  durch 
die  Ecken  der  zwei  ersten  Potenzen  gehen. 

Dividiren  vrir  7)  durch  8),  so  folgt: 

10)  1?""^'  ^^^'^  Pa^'tga  =  pi?Agß. 

Bs  gilt  daher  allgemein: 
Sats   XII,  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  das  Product  aus 

der   Tangente   eines    Winkels   in    die    Potenz    seines 
Scheitels  oonstant. 

5. 

Wir  benutzen  die  Entwickelungen  von  4,  um  einige  weitere  Sätze  für 
daB  orthogonale  Viereck  aufzustellen.  Zunächst  berechnen  wir  den  Inhalt 
der  Tier  Dreiecke,  aus  denen  das  orthogonale  Viereck  besteht.  Sei  Jabc  der 
Inhalt  des  Dreiecks  ABC^  so  ist: 

t\                                               T         ^Al?_^V.               Pa-Pb'Pc 
1)  «/a»o  =  ^-5tna   = g- 

Bezeichnen  wir  mit  Jaie  den  Inhalt  von  AJC,  so  ist: 
9^  T,  —  ^-^1^^  -  PhPc'Pi  _ 

In  analoger  Weise  erhalten  wir  die  Inhalte  von  AJB  und  BJC.  Wir 
schliesaen  daher: 

8aiM  XIIL   Der  Inhalt  eines  Dreiecks   ist  gleich  dem  Product 

aus    den    absoluten    Wurzelwerthen    der    Potenzc^ 
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seiner  Ecken,   dividirt  durch  den  halben  absoluten 
Wurzelwerth  der  Potenz  des  Höhenschnittpunktes. 
Aus  diesen  Inhalten  lässt  sich  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  Poten- 
zen des   orthogonalen  Vierecks  ableiten.     Wir  *können  nämlich  7«««  durch 
Summation  der  Inhalte  von  BJC^  BJA  und  CJA  finden.     Setzen  wir  den 
so  bestimmten  Inhalt  dem  in  1)  berechneten  gleich,  so  folgt: 

d.  b.: 

Satz  XIV,   Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  die  Summe  aus 

den   reciproken  Werthen  der  Potenzen  von  den  drei 

äusseren  Ecken    gleich    dem    reciproken    absoluten 

Werthe  der  Potenz  der  inneren  Ecke.* 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Dreieck  Ä^B^C^  der  Diagonalpnnkte. 

Die  Entfernung  von  zwei  Diagonalpunkten  /fj,  J9^  erhalten  wir,  indem 

wir  für  das  Kreisviereck  A^JB^C  den  Ptolemäischen  Satz  anwenden.    Nach 

demselben  ist: 

A^B^.  JC^  CB^.JA^  +  B^J.  J^C. 
Daraus  folgt: 

4)  A,B,=^-^  =  ccosY. 

'    *        ao 

Wir  finden  somit  die  Entfernung  von  zwei  Diagonalpnnkten  des  ortho 

gonalen  Vierecks  nach  folgendem: 

Satz  XV.  Multipliciren  wir  eine  äussere  Seite  des  orthogona- 
len Vierecks  mit  dem  Cosinus  des  gegenüberliegen- 
den Winkels,  so  giebt  das  Product  die  Entfernung 
derjenigen  Diagonalpunkte  des  Vierecks  an,  welche 
auf  den  zwei  anderen  äusseren  Seiten  liegen. 

B.  Die  Potenzkreise  des  orthogonalen  Vierecks. 

6. 

Wir  beschreiben  nun  aus  den  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  JBCJ 
mit  den  resp.  Radien  pa^  Pbi  Pc^  Pi  Kreiso.  Wir  nennen  dieselben  Potenz- 
kreise*^  der  Ecken  ABCJ  und  untersuchen  die  gegenseitige  Lage  der 
Kreise  (Fig.  2  u.  3). 


-» — 


*  Hoffmann,  Zeitschrift  f.  mathem.  u.  naturwissenschafbl.  Unterricht.  Jahr- 
gang XIX  S.  98,  Aufg.  753. 

*♦  Vergl.  Townsend,  Chapters  of  tho  modern  geometry  of  the  point,  line 
and  circle.  1863.  Vol.  I  pag.  221.  Townsend  nennt  einen  solchen  Kreis  „the 
polar  circle  of  ilie  triangle".  Derselbe  Ausdruck  findet  sich  in  einer  Abhandlung 
von  Walker,  Demonstration  of  some  known  geomctrical  theorems.  Quarterly 
Journal  of  pure  and  applied  matbematics,  Vol.  8,  Jahrg.  1867.  (Diese  Notis  fer- 
danke  ich  bestens  Herrn  Prof.  Lieber.)  Der  Ausdruck  Potenzkreis  scheint  mir 
durch  den  Gedankengang  gegeben  zu  sein,  den  meine  Abhandlung  verfolgt. 
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Den  Potenzkreis  P^  des  Punktes  /  erhalten  wir,  indem  wir  ü]i>er  AA^ 
eiaea Kreis  K^^  zeichnen;  in  /  errichten  wir  eine  Senkrechte  zm  AA^^  welche 
i;*  in  0  treffe  (Fig.  2).  Dann  ist  JO  der  Radius  des  Kreises  Pf.  A  0 
kt  sieh  Satz  n  der  Badins  von  P«^  Benutzen  wir  zur  Construction  von 
Pf  die  Kreise  Aber  BB^^  CC^^  so  gelangen  wir  zugleich  zu  den  Potenz- 
faeisen  P«',  P«'.     Wir  schliessen  daher: 

Soti  XVI.  Die  Potenzkreise  einer  inneren  und  ftusseren  Ecke 
des  orthogonalen  Vierecks  schneiden  sich  auf  einer 
Oeraden,   welche   in   der  inneren  Ecke  zur  Verbin- 
dungslinie beider  Ecken  senkrecht  steht. 
Wir  wenden  uns  zu  zwei  ftusseren  Ecken  AB  des  Vierecks.    Zwischen 
üuen  liegt  der  Diagonalpunkt  C^.    um  die  Potenzkreise  von  A  und  B  zu 
bestimmen,    bemerken    wir,    dass    nach    Definition:    AC^.AB^ss^p^    und 
BOi.BA=spif.     Wir  construiren  diese  Relation ,  indem  wir  ttber  >^J^  einen 
Kreis  beschreiben  und  denselben  mit  der  Oeraden  C^  C  schneiden.    Verbinden 
wir  einen  dieser  Schnittpunkte  mit  A  und  B,  so  stellen  die  Lftngen  der 
Verbindungslinien  resp.  p«  ^l^d  py^  d«  h.  die  Radien  der  Potenzkreise  P«', 
^i'  Tor.     Führen   wir  eine  analoge  Schlusswebe  für  die  Potenzkreise  der 
bken  BC  und  CA  durch,  so  gelangen  wir  zu  folgendem: 
^  XVII.  Die  Kreise  fiber  zwei  Äusseren  Seiten  des  orthogo- 
nalen Vierecks  ABCJ  schneiden  aus  ihren  gegen- 
fiberliegenden  inneren  Seiten  je  zwei  Punkte  vom 
Potenzkreise  der  Ecke,  welche  den  zwei  Äusseren 
Seiten  gemeinsam  ist  (Fig.  3). 
Nach  diesem  Satze  schneiden  die  drei  Kreise  ttber  den  Äusseren  Seiten 
^    Vierecks    aus    den    gegenüberliegenden    inneren    Seiten   sechs  Punkte, 
^dche  dreimal  zu  Tieren  auf  den  Potenzkreisen  der  Süsseren  Ecken  liegen. 
Vir  nennen  diese  sechs  Punkte  die   Potenzkreisschnittpunkte.     Je 
x^ei  von  ihnen  auf  einer  inneren  Seite  sind  zur  gegenüberliegenden  Süsse - 
'^  Seite  orthogonal  symmetrisch.     Von  einem  solchen  Paare  liegt  der  eine 
Punkt  im  Innern,   der   andere   ausserhalb   des  Dreiecks  ABC.     Darnach 
^tencheiden  wir  diese  Punkte  als  innere  und  Süssere  Potenzkreis- 
Schnittpunkte.     Die  auf  a^  liegenden  bezeichnen  ?rir  mit  L/,  X«.     Die 
PotenzkreiBschnittpunkte  in  5^  seien  Mi  und  H«.     Die  Potenzkreisschnitt- 
Punkte  in  ^  endlich  seien  mit  Ni  und  N^  bezeichnet    Lt^  Mi^  N^  sind  die 
drei  inneren,  X«,  IC«»  Na  die  drei  Susseren  Potenzkreisschnittpunkte. 

7. 
Wir   leiten  einige  Beziehungen    für   die  Potenzkreisschnitt- 
pinkta  ab,  indem  wir  in  anderer  Weise  ab  in  3  die  Potenzen  auf  den 


nridten  in  des  Bdna  dee  ortbogonaleo  Vierecks  zo  m 
Auf  des  8f-  '      ^^O  tr^^en  «^r  naeh  be 
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der  Ebene  die  resp.  Längen  jpai  jPAi  Pe  ab.  P«,  P»,  P«  seien  die  End- 
punkte, welche  auf  einer  Seite  der  Ebene  liegen.  P«'*',  P^^  Pe*  seien  die 
Endpunkte  anf  der  andern  Seite.  Auf  der  Senkrechten  in  J  tragen  wir 
nach  einer  Seite  die  Länge  pi  ab.     0  sei  der  Endpunkt. 

Jetzt  projiciren  wir  aus  0  die  Punkte  P«!  P*,  Po  nnd  P«*,  P/,  P«* 
auf  die  Ebene  des  Vierecks.  Dann  können  wir  beweisen,  dass  diese  Pro- 
jectionen  die  Potenzkreisschnittpunkte  sind.  Wir  fahren  diesen  Beweis  fUr 
die  Potenzkreisschnittpunkte  y  welche  in  der  Ebene  ÄOÄ^  liegen  und  um 
Äi  0  von  A^  entfernt  sind  (Fig.  4).  In  der  erwähnten  Ebene  liegt  die  Gre- 
rade  OPa*y  welche  A^  A  im  Punkte  Li  schneide.  Nun  ist  AO^=^pa^=^  AP^» 
Daraus  folgt :  LaP^O^LaOP^.  Ferner  ist  LAP*0^L  P^OJ.  Folg- 
lieh  halbirt  OP^^  den  Winkel  ^0/.  Bemerken  wir,  dass  ^0^j=90^,  so 
muss  AOLi=^90^'-AOPa*==90^''Pa*OJ=OLiA  sein.  Mithin  ist 
J^0=  J^Li.  Also  ist  in  der  That  der  Schnittpunkt  von  OPa*  mit  Aji^ 
ein  Potenzkreisschnittpunkt. 

Verbinden  wir  0  mit  P^,  so  ist  diese  Gerade  die  zweite  Halbirungs- 
linie  des  Winkels  j40J  und  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  in  1^«,  d.  h. 
im  zweiten  der  Potenzkreisschnittpunkte  auf  a^.  Aus  dieser  Darstellung 
ziehen  wir  einige  Schlüsse  über  die  gegenseitige  Lage  von  Lt^  La»  A  liegt 
in  der  Mitte  von  P«  und  P^i^,  Also  bildet  A  mit  PaPa^  eine  harmonische 
Oruppe,  deren  vierter  Punkt  unendlich  fern  liegt.  Projiciren  wir  diese 
Oruppe  aus  0  auf  die  Ebene  des  Vierecks ,  so  erhalten  wir  die  harmonische 
Gruppe  AJLaLi.  Anders  ausgedrückt  heisst  dies:  Die  Geraden  OX«,  OLi 
sind  Doppelstrahlen  einer  Involution,  für  welche  OA  und  OJ  ein  Paar  ist. 
Dieses  bildet  mit  den  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel.  Also  ist  jedes  Ge- 
radenpaar»  welches  mit  den  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel  bildet,  ein  Paar 
der  Involution.  Wir  heben  dasjenige  hervor,  dessen  Strahlen  in  0  resp. 
zu  OA  und  OJ  senkrecht  stehen.  Der  erste  Strahl  dieses  Paares  schneidet 
die  Ebene  des  Vierecks  in  Ay^,  Der  zweite  ist  zu  der  Ebene  des  Vierecks 
parallel.  Mithin  ist  A^  Mittelpunkt  der  Involution,  welche  L^Li  zu  Dop- 
pelpunkten und  AJ  zxi  einem  Paare  hat.     Wir  sagen  daher: 

Satz  XVIII,  Die  zwei  Potenzkreisschnittpunkte  auf  einer  in- 
neren Seite  eines  orthogonalen  Vierecks  sind  Dop- 
pelpunkte einer  Involution,  für  welche  die  Ecken 
ein  Paar  und  der  Diagonalpunkt  der  Seite  Mittel- 
punkt ist. 

8. 

Die  räumliche  Darstellung  von  7  führt  uns  zu  weiteren  Eigenschaften 
der  Potenzkreisschnittpunkte.  Die  Geraden  LfMi  und  LaMa  sind  die 
Schnittlinien  der  Ebenen  Pa*f*b*0  und  Pa  PbO  mit  der  Ebene  des  Vierecks. 
Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Sa  von  c  FolgUtf^ 
schneiden  sich  LiMi  und  LaMa  in  Sa>     Die  Geraden  L{Ma  nnd  Lml 
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die  Sduittlmieii  der  Ebenen  Pa*  PkO  und  PaPy^O  mit  der  Ebene  des  Yier- 
bAl  Auch  diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  8i  von  c 
Kthin  traffm  sich  die  Geraden  L{Ma  und  Z«  Jf<  in  8i  (Fig.  3). 

Li  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  sich  MtN^  und  MaNa  in  einem 
Punkte  Om  ▼on  a  sehneiden.  Die  Oeraden  MtNa  and  MaNi  treffen  sich  in 
einem  Punkte  Ot  von  o.  Endlich  schneiden  sieh  die  Oeraden  LiNi  and 
LgN^  in  einem  Punkte  Ba  von  b  und  LiNa^  NiLa  in  einem  Punkte  Ri. 
Ferner  lesen  wir  aus  der  räumlichen  Darstellung,  dass  Pa*Pk*Pe*  eiae  Ebene 
bestimmen,  deren  Schnittlinie  g  mit  der  Ebene  des  Vierecks  die  drei  Punkte 
9fi  A«,  8a  enthllt  Eine  weitere  Ebene  wird  durch  die  Punkte  />«%  Pi*,  P^ 
bestimmi  Sie  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  in  einer  (Geraden  5,  welche 
die  Paukte  8^^  Qt,  Bt  enthält.  Die  Ebene  Pb*P*Pa  trifft  die  Ebene  des 
Vierecks  in  einer  Geraden  q^  auf  der  Q«,  2{,*,  Si  liegen.  Die  Ebene 
Pf^P/P«  schneidet  aus  der  Ebene  des  Vierecks  eine  Gerade  r,  welche  die 
Punkte  R^,  Qi,  8i  enthält. 

Wir  fassen  das  Bewiesene  dahin  zusammen: 
SaU  XIX,    Vier  Potenzkreisschnittpunkte,  welche  auf  zwei  in- 
neren Seiten    eines    orthogonalen  Vierecks  liegen, 
bilden  ein  neues  Viereck,   ffir  welches  die  den   in- 
neren Seiten  anliegende  äussere  Seite  eine  Diago- 
nale ist. 
Wir  erhalten  nach  diesem  Satze  die  sechs  Potenzkreisschnittpunkte  in 
drei  Vierecke  geordnet  und  sagen  von  ihnen: 

od»  XX,    Die  sechs  Potenzkreisschnittpunkte  bilden  drei  Vier- 
ecke, welche  die  innere  Ecke  des  orthogonalen  Vier- 
ecks zum  gemeinsamen  Diagonalpunkte  haben.     Die 
fibrigen     sechs    Diagonalpunkte    liegen    viermal    zu 
dreien   auf  den   Seiten   eines   Vierseits,    für    welches 
die   äusseren   Seiten   des   orthogonalen    Vierecks   die 
Diagonalen    und   die   äusseren   Ecken   die   Diagonal- 
punkte sind. 
Zur  gegenseitigen  Lage  der  Punktepaare  QiQa-  RiRa-  SiS^  bemerken 
wir  noch,    dass   diese  Paare   durch   die  äusseren  Ecken  des  orthogonalen 
Vierecks  harmonisch   getrennt  werden.     Folglich  liegt  von  diesen  Paaren 
stets  der  eine  Punkt  zwischen  den  resp.  Ecken  des  Vierecks,  der  andere  ausser- 
halb.   Wir  deuten  diese  Unterscheidung  durch  die  Indices  t  und  a  an.    Das 
Vierseit  gqrs   nennen   wir  Potenzvierseit*  des   orthogonalen  Vierecks 
ABCJ. 

9. 

Die  Potenzkreisschnittpunkte  und  die  sechs  Ecken  des  Potenzvierseits 
haien  sich  von  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkte  aus  betrachten. 

*'^me»  Vierseits  doppelt  gezogen. 
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Wir  zeigten  oben,  dass  die  Geraden  OPa  und  OPa*  ans  der  Ebene 
des  Vierecks  ABCJ  die  Punkte  X<,  La  schneiden.  Non  ist  PmP*  parallel 
zu  OJ.  Ferner  ist  APa^=APt!^=^pa  und  OJ^Pi.  Mithin  theilen  die 
Punkte  Lij  La  die  Strecke  AJ  im  VerhSltniss  +  Pm'Pi»  Daraas  folgt, 
dass  Lij  La  der  innere  und  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Potenzkreise 
von  Ä  und  /  sind. 

unter  8  haben  wir  gesehen,  dass  Oa%  Qi  die  Schnittpunkte  der  Ebenen 
PhPc*0  und  PtPeO  mit  a  waren.  Folglich  treffen  die  Geraden  PkPt*  und 
Pftf«  die  Linie  a  resp.  in  QiOa»  Weil  aber  BPy  parallel  zu  PePe*  ist 
und  weil  BPh^Pby  C7Pc=/>c=CP«*,  so  müssen  die  Punkte  ö«,  Qi  die 
Strecke  £(7  im  Verhältniss  +Ph'-Pe  theilen.  Also  sind  Qa^  Qi  der  äussere 
und  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  Potenzkreise  von  B  und  C 

Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  übrigen  Potenzkreissohnittpunkte 
und  die  übrigen  Ecken  des  Potenzvierseits.  Wir  können  daher  aus  den  in 
8  bewiesenen  Sätzen  folgende  neue  ableiten: 

Säte  XXL  Die  Aehnlichkeitspunkte  zwischen  den  Potenzkrei- 
sen einer  inneren  und  äusseren  Ecke  des  orthogo- 
nalen Vierecks  liegen  auf  den  Potenzkreisen  der 
zwei  anderen  Ecken. 

Satz  XXIL  Die  gleichnamigen  (d.  h.  äusseren  oder  inneren)  Aehn- 
lichkeitspunkte zwischen  dem  Potenzkreis  der  in- 
neren Ecke  und  den  Potenzkreisen  von  zwei  äusse- 
ren Ecken  liegen  mit  dem  äusseren  Aehnlich- 
keitspunkte der  letzteren  Potenzkreise  in  einer 
Geraden. 

Der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  zwischen  dem 
Potenzkreis  der  inneren  Ecke  und  dem  einer  äusse- 
renEcke  und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  zwischen 
dem  Potenzkreis  einer  zweiten  äusseren  und  dem 
der  inneren  Ecke  liegt  mit  dem  inneren  Aehnlich- 
keitspunkt der  Potenzkreise  der  erwähnten  zwei 
äusseren  Ecken  in  einer  Geraden. 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  Potenz- 
kreise der  drei  äusseren  Ecken  liegen  in  einer  Ge- 
raden. Der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Po- 
tenzkreise von  zwei  äusseren  Ecken  liegt  mit  den 
zwei  inneren  Aehnlichkeitspunkten  dieser  Potenz- 
kreise und  des  Potenzkreises  der  dritten  äusseren 
Ecke  in  einer  Geraden. 

Nach  diesem  Satze  gehen  durch  jeden  der  zwölf  Aehnlichkeitspunkte 
Tier  Gerade,  welche  je  zwei  weitere  Aehnlichkeitspunkte  enthalten. 
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10. 

Wir  constmiren  jetzt  eine  Engel  K^?^  welche  A  znm  Mittelpunkte  nnd 
^c  nun  Radius  hat.     Sie  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  im  Potenzkreise 
?«'  Ton  A.    Sie  geht  durch  0  und  wird  in  diesem  Punkte  von  der  Ebene 
OW  berflhrt,  weil  diese  Ebene  zu  OA  senkrecht  steht.     X  sei  ein  belie- 
biger Punkt  von  BC.     Seine  Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugel  JT«'  ist  gleich 
dem  Quadrate  der  Tangenten  an  K^.     Eine  dieser  Tangenten  ist  die  Linie 
XO,  welche  den  LSngen  XX,-  und  XXa  gleich  ist.     Zwei  weitere  Tangen- 
ten berühren  den  Kreis  P«'.     Auch  ihre  Längen  sind  gleich  XZf|,  XXr«. 
Folglich  liegen    die  Berührungspunkte   der   letzteren  Tangenten    mit   den 
Punkten  Zi,  X«  auf  einem  Kreise  aus  X     Derselbe  schneidet  P«'  recht- 
winklig.   Gehen  wir  von  den  Ecken  P,  C  aus  und  führen  wir  den  analogen 
Gedankengang  durch,  so  gelangen  wir  zu  folgendem: 
SattXXIIL  Jeder  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  äusse- 
ren Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegt  und  der 
durch  die  Potenzkreis  Schnittpunkte  auf  der  gegen- 
überliegenden inneren  Seite  geht,   schneidet  den 
Potenzkreis  der  gegenüberliegenden  äussern  Ecke 
rechtwinklig. 
Sei    e    eine    beliebige    Oerade    in    der    Ebene    des   Vierecks    (Fig.  2). 
^  schneide  aus  den  äusseren  Seiten  a ,  6,  e  des  Vierecks  die  Punkte  Ma , 
•V|,  Ife.     Dann  sind  die  Längen  M^O,  M^O,  M^O  gleich  den  Radien  der 
Kreise  aus  Jf«,  Mt^  M^  welche  die  resp.  Potenzkreise  P«',  P*',  P^  recht- 
^klig  schneiden.     Diese  Orthogonalkreise  sind  mithin  denjenigen  Kreisen 
^  Jf«,  Mk^  Mc  gleich,  welche  durch  0  gehen.     Legen  wir  also  die  letz- 
^^ren  Kreise  um  e  um,   so  erhalten   wir  die  erwähnten  Orthogonalkreise. 
Polglich  haben  dieselbe^  den  Punkt  gemeinsam,  welcher  die  ümlegung  von  0 
ist.    Dieser  befindet  sich  in  einer  Geraden  /*,  welche  durch  die  Orthogonal- 
F^jection   des  Punktes  0,   d.  h.  durch  J  geht   und   zu  e  senkrecht  steht, 
f  enthält  somit  auch  den  zweiten  Punkt,  welcher  den  drei  Orthogonalkreisen 
Stmeinsam  ist. 

Wir  bemerken  noch ,  dass  der  umgelegte  Punkt  0  von  e  um  eine  Länge 
entfernt  ist,  welche  durch  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
gemessen  wird ,  das  Pi  zu  einer  und  den  Abstand  des  Punktes  J  von  e  zur 
andern  Kathete  hat.  Daraus  folgt  aber,  dass  der  Bereis  aus  dem  Schnitt- 
punkte Mi  von  e  und  /",  welcher  zu  P^  senkrecht  steht,  aus  f  die  zwei 
gemeinsamen  Punkte  der  in  Bede  stehenden  Orthogonalkreise  schneidet 
Wir  sagen  daher: 

Säte  XXIV.  Constmiren  wir  aus  4rei  Punkten  einer  Geraden  e, 

welche  auf  den  äusseren  Seiten  eines  orthogonalen 
Vierecks  liegen,  zu  den  resp.  Potenzkreisen  der 
gegenüberliegenden  äusseren  Ecken  die  Orthogo- 
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nalkreise,  so  schneiden  diese  sich  in  iwei  Punkten, 
welche  auf  einer  Geraden  f  dnroh  die  innere  Ecke 
des  Vierecks  liegen.  Durch  dieselben  Pankte  geht 
auch  der  Kreis  aus  dem  Schnittpunkte  von  e  und/, 
welcher  zu  dem  Potenzkreis  der  innerenEcke  ortho- 
gonal steht. 

11. 

Durch  die  Potenzkreisschnittpunkte  können  wir  ausser  den  Potenikrdsen 
und  den  Kreisen  fiber  den  Süsseren  Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  noch 
weitere  Kreise  legen.  Einer  von  ihnen  —  11^  —  geht  durch  die  inneren 
Potenzkreisschnittpunkte  Z|,  üf,-,  Ni,  Ihm  steht  ein  Ejreis  17«*  gegm- 
fiber,  der  die  äusseren  Potenzkreisschnittpunkte  enth&lt.  Femer  wird  durch 
je  zwei  innere  Potenzkreisschnittpunkte  und  einen  äusseren,  der  mit  jenen 
nicht  auf  derselben  Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegt,  ein  Kreis  be- 
stimmt. Je  ein  zweiter  geht  durch  die  drei  anderen  Potenzkreisschnitt- 
punkte.    Darnach  erhalten  wir  folgende  Kreise: 

Ein   Kreis  L^'  geht  durch  die  Punkte  LiMt,Na\   ein  zweiter  L«*  geht 
durch  LaMiNi. 

Ein  Kreis  VLf  geht  durch   die  Punkte  La  Mi  Na  j  ein  zweiter  M«'  geht 
durch  LiMaNi, 

Bin  Kreis  N^'  geht  durch   die  Punkte  LaMaNi\   ein  zweiter  N«*  geht 
durch  Li  Mi  Na. 

Wir  wollen  diese  Tier  Paare  von  Kreisen  duale  Potenzscbnitt- 
k reise  nennen. 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Kreise  77^'  und  11^^,  Der  erste  Kreis 
hat  mit  dem  Potenzkreise  Ff,?  die  Punkte  1£|,  Ni  gemeinsam,  der  zweite 
die  Punkte  3fa,  Na-  Oben  zeigten  wir,  dass  sich  MiNt  mit  MaN^m  in  dem 
Punkte  Qa  von  a  schneiden.  Also  haben  Ilf^  Uj  mit  Pa*  in  Bezug  auf 
Qa  dieselbe  Potenz.  Sie  ist  nach  10  gleich  dem  Quadrate  von  QaLi,  Also 
muss  der  Kreis  aus  Qa^  welcher  die  Länge  Q^Li  zum  Badius  hat,  die 
Kreise  /7^,  il«^  rechtwinklig  schneiden.  Dieser  Kreis  geht  aber  durch 
Li  und  La*  Folglich  berührt  LiQa  in  Li  den  Kreis  Ilf.  L^Om  berührt 
in  La  den  Kreis  77«*  (Fig.  3). 

Nun  bemerken  wir,  dass  Qi  die  Strecke  BC  im  Verhältniss  Ton 
-'Pb'Pc  theilt.  In  dem  Dreieck  BLiC  ist  aber  BLi  =  p^  und  LiC=p^. 
Daraus  folgt  nach  einem  bekannten  Satze,  dass  LiQi  den  Winkel  BLgC 
halbirt  Oben  (8)  bewiesen  wir,  dass  die  Punkte  0««  Qi  von  B  und  C 
harmonisch  getrennt  werden.  Mithin  bilden  die  Geraden  Li  Qa «  Li  Qi  mit 
den  Geraden  LiB^  LiC  eine  harmonische  Gruppe.  Von  diesen  Geraden 
steht  LiB  zu  LiC  senkrecht.  Also  siad  LiQi  und  LiQa  die  zwei  Hal- 
birungslinien  des  Winkels  CLiB.     Sie  stehen  daher  aufeinander  senkrecht. 
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Verknfipfen  wir  dieäe  Bemerkung  mit  dem  geführten  Nachweis,  dass 
Qm^t%  OmJ^m  die  resp.  Kreise  17^^,  77«^  berühren,  so  folgt,  dass  QiL^,  QaLa 
Durchmesser  dieser  Kreise  sind. 

Um  diesen  Schlüssen  eine  allgemeine  Form  zu  geben,  müssen  wir  die 
C^^^nseiiige  Lage  der  Punkte  Li  La  und  Qi  Qa  in  Worten  ausdrücken.  Diese 
Panktepaare  liegen  ftuf  den  gegenüberliegenden  Seiten  a^ ,  a  des  orthogonalen 
Vierecks  ABCJ.  Wir  wollen  daher  Li  La  und  QiQa  gegenüberliegende 
Paukte  nennen.     Dann  schliessen  wir: 

84MtB  XIKV.  Verbinden  wir  eine  äussere  Eckendes  Potenzvierseits 

eines  orthogonalen  Vierecks  mit  dem  gegenüber- 
liegenden inneren  (äusseren)  Potenzkreisschnitt- 
punkte,  so  berührt  diese  Verbindungslinie  den 
Kreis,  welcher  durch  die  inneren  (äusseren)  Potenz- 
kreisschnittpunkte geht.  Verbinden  wir  die  inneren 
Ecken  des  Potenzvierseits  mit  den  gegenüberliegen- 
den inneren  (äusseren)  Potenzkreisschnittpunkteni 
80  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  im  Mit- 
telpunkte des  Kreises,  der  durch  die  drei  inneren 
(äusseren)  Potenzkreisschnittpunkte  geht. 
Um  die  zuletzt  bewiesene  Beziehung  kurz  auszusprechen,  bezeichnen 
wir  eine  Ecke  des  Potenzvierseits,  welche  in  a  liegt,  dem  Potenzkreise  der 
Ecke  ji  gegenüberliegend.     Dann  folgt: 

SaÜ!  X.XVL  Die  drei  Kreise,  welche  die  inneren  Ecken  des  Po- 
tenzvierseits eines  orthogonalen  Vierecks  zu  Mit- 
telpunkten haben  und  auf  den  Potenzkreisen  der 
gegenüberliegenden  Ecken  senkrecht  stehen,  be- 
rühren die  Kreise  durch  die  inneren  und  äusseren 
Potenzkreisschnittpunkte  in  diesen. 

12. 

Wir  wenden  uns  zu  dem  Potenzschnittkreispaare  Li*  und  La'.  Diese 
Kreise  haben  mit  P«'  die  resp.  Punktepaare  MaN^  und  MiNi  gemeinsam. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare  schneiden  sich  in  Qa-  Folglich 
haben  die  Kreise  Lg',  La'  und  Pa^  denselben  Orthogonalkreis  aus  Qa^  Sein 
Radios  ist  QaLi=^QaLa>  Also  berührt  QaLi  den  Kreis  L^'  inX^.  QaLa 
berührt  L«'  in  X..  Weil  aber  Oai/Öi  =90  «  =  öaXaöo  so  ist  LtQi  ein 
Durehmeeser  von  Lg'  und  LaQi  ist  ein  Durchmesser  von  L«'* 

Die  Kreise  L^,  La'  haben  mit  dem  Potenzkreise  von  B  die  Punkte 
LiNm  <uid  LaNi  gemeinsam.  Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare 
gehneiden  sich  in  J?/.  Folglich  haben  die  drei  Kreise  L,',  La'  und  P^' 
denselben  Orthogonalkreis  aus  22^,  der  durch  Mi  und  Ma  geht  Mithin 
berflbrt  die  Gerade  BiMi  in  Mi  den  Kreis  Lg'.  BiMa  berührt  in  Ma  den 
Kreis  L,'. 
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Nun  können  wir  analog  wie  oben  (11)  beweisen ,  dass  lf<^  auf  Jfjlta 
senkrecht  steht  nnd  desgleichen  MaBt  auf  Jf«/^«.  Daraus  ergiebt  sich, 
dass  MiRa  ein  Durchmesser  von  L«*  und  MaRa  ein  solcher  Ton  L^  ist. 
Folglich  berührt  der  Kreis  ans  B^,  welcher  zu  P«'  senkrecht  steht,  in 
Mi  resp.  IC«  die  Kreise  L«',  L^. 

Schliesslich  untersuchen  wir  die  Beziehungen  der  Preise  L^,  L«'  zum 
Potenzkreise  P«'  der  Ecke  C 

Pe'  hat  mit  diesen  Kreisen  die  Punkte  LiMa  resp.  L^Mi  gemeinsam. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare  schneiden  sich  in  St .  Aus  8i  Iftsst 
sich  daher  zu  den  drei  Kreisen  ein  Orthogonalkreis  legen.  Er  hat  StNi, 
SiNa  zu  Badien.  Also  berührt  SiNi  in  N^  den  Kreis  L«'.  St  Na  berührt 
in  Na  den  Kreis  L^.  Weil  aber  Ä-^iS.  =  90«=  S^^a^a,  ao  ist  NtS^  ein 
Durchmesser  von  La^  Na  Sa  ist -ein  Durchmesser  von  Lj*.  Der  Kreis  aus 
8a f  welcher  zu  /«'  senkrecht  steht,  berührt  folglich  den  Kreis  L«'  in  Nt  nnd 
L.«  in  Na. 

Wir  fassen  diesen  Gedankengang  in  folgenden: 

Säte  XXVIL  Der  Potenzschnittkreis,  welcher  durch  einen  in- 
neren (äusseren)  und  zwei  äussere  (innere)  Potenz- 
kreisschnittpunkte eines  orthogonalen  Vierecks 
geht,  wird  im  inneren  (äusseren)  Potenzkrais- 
schnittpunkte  von  der  Geraden  berührt,  welche 
durch  die  gegenüberliegende  Süssere  Ecke  des 
Potenzvierseits  geht.  In  jedem  der  zwei  äusseren 
(inneren)  Potenzkreisschnittpunkte  wird  der  Kreis 
von  der  Geraden  berührt,  welche  den  Potenzkreis- 
schnittpunkt mit  der  gegenüberliegenden  inneren 
Ecke  des  Potenzvierseits  verbindet. 

Die  Mittelpunkte  der  in  Bede  stehenden  Potenzschnittkreise  ergeben 
sich  nach  folgendem: 

Säte  XXVIIL  Verbinden  wir  einen  inneren  (äusseren)  Potenz- 
kreisschnittpunkt mit  der  gegenüberliegenden 
inneren  Ecke  des  Potenzvierseits  und  verbinden 
wir  zwei  äussere  (innere)  Potenzkreisschnitt- 
punkte, welche  mit  jenem  inneren  (äusseren) 
nicht  auf  derselben  Seite  des  orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  mit  den  gegenüberliegenden  äusse- 
ren Ecken  des  Potenzvierseits,  so  schneiden  sich 
die  drei  Verbindungslinien  im  Mittelpunkte  des 
Kreises  durch  die  erwähnten  drei  Potenskreis- 
Schnittpunkte. 

Die  Beziehung  der  Potenzschnittkreise  zu  den  sechs  Kxisisen  aas  den 
Ecken  des  Potenzvierseits  lässt  sich  dahin  aussprechen: 
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'j  XXIX,  Zeichoeu  wir  aus  drei  EoWen  —  einer  inneren  und 
EWei  änsaeren  —  des  Potenzvierseita,  welche  auf 
drei  Terscbtedenen  Seiten  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  die  Orthogonalkreise  zu  den  resp. 
Potenikreisen  der  gegenüberliegenden  Ecken  des 
Vierecks,  so  berühren  diese  Orthogonalkreise  in 
den  resp.  Potenzkreisschnittpunkten  diejenigen 
swei  Potenzschnittkreise,  welche  die  den  erwähn- 
ten Ecken  des  Potenzvierseita  gegenüberliegenden 
inneren  resp.  äusseren  Fotenzkreisschnittpunkte 
enthalten. 

13. 
Onrch  jeden  Potenzkreisscbnittpunkt  geben  Tier  Potenzschnittkreise.  Wir 
ralcrsnchen  ihre  Abhängigkeit  Toneinander,  indem  wir  eine  Gruppe  solcher 
KnijB  betrachten  und  auf  dieselbe  die  in  11  und  12  bewiesenen  Sätze  anwenden. 
Der  Punkt  L,  ist  den  vier  Kreisen   //(',  Lj",  M,'.  No*  gemeinsam. 
Nach  Satz  XXV  berührt  die  Gerade  Q„Li  in  i,  den  Kreis  ilj'.     Die- 
nlb«  Gerade  berührt  nach  Satz  XXVll  in  Li  den  Ereis  L^'.     Also  berühren 
lieh  fl,»  und  L,^  in  L, .     Ferner  wird  nach  Sat»  XXVU  MJ  und  N.*  in 
Li  iod  der  Geraden  Li  Qi  berührt.     Also    berühren  eich  auch  diese  Kreise 
it  Li  ,     Wir  schüessen  daher: 

Salt  XXX.  Durch  jeden  inneren  (änsseren)  Potenzkreisachnitt- 
punkt  gehen  vier  Potenzschnittkreise.  Ein  Paar 
von  ihnen  enthält  noch  je  einen  zweiten  inneren  j 
(äusseren)  PotenEkreiaschnittpnnkt.  Dieaes  Paar  ■ 
berührt  sich  im  gemeinsamen  Fotenzkreissobnitt* 
punkte  und  ebenso  das  andere  Paar.  Die  BerUhrungs- 
sebne  für  das  erste  Paar  geht  durch  die  innere  Ecke 
dea  PoteniTierseits,  welche  dem  gemeinsamen  Po- 
tenskreisBchnittpunkte  gegenüberliegt.  Durch  die 
äussere  Ecke  geht  dieBerUbrungssehne  des  zweiten 
Paares.      Beide    Berübrnngsaehnen   stehen  zueinan- 


Wir  bemerken  noch,  dass  dnrcb  zwei  Potenzkreiaschnittpunkte,  welche 
*"'  einer  inneren  Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegen,  zwei  Gruppen  von 
J*  Tier  Potenzschnittk reisen  gehen,  die  zueinander  dual  sind. 


u. 

Schlieaslich  leiten  wir  einige  Be; 
*'  Potenzschnittkreise  ab. 

Di«  beiden  Dreiecke  LiMiTfi  und  LaSf^N^,   denen  die   resp.  Kreise 
*     xxni  IIa    umschrieben  sind,  befinden  sich  i 


Hebungen  für  die  Mittelpunkte 


u  perspectiviacber  Lage  mit  / 
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als  Perspectivcentrom.  Jedes  dieser  Dreiecke  ist  nach  Satz  XXV  zum 
Dreieck  QiBiSi  perspectivisch.  Die  resp.  Perspectivcentra  sind  die  Mittel- 
punkte 77,-,  IIa  der  Kreise  Ilf,  IIa*,  Diese  Mittelpunkte  liegen  folglich 
mit  dem  Punkte  /  auf  einer  Geraden. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreis- 
paare Li'La^  Mi*Ma^  und  Ni^Na'  auf  Geraden  durch  J  liegen.  Wir  sagen 
daher: 

SaUs  XXXI.   Die  Mittelpunkte  von   zwei  dualen  Potenzscbnitt- 

kreisen  eines  orthogonalen  Vierecks  liegen  auf 
einer  Geraden  durch  die  innere  Ecke  des  Vierecks. 
Wir  gruppiren  jetzt  die  Potenzschnittkreise  in  der  Art,  dass  je  zwei 
durch  dieselben  zwei  Potenzkreisschnittpunkte  gehen.  Wir  beginnen  mit  den 
Kreisen  77^',  L^^  Sie  haben  die  Punkte  Maj  Na  gemein.  MaRi  und 
NaSi  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  77«  von  77«^.  MaR«  nnd  N^Sa 
treffen  sich  im  Mittelpunkte  L^  von  L,^.  Nun  liegen  die  Punkte  If«,  Na 
auf  dem  Potenzkreise  von  Ä.  Also  ist  AMa=^ÄNa.  Weiter  istZ.  J.ilfaC 
=^  90^^  L  ^NaB.  Oben  (11)  haben  wir  bewiesen,  dass  MaRit  ^m^a 
den  Winkel  AMaC  halbiren.  NaRi,  NaRa  sind  die  Halbirungslinien  des 
Winkels  ANaB.  Folglich  schneiden  sich  von  diesen  Halbirungslinien  die 
inneren  und  die  äusseren,  je  in  einem  Punkte  der  Geraden,  welche  A  mit 
dem  Schnittpunkte  der  Linien  MaC  und  NaB  verbindet.  Die  Schnittpunkte 
der  inneren  und  äusseren  Halbirungslinien  sind  aber  die  Mittelpunkte  77«»  L<. 
Folglich  liegen  diese  auf  einer  Geraden  durch  A,  Sie  steht  zur  Linie  M^N^ 
senkrecht,  weil  die  Kreise  77a^  L,-*  sich  in  den  Punkten  If«,  Na  schneiden. 
Ein  analoger  Gedankengang  zeigt  uns ,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
Ma^  Nj*  auf  einer  Geraden  durch  A  liegen,  welche  zur  Verbindungslinie 
der  den  Kreisen  Ma',  N^  gemeinsamen  Punkte  Ufa,  Ni  senkrecht  steht. 
Ferner  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreise  77;*,  L«*  nnd 
Mi^  Na'  auf  Geraden  durch  A  liegen,  welche  resp.  zu  Jf.-^t  nnd  MiN^ 
normal  sind.  Wir  haben  somit  vier  Gerade  durch  A  gefunden,  auf  denen 
die  Mittelpunkte  der  Potenzschnittkreise  zu  Paaren  liegen.  Als  allgemeines 
Gesetz  drücken  wir  dies  so  aus: 

Satz  XXXIL  Zwei  Potenzschnittkreise,  welche  sich  in  zwei  Po- 
tenzkreisschnittpunkten schneiden,  haben  ihre 
Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  durch  eine  äussere 
Ecke  des  orthogonalen  Vierecks.  Diese  änssere 
Ecke  liegt  auf  derjenigen  inneren  Seite  des  ortho- 
gonalen Vierecks,  welche  die  erwähnten  Potenz- 
kreisschnittpunkte nicht  enthält. 
Satz  XXXI IL  Durch  vier  Potenzkreisschnittpunkte,  welche  anf 

demselben  Potenzkreise  des  orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  gehen  ausser  zwei  inneren  Seiten  des 
Vierecks   noch   vier  Gerade.     Fällen    wir  anf  die 
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letzteren  aus  dem  Mittelpunkte  des  Potenzkreises 
die  Senkrechten,    so    liegen  auf  jeder  derselben 
zwei  Mittelpunkte  von  Potenzschnittkreisen. 
Nach  diesem  Satze  erhalten  wir  zwölf  Gerade,  welche  sich  achtmal  zu 
dreien  in  den  Mittelpunkten  der  Potenzschnittkreise  treffen. 

Eine  andere  Ausdrucksweise  für  die  in  13  und  14  bewiesenen  Sätze 
ergiebt  sich,  wenn  wir  an  Stelle  der  Potenzkreisscbnittpunkte  und  der  Ecken 
des  PotenzYierseits  die  mit  ihnen  identischen  Aehnlichkeitspunkte  zwischen 
den  Potenzkreisen  des  orthogonalen  Vierecks  setzen,  unter  den  Sätzen, 
welche  sich  mit  Hilfe  dieser  Ausdrucksweise  aus  den  aufgestellten  ableiten 
lassen,  heben  wir  folgenden  hervor: 

SatßXXXIV,  Die  Oeraden,   welche  die  auf  zwei  gegenüberlie- 
genden Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  liegen- 
den   Aehnlichkeitspunkte    der  Potenzkreise   ver' 
binden,   schneiden  sich  achtmal  zu  dreien  in  acht 
Punkten.    Durch  jede  Ecke  des  orthogonalen  Vier- 
ecks  gehen   vier  Gerade,    welche  je   zwei   dieser 
acht  Punkte  enthalten. 
Nach  diesem  und  dem  XXXIII.  Satze  bilden  die  Mittelpunkte  der  Po- 
tenzschnittkreise Vierecke,  welche  zu  dem  orthogonalen  Viereck  perspectivisch 
liegen.     Unterscheiden  wir  nach  dem  Index  a  und  i  die  Potenzschnittkreise 
als  ftnssere  uiid  innere,  so  ergiebt  eine  Zusammenstellung  dieser  perspecti- 
visehen  Vierecke  den 

S€Ug  XXXV.  Die  Mittelpunkte  von  vier  inneren  (äusseren)  Po- 
tenzschnittkreisen eines  orthogonalen  Vierecks 
sind  in  viererlei  Weise  zu  diesem  perspectivisch* 
Die  Mittelpunkte  der  vier  äusseren  (inneren)  Po- 
tenzschnittkreise sind  die  Perspectivcentra. 

15. 

Wir  wenden  uns  wieder  zu  dem  orthogonalen  Viereck  ABCJ  und 
stellen  Eigenschaften  auf,  welche  sich  auf  Polaritätsverhältnisse  beziehen. 
Schneiden  sich  zwei  Kreise  unter  rechtem  Winkel,  so  ist  bekanntlich 
die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  Polare  vom  Mittelpunkte  des  einen 
Kreises  in  Bezug  auf  den  andern.  Wenden  wir  dies  auf  die  Poteuzkreise 
der  äusseren  Ecken  von  ABCJ  an,  so  folgt  unter  Berücksichtigung  von 
Satz  XVII: 

SaUs  XXXVL  Zwei  äussere  und  eine  innere  Ecke  des  orthogo- 
nalen  Vierecks   bilden   ein    Tripel    harmonischer 
Pole    in  Bezug    auf   den  Potenzkreis    der  dritten 
äusseren  Ecke. 
Eine  analoge  Relation  lässt  sich  für  das  Dreieck  der  äusseren  Ecken 
von  ABCJ  beweisen.     Wir  betrachten  auf  jeder  inneren  Seite  des  Vierecks 
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die  innere  Ecke  als  Mittelpunkt  einer  Involution,  für  welche  die  Süssere 
Ecke  und  der  Diagonalpunkt  ein  Paar  sind.  Nach  Satz  I  haben  diese  In- 
volutionen die  nämliche  Potenz.  Sie  ist  negativ.  Folglich  definiren  die 
Involutionen  imaginäre  Punktepaare,  welche  vom  Mittelpunkte  gleichweit 
abstehen.  Diese  Punkte  liegen  daher  auf  einem  imaginären  Kreise  K^  aus  7, 
der  i .  pi  zum  Radius  hat.  Die  Polare  einer  äusseren  Ecke  des  Vierecks  in 
Bezug  auf  K^  ist  die  Verbindungslinie  der  zwei  anderen  äusseren  Ecken. 
Wir  schliessen  daher: 

Sat£  XXXVIL  Die  äusseren  Ecken  des  Vierecks  ÄBCJ  bilden 

ein  Tripel  harmonischer  Pole  in  Bezag  auf  einen 
imaginären  Kreis  aus  der  inneren  Ecke,  der  die 
Wurzel  aus  ihrer  Potenz  zum  Radius  hat. 
Beschreiben  wir  über  einer  äusseren  und  inneren  Ecke  des  orthogonalen 
Vierecks  einen  Kreis ,  so  liegen  auf  ihm  zwei  Diagonalpunkte  des  Vierecks. 
Sie  bilden  mit  den  erwähnten  Ecken  ein  neues  Viereck,  für  welches  die 
*  zwei  anderen  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  Diagonalpunkte  sind«    Folg- 
lich sind  diese  in  Bezug  auf  den  in  Rede  stehenden  Kreis  zueinander  con- 
jagirt 

Jetzt  construiren  wir  den  Kreis  über  zwei  äusseren  Ecken  des  ortho- 
gonalen Vierecks.  Er  schneidet  die  gegenüberliegende  innere  Seite  in  zwei 
Potenzkreisschnittpunkten.  Nach  Satz  XVII  sind  diese  die  Doppelpunkte 
einer  Involution,  für  welche  die  Ecken  des  Vierecks  ein  Paar  und  der 
Diagonalpunkt  der  Seite  der  Mittelpunkt  ist.  Daraus  folgt,  dass  die  Ecken 
in  Bezug  auf  den  erwähnten  Kreis  zueinander  conjugirt  sind.  Wir  sagen 
daher: 

/Sa^^XXXFJ/J.  Beschreiben  wir  über  zwei  Ecken  des  orthogo- 
nalen Vierecks   einen  Kreis,   so   sind    die  zwei 
anderen    Ecken    in    Bezug    auf  denselben   con- 
.  jugirt 

Der  Kreis,  welcher  eine  innere  und  äussere  Ecke  des  orthogonalen 
Vierecks  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat,  wird  von  der  gegenüber- 
liegenden äusseren  Seite  in  zwei  imaginären  Punkten  geschnitten.  Diese 
werden  durch  eine  Involution  definirt,  für  welche  die  zwei  äusseren  Ecken 
ein  Paar  sind.  Der  auf  der  äusseren  Seite  liegende  Diagonalpnnkt  des 
Vierecks  ist  Mittelpunkt  der  Involution.  Diese  definirt  aber  auch  die  swei 
imaginären  Punkte,  in  denen  Ki*  die  äussere  Seite  des  Vierecks  schneidet. 
Es  folgt  daraus: 

Satz  XXXIX,  Die  drei  Kreise  über  den  inneren  Seiten  des  ortho- 
gonalen Vierecks  schneiden  die  gegenüberliegen- 
den äusseren  Seiten  in  Punkten  des  imaginären 
Kreises  J^^^  der  die  innere  Ecke  des  Vierecks  sum 
Mittelpunkte  und  die  Wurzel  aus  ihrer  Potenz 
zum  Radius  hat. 
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16. 

Nach  Satz  XXXIX  erhalten  wir  anf  den  ftnsseren  Seiten  des  orthogo- 
nalen Vierecks  sechs  imaginäre  Punkte.  Wir  snchen  ihre  übrigen  Verbin- 
dungslinien. 

Wir  beginnen  mit  den  in  a  liegenden  Punkten.  Sie  werden  dnrch  eine 
InTolation  J«  definirt,  ftbr  welche  BC  ein  Paar  nnd  A^  der  Mittelpunkt  ist. 
Diese  Paare  werden  von  dem  in  a,  liegenden  Potenzkreisscbnittpunkte 
X|  unter  rechtem  Winkel  gesehen.  Daraus  folgt,  dass  die  Involution  Ja 
▼on  Lt  aus  durch  eine  Bechtwinkelinvolution  projicirt  wird.  Letzterer 
gehört  das  Strahlenpaar  an,  welches  Lt  mit  QaQi  verbindet.  Daraus  folgt 
wieder,  dass  QmQi  ein  Paar  der  Involution  J«  ist  Es  wird  (nach  8)  von 
dem  Paare  BO  harmonisch  getrennt. 

In  analoger  Weise  iSsst  sich  zeigen ,  dass  die  Schnittpunkte  von  h  mit 
K^  durch  eine  Involution  definirt  werden,  für  welche  die  Ecken  /?«,  Ri  des 
Potenzvierseits  ein  Paar  sind,  das  zu  C  und  Ä  harmonisch  liegt. 

Wir  haben   somit  die  Involutionen  /«,  J^  von  C  aus  durch  je  zwei 
Paare  CB^  QtQa  ^nd  CAf  BiBa  dargestellt,  welche  dasselbe  Doppelver- 
hSltniss  bilden.    Es  müssen  sich  daher  BA^  Oi^tj  Oa^a  in  einem  Punkte 
S^  schneiden.     Er  ist  der  reelle  Punkt  von  einer  der  zwei  Geraden ,  welche 
die  vier  imaginären  Punkte  auf  a  und  5  verbindet.     Der  reelle  Punkt  der 
zweiten  Geraden  ist  der  Schnittpunkt  St  der  Linien  BA^  BiQa  und  BaQi, 
Die  imaginären  Geraden  selbst  werden  durch  die  erwähnten  Verbindungs- 
linien und  den  Strahl  durch  C  definirt.     Es  ergiebt  sich  somit: 
S<iiß  XL.  Der  imaginäre  Kreis  aus  der  inneren  Ecke  des  ortho- 
gonalen Vierecks,  welcher  die  Wurzel  aus  ihrer  Potenz 
zum    Radius    hat,    schneidet   die    äusseren    Seiten    in 
sechs   imaginären  Punkten.     Dieselben   liegen  paar- 
weise   auf    sechs   imaginären    Geraden,    deren   reelle 
Punkte    die    Ecken    des    Potenzvierseits    sind.      Jede 
dieser  Geraden  wird  durch  eine  Involution  definirt, 
für  welche  die  durch  den  reellen  Punkt  gehendenSeiten 
des  Potenzvierseits   ein  !Paar   sind.     Das   zweite  be- 
steht aus  einer  äusseren  Seite   des  Vierecks  und  der 
Geraden,  welche  durch  die  gegenüberliegende  äussere 
Ecke  geht. 
Nach  diesem  Satze  erscheinen  die  vier  Seiten  des  Potenzvierseits  als 
reelle  Pascallinien  des  imaginären  Sechsecks ,  in  welchem  der  Kreis  JT^'  die 
Sasseren  Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  schneidet 

(Sohlut«  folgt.) 
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XV.  lieber  die  Oleiohnng  o;'*  -f  yp  <=  j?p. 

Soll  die  Gleichung  a^  +  yP  =  gP^  in  welcher  p  eine  Primzahl  >  3  be- 
deutet, in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden,  so  dürfen  wir  zunächst 
x^  y^  z  als  relative  Primzahlen  betrachten;  denn  hätten  zwei  von  ihnen 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  müsste  auch  die  dritte  denselben  haben, 
und  wir  könnten  ihn  durch  Division  fortschaffen. 


Es  ist  (s.  Anm.  1) 


*         2 


xP  +  yP^(x+y)P    +  V  (-i)'--(p-ö'-i)9-i(Ä+y)'-'«.«*.y^ 

und 

^2 

xP-yP^  {x-y)P     +  yj-{p-q-l\^i{X'-y)P''^9 .afl.yv, 
mithin 

^^X?  =  (a:+y)''-»+  y'  (-l)'-f  (p-(7-l),-i(a:+y)P-««->.a^.y». 
x-f-y  ^  q 

9  =  1 

Das  letzte  Glied  rechts  ist  (— 1)  -^    p.x  ^   .y  '^  ,  während  alle  übrigen  den 

Factor   {x+yy  haben;   folglich  können,  da  x+y  und  xy  relative  Prim- 

ÄJp  +  yP 
zahlen  sind,   — — —  und  x+y  nur  dann  einen  gemeinschaftlichen  Theiler, 

und  zwar  allein  den  Theiler  p,  haben,  wenn  x  +  y=0{modp)  ist,  und  es 

muss  in  diesem  Falle 

a;P+yP=:0  (modp*) 
sein.     Ebenso  ist 

xP'-yP^O  {inodp^)y 

wenn  x—y^O{fnodp)  ist. 

Aus  xP  +  yP  =  0P  erhalten  wir 

7=1 

Da  xP  =  x,  y^=y^  ePmz^  also  X'\-yT=z  {modp)  ist,  und  nach  Obigem 
{X'\-y)P^zP  den  Factor  p  wenigstens  in  der  zweiten  Potenz  enthält,  so 
mnss  entweder  0?+^*  ^*  ^*  ^9  oder  o?,  oder  y^  oder  endlich 
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1 

s=  2!  (-i)«-'--(p-y-i),-t{«+y)'-»»-'.««-'.y-'=o   {modp) 

sein.    Letzteres  ist  der  Fall,  wenn 

(x+y)*  =  xy  itnodp) 

angenommen  wird  (s.  Anm.  2),  indem  dann 
ist  (s.  Anm.  1).  '~* 

xP  -4- 1/^ 

Ist  weder  Ä,  noch  ^,  noch  ir  =  0  (modj?),  so  haben  {x+y)  and  — — ^ 

g  —  x  und    >  «— y  und  keinen   gemeinschaftlichen  Theiler: 

B'-^x  z — y 

mithin  müssen  a?+y,  jr  — o?,  is— y  j?**  Potenzen  sein. 

Von  den  Zahlen  Xj  y^  z  sind  zwei  ungerade,  während  die  dritte  gerade 
ist  Nehmen  wir  e  =  2z^  an,  so  wird  x+y  =  2P .a'*=^2Ä.  Setzen  wir 
nun  x^y  =  2B^   wo  B  ungerade  und  prim  gegen  Ä  ist,  so  erhalten  wir 

«p  =  2P.if/  =  «P  +yP  =  {Ä  +  B)P  +  {Ä-  B)P 
=:2[ÄP+(p)^Äy--KB'  +  {p),.aP''',B'  +  ...  +  (p)p^iABP-^], 

also,  wenn  wir  durch  2A  =  2PaP  dividiren, 

{^J=ÄP'''  +  {p\.AP-\B^+{p),ÄP-\B'  +  ^^>  +  {p)^^iBP--' 
=  ÄP-^+p.B^q>(Ä,B). 

Ware  hier  B^.(p{Ä,B)^0  {modp) ,  so  hätten  wir  (^J- ÄP" '  -  0 (modp^). 
Nun  ist 

^  =  1  und  -^  =  2P-».aP-'  =  l,   also  ?l--  =  0  {modp), 
a  a  a      a 

folglich  nach  Obigem 

C^)-(4)=0    ^^odp^-> 
68  müsste  mithin 

(-)''-.4''-«=il''-«(2^"'~l)=0    {modp^), 

"*'**'  2P-»-l=0    (»lodA^«) 

sein,  was  nicht  möglich  ist. 

Setzen  wir  jetzt 

80  Wird 

*****'        /fr  v^  t=I  Pul   PzJi 

B/^{Ä:B)  =  y^{p\.e^    -(P),.«"    .f+  —  +  {-\)*.f*\. 


240  Eleinere  MittheünngeiL 

Da  in  dieser  Gleichnng  keine  höhere  Wurzel,  als  die  Qnadratwunel  vor- 
kommen darf,  so  moss /*  den  Factor  p  enthalten;  aber  dann  wird  B^^Ä^S) 
=  0  (tnodp),  im  Widersprach  mit  dem  Obigen. 

Zu  ganz  ähnlichen  Resultaten  gelangen  wir,  wenn  wir   ß — «ssj^.ftp 
oder  e—y=sif,di^  annehmen. 

Es  sei  nun  eine  der  Zahlen  x^  y^  0^  z.  B.  o;,  =0  {modp)^  dann  haboi 
x  +  y  und  — -r-^   keine  gemeinschaftlichen  Theiler;  mithin  moss 

x+y 
sein.     Ebenso  wird 


e^yx+y^y 

'^  ¥     ß—x 


jtpp — fip 
während  is— y  =  0  (modp)  ist,  also  g—y  und  ^-  den  Factor  p,  aber 

ß — y 

nur  diesen,  gemein  haben,  so  dass 

wird.     Setzen  wir  nun 

so  ist 

also,  da  ir  =  y  ist,  auch 

a  =  &  (iiiO{l|>),   mithin  o'  — 6''=  O(modp*), 
und  wir  finden  jetzt 

2a;  =  a''— fe'+IJ^-^ci»,  d.  h.  x^O^modf^, 
2^  =  0^+6?— pP-^cP, 
2ir=a'»+6''+i>P->.cP. 

Aus  xP  +  yP  =  jef'*  und  x  +  y=^a^  folgt 

«(«!»-« —  1) +y(yp-« -1)  =r  ifF—ai»  ^ 0  (mödp»), 
also  auch 

und  ebenso  finden  wir 


Nach  dem  Obigen  ist 


,='•-• 


p 


p-l    p-l 


also,  da  das  letzte  Glied  rechts  ir  ^  .y  ^    =^~~^  =  1  (fiiod|>)  ist,  auch 

X 

—  =  1  imodp\ 
po  ' 
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Denken  wir  uns  V  in  die  quadratischen  Factoren 

(^-yi*  +  i»,^y,    {e-yy  +  m^ey.    ...,    (z—yy  +  mf^^.gy 

zerlegt,  wo  m^j  m^  etc.  Irrationalzahlen  sind,  so  finden  wir,  wenn  wir  die 
Summe  m, +  fii^  +  ...  +  »ij,-_i  durch  y(»i),  die  Summe  der  Froducte  dieser 

2 

Zahlen  zu  zweien  durch  V(»i)  etc.  bezeichnen, 

•/(»»)  =  f(p-2)o, 
V(«»)  =  f(j'-3)„ 
V(«)  =  |(p-4)„ 

Y(«n)=P, 
d.  h.   f», ,  m^  etc.  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

fn'    -£-(^-2)0*11  ^  +|(l)-3)im«  +... 
+  (-l)^.^(p-$-l),-,m~~^+...  +  (--l)~.p  =  0. 

Hieraus  sehen  wir,  dass  m  *    den  Factor  p,  also  m  den  Factor  ;>P"'"  haben 

rouss,    aber   keine  höhere  Potenz  von  p  als  Factor  haben  kann,   und  zwar 

gilt    das  für  alle  Werthe  von  m. 

Setzen  wir  nun  /         n«  . 

N8  .  {g-yy  +  mp^tzy 

xY     (e—yr  +  m^fsy  {s—yr  +  m^ey  — 


•  •  •  •  • I 


\pc'  '  ' 


HO  haben  die  Factoren  rechts  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler;  mithin  muss 
jeder  für  sich  eine  p^  Potenz  sein,  und  wir  dürfen 


setzen.     Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 
«  —  1  ^ 

Wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  ist 

Z«ltoehrifl  1  M»ih6m»tik  n.  Pbjflik  XXXIV,  4. 


Y^ 
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wo  L  eine  Summe  von  Prodacten  aas  Poienxen  von  h^^  Is^,  ...,  hp^\  be- 
deutet; folglich  wird  ^ 

X 

Da  nun  X;,.Ä^ X;|,.|  =  —  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  so  dOrfen  k^^  h^  etc. 

keine  Wurzel   enthalten,   deren  Exponent  >    ^^      ist,   und    ebenso  wenig 

darf  in   ihnen  eine  negative  Potenz  von  p  vorkommen.     Setsen  wir  dem- 
nach, damit  p  in  /*,  +  Ar,  +  •  •  •  +  A?^--i V  aufgeht, 

*!  +  *,  +  . ..  +  Jfcp-_i  =  1.1)?^, 
so  erbalten  wir 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  rational  ist,  so  muss  auch  die  rechte 

es  sein,    was  nur  möglich   ist,   wenn   wir  If.pf^^—L^p^^^M  setzen; 
aber  dann  wird 

wfthrend  doch  0y  den  Factor  jr  nicht  enthftlt 

Wir  scbliessen  hieraus,  dass,  wenn  p  eine  Primzahl  ^3  ist,  die 
Gleichung  gP^=sc^-^-yP  sich  nicht  in  positiven  ganzen  Zahlen  I5sen  ISsst. 
Für  p  =  3  werden  wir  unten  den  Beweis  gesondert  führen. 

Das  hier  Dargelegte  wollen  wir  an  einem  Beispiel  erläutern. 

X 

Für  p  =  5  haben  wir  A^A;^  =  —  =  1  (modo);  also  kOnnen  Jb,  und  k^ 

pc 

keine  hObere  Wurzel  als  die  Quadratwurzel  enthalten.     Femer  ist 

+  (»,+*,)VVl- 

Setzen  wir  nnn  X;, -)-%,=  Z)/ö,  so  wird  "^ 

^^^^ + «y  =  5(5P -  5P  t, *,  +  *,* V)  =  0  (mod  5). 
Zu  demselben  Besnltat  gelangen  wir  auf  folgende  Weise. 

Da  «,  =  — ^ —  '  «ij  =  — ^ — »  also 
ist,  so  finden  wir  durch  Subtraciion 
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d.  h.  k^-'h^  mnss  eine  ganze  Zahl,  etwa  =^d  und  ^ey,  also  auch  =y* 
=  +  1  {modb)  sein.     Ferner  ist 

also 

und 

^p^  +  iry  =  5(5P-5PÄ;iifc,  +  LVV)^0(mod5), 

wie    oben.      NB.    ä,  =   '^     . >    A;^  =        ^^ —  >    A;|  A;^  = 2; —  1    4  ä,  ä, 

~  —  1  (modo),   XfiÄ:,  —  1  {modS). 

Soll  ^-f  y'  =  j^  sein,  so  haben  wir  nach  dem  Früheren  eine  der  Zahlen 
x^  y«  i'»  z.  B.  o;,  =0  (niod9)  anzunehmen.  Dann  wird  y^=\  {mod^)^  also 
y  r^  +  1  (modO)  und  ebenso  je? ~  +  1  {mod9)y  so  dass  wir,  da  e==:y{mod*A) 
ist,   i^=  9iR,  +  1,  y  =  9^1  +  1  setzen  kOnnen.     Wir  haben  jetzt 

=(.-»)(.+f+'#.)('+f-'#') 

=  3(«-y)X ;=j X 


^3  ^3 


Da  die  Factoren  -=: und 7= keinen  gemeinschaft- 

y-A  1/3 

liehen  Theiler  haben,   so  mnss  jeder   fttr  sich  ein  Cubus  sein;   wir  haben 
mithin  -  ._ 

WO  kl   und  k^  natürlich   einen   imaginären  Bestandtheil  enthalten.     Durch 
Addition  dieser  beiden  Gleichungen  finden  wir 

oder 

9v2i^,  +yi)  ±  3  =  ^3 [{k,  +k,y -  3{k,  +  k,)k, k^] 

oder 

3  (2).,  +  y.)  ±  1  =  ^- '  "^ ^^'  - 1/3  {k,  +  k,)k,  k, . 


244  Kleinere  MittheilnDgen. 


Damit   wir   auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung,   ebenso   wie  auf  der 
linken,  eine  rationale  und  dabei  ganze  Zahl  erhalten,  müssen  wir 

*i  +  *«  =  «/3 
annehmen,  wodurch 

3{2ß^+y^)  +  l==3l{l^-k^k;)=0{modS) 
wird,  was  natürlich  unmöglich  ist. 

NB.     Ä^  — Ä^rsmt,    Äj  = s >    «j=i-^^ = >     C|iC2== 2 — » 

k^k^=\  {modd). 

Anmerkung  1. 

Es  ist 

a5*  +  y*  =  (x+pY  —  2xy, 

si?+y^  =  (x+yy  —  3{x+y)xy, 
also 

a!*+y*  =  («»+*»)(»+y)  -  (»*+y»)«y 

=  (x+y)*-4  {x  +9)'xy  +  2x*y« ; 
ferner 

a^ +y*  =  («*+y*)(a;+y)  -  (af»+y»)«y 

=  (*+y)' — 5(«+y)'«y  +  öC^+y)**»*; 

=  (»+»)*  -  6(a;+y)*«y  +  9(«+y)»«»y»  -  2«»y», 

=  («+yy-7(a!+y)»a;y  +  14(a!+y)»a5*y»-7(a!+y)x»y»  etc. 
Setzen  wir  nun,  je  nachdem  p  angerade  oder  gerade  ist, 

xP+y'  =  (x+y)P+f(ft(x+p)'-^xy  +  fipi{x+v)'-*x'9*+... 

p-t 

oder 


•••+/b'>(*+y)*  *  y  * 


«'+y«'  =  (a;+y)'  +  /(p,(«+y)'-«a;y+/i„{«+y)P-*«»y»  +  ... 

•••+/(p)«''y* 

nnd  entwickeln  die  Potenzen  von  x+y,  so  erhalten  wir  fQr  die  CoefBcienten 
/(P)  folgende  Gleichungen,  nnd  zwar  in  beiden  Fällen: 

(P),  +  /(P)  =  0, 

(p)«  +  (i>-2)./.p)  +  /l)  =  0, 

(!»),  +  (!» -  2),  /irt  +  (p-  4),  /(p,  +  Zip,  =  0, 


woraus  sich 
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3  p 

/'w=4-(l>-5)3  etc. 

ergebt.      Alle  diese  Ausdrücke  haben  eine  ähnliche  Form ,  und  die  Annahme 
lie^t   nahe,  dass 

^.)=(-i)«-|(p-?-i),-i 

sein   irird. 

Nach  Obigem  ist 

1 

•••+?(f)(«+y)'-''+*-*»-'.y'-'+---. 

ac^+'+y+'  =  (a:+y)'+'+/ip+.,(«+y)P-'.a;y  +  ... 

+  f(P+i)(«+y)''"^«+'-««.»«  +  --. 


•  •  • 


femer 


aP  +  l  +  yP  +  »  =  (äC+yV+l +  /-u,+„(«+y)»'.  a;y  + . .. 


Kehmen  wir  an,  ftir  p  und  p  +  l   gelte  die  oben  für  f  aufgestellte 
Formel,  so  ist 

W)  =  (-l)'-'rr-r(i'-?)f-». 


and  es  wird 


/lp+»)  = 


g-1 
/,p+„  =  (-l)«^(l>-!7),-i. 

_,),[£±l(p_,),_,  +  _A_(p_,),_.] 
-l;»-^(p-?+l)T-f 
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Wir  sehen  hieraus,  dass  unsere  Formel,  wenn  sie  ftir  p  und  p  +  \  richtig 
ist,  auch  für  p  +  2i   d.  h.  allgemein  gelten   muss,  indem  sie  sich  ja  für 
|)  =  6,  |)  +  1  =  7  bestätigt. 
Aus  der  Gleichung 

finden  wir,  wenn  p  ungerade  ist, 

^(j»+2)  = /(!>)- 2, 

}{p+2)  =  f{p)  -2f(p)-  f(p-2). 


(NB.  Wäre  p  gerade,  so  hätten  wir  nur  statt  /*,   f  etc.  /*,  f  etc.  zu  setzen.) 
Durch  Summirung  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

2;/-(p +2)  =  -  Zf (p)  -  HAp  -  2}  -  3. 

^"""*  ^A3)=-3. 

£fiö)=0, 
also 

'•""  ^/•(9)=-3. 

-£/•(!  I)=0. 
±7(13)  =  0  etc., 

d.  h. :   £f{p)  wird  =  —  3,   wenn  p  den  Tbeiler  3  hat,  sonst  =0.      Für 
gerade  p  haben  wir 

2;/(6)=  +  l, 
-SA8)=-2, 
27(10)  =  -2. 
2:/-(12)=  +  l  etc. 

In  diesem  Falle  wird  ^f[p)  =  +  1,  wenn  p  den  Theiler  3  hat,  sonst  =  —  2. 
Aus  dem  Obigen  folgt,  dass  für  ein  ungerades  p 

ist.     (NB,   Ist  p  gerade,  so  haben  wir  ^y  als  oberen  Grenzwerth  von  g  zu 
setzen  ) 
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Bedeutet  p  eine  Primzahl   >  3,  so  muss  immer 

2  (-l)»-^(p-g-l),-,  =  0, 


also  auch 


seiii- 


2  i-^)''\iP-^'-^\-y=^ 


Anmerkung  2. 

Ueber  die  Congruens  (x  +  y)' et  xy  (modp). 

Soll  die  Congruenz  {x'\'yY  =  xy{modp)y  in  welcher  p  eine  Primzahl 
bedeutet,  in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden,  so  dürfen  wir  a:  und  y 
<Z  p  annehmen. 

Für  p  =  2  giebt  es  keine  Lösung ,  während  für  p  =  3  a;  =  y  =  l,  oder 
jr=y  =  2  sein  muss.  Ist  /»^S,  so  kann  offenbar  x  weder  =y,  noch 
=  p  —  y  sein. 

Kennen  wir  zwei  Werthe  von  x  und  y,  z.  B.  a?|  und  y, ,  die  der  Con- 

^^  («+y)*  =  a?y    oder   a^  +  a?y+y*  =  0  (niödi>) 

genügen,  so  erhalten  wir  p  — 2  weitere  Lösungen,  indem  wir  o^i  und  y^  mit 
den  Zahlen  2,  3,  p— 1  multipliciren  und  von  den  Producten  die  etwa  in 
ihnen  enthaltenen  Vielfachen  von  p  abziehen.  Ist  z.  B.  a  eine  der  genannten 
Zahlen,  und  ist  ax,  =v,  ay^=^w  {modp)^  so  finden  wir  durch  Multiplica- 
tion  der  Congruenz  x^  +  x^y^-^y^^iO  {modp)  mit  a* 

(a«j)*  +  a«! . ay,  +  (ay,)*  =  t;*  +  t;ir  +  fr*  =  0  (umh^p). 

Da  x^  und  y|  ^p  sind,  so  geben  bekanntlich  die  Producte  von  x, , 
sowie  auch  die  von  y, ,  mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  p  — 1,  durch  p  divi- 
dirt,  die  Reste  1,  2,  3,  ...,  p  — 1,  natürlich  in  anderer  Ordnung;  es  muss 
daher  eine  Zahl  5<p  geben,  deren  Product  mit  y^=.x^  (modp)  ist. 

Multipliciren  wir  nun  die  Congruenz 

1)  «1*  +  0?,  y,  +  yj«  =  0  (nkHip) 
mit  5'  und  setzen 

hXi==0iy   ^^  ^i^P  i8t, 
80  wird 

2)  X,*  +  o;,  £?,  +  jCj*  =  0  (tnodp) ; 

d.  h.  es  giebt  zwei  Zahlen  ^p,  yj  und  g^,  von  denen  jede  mit  x^  zusam- 
men unserer  Congruenz  genügt.  Dass  y^  und  e^  verschieden  sein  müssen, 
ergiebt  sich  aus  den  Congruenzen  hy^^x^  und  &Xi  =  j?j,  woraus  x*  =  y^e^ 

folgt 

Durch  Snbtraction  von  1)  und  2)  erhalten  wir 

^1  ^^1  — ^i^  +  yi*~^i*  =  f^i -^i)^^i  +yi  +  1?,)  =  0  (modp) , 
also 
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d.  b.  entweder 

«i+yi+^i  =  P»  ^er  a?i+y,+#,  =  2p. 
Da  demnach 

ist,  80  wird 

(yi + ^i)^  -  (yi + ^i)yi + ^i* = yi* + yi  ^i  +  «i* = o  («kHi  p). 

Sind  X]  nnd  y,,  beide  <  p,  verschieden  von  x^  und  y,,  nnd  ist  x^^  +  x^y^ 
+  y^*  =  0  {modp)i  so  muss,  wie  leicht  zu  erkennen,  wenn  fj  =  — (as^+yj) 
angenommen  wird, 

ar,«  +  iCg5,  +  5g*  =  0  und  y2*  +  y,ir,  + V  =  0  (*"^P) 
sein,  und  jr^  ist  verschieden  von  f,. 

So  fortfahrend ,  erhalten  wir  weitere  Gruppen  von  je  drei  Zahlen  <  p, 

deren  Summe  entweder  =p,  oder  =2p  ist,  und  von  denen  je  xwei  unserer 

»— 1 
Congruenz  genügen.     Die  Anzahl  dieser  Gruppen  muss  offenbar  —^ —  sein, 

woraus  wir  schliessen,  dass  für  Primzahlen  von  der  Form  6n  —  1  die  Con- 
gruenz 3i^  +  xy  +  y^  =  0  {modp)  nicht  bestehen  kann. 

Da  x  +  y  nicht  =0  {modp)  ist,  so  folgt  aus  {x+yY^xy  {modp): 

X  2    .y  2    ={x+yP-^  =  l   (modp), 

d.  h.  X  nnd  y  sind  gleichzeitig  quadratische  Beste,  oder  Nichtreste  von  p. 
Demgemäss  können  wir  sagen ,  dass  die  quadratischen  Beste  einer  Primzahl  p 
=  6n  +  l  sich  immer,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  in  n  Gruppen  von 
je  drei  Besten  vertheilen  lassen,  so  dass  die  Summe  der  Beste  in  jeder 
Gruppe  entweder  =p,  oder  =2ji  ist;  und  dasselbe  gilt  von  den  Nichtresten. 

Beispiele. 

Beste:  1+2  +  4  =  7;   Nichtreste:  3+5  +  6  =  2.7. 

P=13. 
Beste:  1  +  3  +  9  =  13,   4  +  10  +  12  =  2.13; 
Nichtreste:  2  +  5  +  6=13;   7  +  8  +  11  =  2.13. 

p=19. 
Beste-  1  +  7+11  =  19,   4  +  6  +  9=19,   5  +  16  +  17  =  2.19; 
Nichtreste:  2  +  3  +  14=19,  8  +  12+18  =  2.19,  10+13+15  =  2.19. 

NB.  Wenn  x=l  (modS)  ist,  so  enthält  x{x+l)  +  \  =  l+x+a?  den 
Factor  3,  sonst  nur  Primzahlen  von  der  Form  6n  +  l  als  Factoren,  oder 
1  +  X  +  a:*  ist  selbst  eine  solche  Primzahl.     So  ist  z.  B. 

4.5  +  1  =  3.7,   5.6  +  1  =  31,   6.7+1  =  43,   9.10  +  1  =7.13  etc. 
Biga.  Staatsrath  August  Bixkb. 
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XVX  Bemerkungen  über  Pol  und  Polare  eines  Eegelschnittes. 

1. 

Wir  gehen  von  zwei  projectivischen  Reihen  auf  ^^^2  ^^^9  welche  in  der- 
selben Ebene  £  liegen.  Eine  beliebige  Gerade  g  schneide  t^  in  X|  und  t^ 
in  I).  Die  entsprechenden  Punkte  zu  X^,  Y^  seien  resp.  X^^Y^.  h  sei 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  Xj,   Y^, 

Geben  wir  jetzt  g  alle  möglichen  Lagen  in  der  Ebene  E ,  so  gehört  zu 
jeder  Lage  von  g  eine  solche  von  h.  Eine  beliebige  Gerade  p  schneide  ein 
msammengehöriges  Geradenpaar  gh  in  den  resp.  Punkten  Cr,  H.  Wir  con- 
fitmiren  zu  G  den  vierten  harmonischen  G*  in  Bezug  auf  X^  Y^  und  zu  H  den 
vierten  harmonischen  H*  in  Bezug  auf  Xj  F^ .  p*  sei  die  Verbindungslinie 
dieser  vierten  harmonischen.  Dann  können  wir  beweisen,  dass  alle  Ge- 
raden p*  durch  einen  Punkt  P  gehen. 

Um  diesen  Nachweis  zu  führen,  betrachten  wir  f,,  t^  als  die  Orthogo- 
nalprojectionen  Ton  zwei  windschiefen  Geraden  l^^  l^  im  Räume.     Die  pro- 
jectivischen Reihen  auf  tj^  und  t^  fassen  wir  als  Orthogonalprojectionen  von 
twei  projectiYischen  Reihen  in  Zj ,  l^  auf.     Indem  wir  die  entsprechenden 
Punkte  der  letzteren  Reihen  verbinden,  erhalten  wir  eine  Regelschaar  eines 
Hyperboloids  H^.     Die  Linien   g  und  h  sind  Orthogonalprojectionen  von 
Geraden,  welche  in  Bezug   auf  H^  zueinander  conjugirt  sind.     Legen  wir 
dorch  p  zu  E  eine  Normalebene  P,  so  schneidet  diese  aus  den  zuletzt  er- 
ahnten conjugirten   Geraden   Ponktepaare,   deren  resp.   Verbindungslinien 
^c  Gerade  p   zur  Orthogonalprojection    haben.      Die   conjugirten   aber   zu 
<&e8en  Verbindungslinien  in  Bezug  auf  H^  sind  Gerade,    deren  Orthogonal- 
projectionen  in  den  resp.  Linien  p*  liegen.     Nun  gehen  diese  conjugirten 
^^«raden  alle  durch  den  Pol  Pu  der  Ebene  P  in  Bezug  auf  H^    Also  schnei- 
den sich  die  Linien  p*  in  der  Orthogonalprojection  P  von  P«.     Damit  ist 
^uisere  Behauptung  bewiesen.    Wir  geben  derselben  noch  eine  andere  Aus- 
^^cbweise. 

Legen  wir  an  das  Hyperboloid  H^  den  Cjlinder,  welcher  zur  Ebene  E 

^^^feecht  steht,  so  berührt  derselbe  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt 

^m*.    Die  Ebene  U  dieses  Kegelschnittes  enthält  Pu»     Sei  u  der  Schnitt 

^öÄ  U  mit  der  Ebene  P,  so  ist  Pu  der  Pol  von  u  in  Bezug  auf  JT^*.     Be- 

""^^rten  wir  jetzt,  dass  die  Orthogonalprojection  von  JT«'  in  dem  Kegel- 

*^**Jiitte  JT*  liegt,  welchen  die  projectivischen  Reihen  auf  /,  und  ^g  erzeugen, 

'"'^d  ^g  p  und  p  <jie  Orthogonalprojectionen  von  Pu  und  u  sind,  so  folgt, 

*^^  P  der  Pol  von  p  in  Bezug  auf  K^  ist.     Wir  haben  daher  den 

Scttz  I.     Construiren    wir    in    zwei  projectivischen   Reihen 

tI\Zj...,  XjFgZj...  zu  den  Schnittpunkten  von  X,  Fg  und  F, Xj 

^^t   einer  beliebigen  Geraden  p  die  vierten  harmonischen   in 

^^ng   auf  Xj  r,    und    r,X,,    so    liegen    die  Verbindungslinien 
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dieser  vierten  barmoniscben  auf  Geraden  durch  einen  Punkt. 
Dieser  ist  Pol  von  p  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt»  welchen 
die  projectivischen  Reihen  erzeugen. 

2. 

Der  nämliche  Kegelschnitt  JST^  welcher  durch  die  Reihen  auf  iyi^  her- 
vorgebracht wird,  kann  auch  durch  projectiyische  Reihen  erzeugt  werden, 
welche  t^  und  die  Gerade  X|  Z^  zu  Trägem  haben.  Sei  JE7  der  Schnittpunkt 
von  i^t^^  und  F  derjenige  der  Geraden  XjXj,  ^\^%i  so  sind  J^,  Z,  und 
Ty  Y|  entsprechende  Paare  der  zuletzt  erwähnten  Reihen.  Wenden  wir  den 
Satz  I  an,  und  sei  J  der  Schnittpunkt  von  JE7F  mit  |>,  so  folgt,  dass  der 
vierte  harmonische  J^  zu  7  in  Bezug  auf  "E  und  JP  mit  H.*  in  einer  Ge- 
raden durch  P  liegt.  Oben  haben  wir  gezeigt,  dass  ^H*  und  Q^  in  einer 
Geraden  p*  durch  P  liegen.  Es  muss  somit  diese  Gerade  mit  derjenigen 
durch  3^  und  B.*  zusammenfallen,  d.  b.  7*,  jET*  und  G*  liegen  in  derselben 
Geraden.     Combiniren  wir  dieses  Resultat  mit  Satz  I,  so  folgt: 

Satz  II.  Construiren  wir  in  den  Vierseiten,  welche  einem 
Kegelschnitt  umschrieben  sind,  je  zu  den  Schnittpunkten  der 
drei  Diagonalen  mit  einer  beliebigen  Geraden  p  die  Tierten 
harmonischen  in  Bezug  auf  die  Ecken  des  Vierseits,  so  liegen 
diese  vierten  harmonischen  in  einer  Geraden  und  diese  Ge- 
raden gehen  durch  den  Pol  der  Liniep  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. 

3. 

Wir  machen  von  Satz  I  und  II  einige  Anwendungen.  Zunächst  ge- 
statten  uns  diese  Sätze,  zu  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  durch  ffktS 
Tangenten  gegebenen  Kegelschnitt  den  Pol  zu  finden,  ohne  —  wie  dies 
gebräuchlich  ist  —  weitere  Tangenten  oder  Punkte  des  Kegelschnittes  in 
zeichnen.  Wir  bilden  aus  den  fttnf  Tangenten  zwei  Vierseite  und  con- 
struiren  auf  je  zwei  Diagonalen  eines  solchen  Vierseits  die  vierten  harmo- 
nischen zu  den  Schnittpunkten  mit  der  Polaren  in  Bezug  auf  die  resp. 
Ecken  des  Vierseits.  Die  Construction  ist  besonders  bequem,  wenn  p  un- 
endlich ferne  ist,  und  beweist  folgenden: 

Säte  HL  Seien  A^B^C^...^  A^B^C^.,.  zwei  projectivische 
Reihen,  welche  einen  Kegelschnitt  K^  erzeugen,  so  gehen  die 
Verbindungslinien  der  Mitten  von  A^B^^  ^1-^9  A^s>  ^1^1  ••• 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes. 

Bemerken  wir,  dass  in  projectivischen  Reihen  dem  Schnittpunkte  der 
Träger  die  Berührungspunkte  entsprechen,  so  lässt  sich  nach  Sats  III  der 
Mittelpunkt  auch  in  dem  Falle  leicht  construiren,  in  welchem  der  Kegel- 
schnitt durch  vier  Tangenten  und  einen  Berflhrungspunkt  oder  durch  drei 
'V^sagenten  und  zwei  Berflhrungspunkte  gegeben  ist. 
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För  das  Fanfseit  der  Tangenten  ergiebt  sich  folgender: 
SaU  IV,  Constrairen  wir  bei  einem  Fünfseit  auf  den  15 
Geraden,  welche  je  zwei  Ecken  —  und  nnr  zwei  —  des  Fünf- 
seits  verbinden,  zwischen  diesen  die  Mittelpunkte,  so  liegen 
dieselben  fünfmal  zu  dreien  auf  fünf  Geraden.*  Diese  gehen 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  welcher  dem  Fünf- 
seit eingeschrieben  ist. 

4. 

Geben  wir  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  M  und  drei  Tan- 
genten <|,  <2>  ^'  8^  stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  weitere  Tangenten 
des  Kegelschnittes  zu  zeichnen.  Wir  lösen  dieselbe,  indem  wir  auf  ^,  und 
^s  projectivische  Reihen  construiren.  Die  Schnittpunkte  Ä^ ,  A^  von  <, ,  t^ 
mit  a  sind  ein  Paar  dieser  Reihen.  Soll  zu  einem  Punkte  B^  auf  t^  der 
entsprechende  B^  gefunden  werden,  so  verbinden  wir  B^  mit  A^  und  zeichnen 
die  Mitte  M^  dieser  Linie.  Dann  muss  nach  dem  Satze  III  auf  der  Ge- 
raden 3f|lf  die  Mitte  Jlf,  von  AiB^  liegen.  M^  befindet  sich  aber 
auch  auf  der  Parallelen  tf*  zu  t^^  welche  den  Abstand  zwischen  Ai  und 
t^  halbirt.     Somit  ist  M^  als  ng.  i. 

Schnittpunkt  von  t/^  mit  MiM 
bestimmt.  Ziehen  wir  A^  M^ , 
so  schneidet  diese  Gerade  aus 
«,  den  Punkt  B^  (Fig.  l). 

Lassen  wir  jetzt  B^  die 
Gerade  t^  durchlaufen,  so  be- 
wegt sich  Ml  auf  einer  Pa- 
rallelen i^*  zu  ^1 ,  welche  den 
Abstand  zwischen  A^  und  ti 
halbirt.  Die  Linie  M^M^ 
dreht  sich  um  If,  und  M^ 
durchläuft  t^\  Damach  Iftsst  B^ 
sich  die  Construction  der  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  auch  so  aussprechen:  Wir  ziehen  durch  M  eine 
beliebige  Gerade,  welche  t^*  in  M^  und  t^*  in  M^  schneide.  Die  Linien 
^3fi  und  A^M^  treffen  resp.  ^,  und  t^  in  Punkten  einer  Tangente. 

Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  t^,  t^  erhalten  wir  als  die  ent- 
sprechenden zum  Schnittpunkte  dieser  Geraden.  Wir  verbinden  somit  M 
mit  dem  Schnittpunkte  von  t^t^*  (t^ii*)  und  schneiden  diese  Gerade  mit  ^i'*' 
(Jt^*).  Die  Projection  dieses  Schnittpunktes  aus  A^  (A^)  auf  t^  {t^)  ist  der 
gesuchte  Berührungspunkt  PiiO^). 


*  Es  sind  die  Mittelpunktslinien  der  fSnf  EegelBchnittsohaaren ,  welche  lu 
Grondlinien  die  fünf  Vierseite  haben,  in  die  sich  das  Fünfseit  zerlegen  l&Mt 
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betrachten  wir  die  Geraden  t^a  oder  t^a  als  Träger  der  projectiTiBcheii 
Reihen,  welche  den  Kegelschnitt  mit  dem  Mittelpunkte  M  erzeugen,  80  kennen 
wir  diese  Reihen  auf  dieselbe  Weise  construiren ,  wie  unter  4  die  Reihen  anf 
^,  und  ^2*    ^ii*  stellen  daher  folgenden  Satz  auf: 

Satz  V.  Einem  Kegelschnitte  von  gegebenem  Mittelpankte 
M  sei  ein  Dreieck  ABC  resp.  ahc  umschrieben.  Ä*B*C*  resp. 
a*h*c^  sei  das  Dreieck  der  Seitenmitten  yonÄBC.  Eine  beliebige 
Gerade  durch  M  schneide  a*b*c*  in  den  Punkten  ^,,  B^^  C7,. 
Dann  troffen  die  Linien  ÄA^y  BB^,  CC^  die  resp.  Geraden  abc 
in  Punkten  einer  Tangente  des  Kegelschnittes.  If^*  schneidet 
a*  in  einem  Punkte,  dessen  Projection  aus  Ä  auf  a  uns  den 
Berührungspunkt  dieser  Tangente  giebt. 

Transform iren  wir  die  Figur  dieses  Satzes  in  einer  centrischen  Col- 
lineation  erster  Ordnung,  so  gelangen  wir  zu  der  Construction  der  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes,  der  durch  die  Polare  p  eines  gegebenen  Punktes 
/'  und  drei  Tangenten  a^  h^  c  bestimmt  ist.  Dabei  müssen  wir  zn  den 
Schnittpunkten  der  Tangenten  mit  p  die  resp.  vierten  harmonischen  in  Bezug 
siuf  die  Ecken  des  Tangentendreiecks  zeichnen:  Diese  vierten  harmonischen 
liegen  auf  einem  Dreieck,  welches  zu  dem  Tangentendreieck  perspecÜTisch 
ist.  Nennen  wir  es  das  zum  Tangentendreieck  in  Bezug  anf  p 
harmonisch  gelegene  Dreieck,  so  ergiebt  sich  aus  Satz  V  folgender: 

Fip.  2.  SflteF/.  Von  einem 

Kegelschnitte  sei 
der  Pol  zu  einer 
Geraden  p  and  ein 
Tangentendreieck 
^^Cresp.  abcgege- 
ben (Fig.2).  Ä*B*C* 
resp. a^b^c*  liege  sn 
ABC  in  Bezug  anf 

P  harmonisch« 
Schneiden  wir  die 
Seiten  von  a*h*(f^ 
mit  einer  Geraden 
durch  P  und  projiciren  wir  diese  Schnittpunkte  aus  den  gleich- 
namigen Ecken  von  ABC  auf  die  resp.  Seiten  abc,  so  erhalten 
wir  drei  Punkte  einer  Tangente  des  Kegelschnittes.  Projici- 
ren wir  die  Ecken  des  Dreiecks  .4* -B*C7*  aus  /'auf  seine  gleich- 
namigen Seiten  nnd  projiciren  wir  diese  Projectionen  aus  den 
gleichnamigen  Ecken  von  ABC  auf  die  resp.  Seiten  abe,  so 
*  alten  wir  ihre  Berührungspunkte  mit  dem  Kegelschnitte. 
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Machen  wir  von  Satz  V  eine  duale  Uebersetzung,  so  lehrt  uii9  dieselbe 
Punkte  eines  KegelacbDiltea  finden,  von  dem  wir  den  Mittelpunkt  M  und 
_dKi  Punkte  Ä,  B,  C  kenneo.  Dabei  müssen  wir  M  mit  ABC  verbinden 
id  tu  diesen  Verbindungslinien  je  die  vierten  harmonischen  in  Bezug  auf 
Hin  Seiten  des  Dreiecks  ABC  zeichnen.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir 
I  Dreieck  A'B'C,  welches  zu  ABC  mit  M  ala  Centrum  perspec- 
1  liegt.  Wir  nennen  ea  doa  zu  ABC  in  Bezug  auf  itf  harmonisch  ge- 
g»ne  Dreieck.  Dann  erhalten  wir  Punkte  des  Kegelschnittes  nach  folgendem: 
Sali  Vn.  Ein  Kegelschnitt  von  gegebenem  Mittelpunkte 
Jf  sei  einem  Dreieck  ABC  resp.  alc  umschrieben.  A'll'C* 
iflsp.  a'h'd'  liege  zu  ABC  in  Bezug  auf  M  harmonisch.  Proji- 
tiiBD  wir  dieEcken  von.i*B'C'in  beliebiger  Richtung  auf  die 
^JeichDamigen  Seiten  von  ahc,  30  schneiden  sich  die  Geraden, 
•eiche  durch  diese  Projeotionen  und  die  resp.  Ecken  A,  B,  C 
fehen,  in  einem  Punkte  des  Kegel schnittea.  Ziehen  wir  durch 
»e  Ecken  von  A''B*C'  zu  den  resp.  Seiten  a'Vv'  die  Paral- 
»len,  so  treffen  diese  resp.  abc  in  Punkten,  durch  welche  die 
'esi).  Tangenten  in  ABC  gehen. 

Rehren  wir  die  in  Satz  V  ausgesprochenen  Beziehungen  zwischen  den 
t*« rOhrungspunkten    der  Tangenten  und  dem  Pole  um,    so  könnei 
^d^m  Berührungspunkten  den  Pol  finden,  wenn  die  Polare  gegeben 


inden    uns   nochmals   zu  Satz  1    und    nehmen    an ,    dass  p  eta^' 
mte   des  Kegelschnittes   sei,    welcher   durch   die  tteihen   auf  (,  un 
»ngt  wird.     Dann  berührt  die  Gerade  p  in  ihrem  Pole  den  Kegelüchi 
■  ichneidet  folglich  /i  in  diesem  Berührungspunkte. 

Wir  bemerken  nun ,  dass  in  Bezug  auf  ein  Vierseit  zu  jeder  Lage  von  p 
»bestimmte  Lage  von  p*  gehört.     Wir  wollen  zwei  solche  Lagen 
'  'n  Bezog    auf   das    Vierseit    harmonisch    nennen.     Mit  Benatzung 
dioMr  Ausdrucks  weise  sagen  wir: 

Sota  VIII.    Construiren  wir  zu  einer  Tangente  eines  Kege 
><:hnittes    die  harmonisch  Hegenden  Geraden  in  Bezug  auf  d 
i»Ba   Kegelschnitt    umschriebenen    Vierseite,    so    gehen    diD8< 
'Menden  dnrcb  den  Berührungspunkt  der  Tangente. 

Die  Beziehung  von  pp*  in  Bezug  auf  ein  Vierseit  ist  eine  vertausch- 
'■'e.  Folglich  muss  der  Kegelschnitt,  welcher  dem  Vierseit  eingeschrieben 
it  iiqJ  p*  berührt,  im  Schnittpunkte  von  p'  mit  p  den  Berührungspunkt 
"■^n.     Wir  können  dies  so  aussprechen: 

Saiss  IX.    Die  zwei  Kegelschnitte  einer  Seh  aar,  welche  zwei 

'n    fiezug    auf    das    Vierseit    der    Grundtangenten    harmoniBoh 

l'**««6lidB  Gerade  berühren,  habpn  den  Schnittpunkt  dieserGe* 

Dr.  (Christian  Beybl.  . 
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XVn.   üeber  die  parallelperipeotiviiche  AoffiuMnng  der  Zeiehnnngs- 
ebene  bei  der  Omnd-  und  AnfrissprojectioiL 

Herr  Reuschle  bat  in  seiner  interessanten  Scbrift  ^Die  Deck  •Ele- 
mente*'* u.  A.  die  Begriffe  „Deckebene**  nnd  j^symptotiscbe  Gerade*, 
d.  i.  Ebene y  bezw.  Gerade,  deren  beide  Spuren  in  der  Zeicbnnngsebene  sich 
decken,  in  die  descriptive  Geometrie  eingeführt.  Durch  jede  Gerade,  ge- 
geben durch  ihre  Spuren  H  und  V  (Fig.  1),  geht  eine  Deckebene;  ihre 
Spuren  fallen  in  die  Linie  HV'  zusammen.  Durch  jeden  Punkt  ifl^a)  geht 
eine  symptotische  Gerade;  ihre  Spuren  fallen  in  einen  Punkt  ^*  zusammen, 
der  auf  dem  Grundloth  aa  so  liegt,  dass  (wenn  g  den  Schnittpunkt  von 
Grundloth  und  Grundschnitt  bedeutet)  aA^^^ga^  also  auch  aii*=^a'ist. 
Der  Punkt  A*  wird  als  der  zum  Punkte  (a,  a)  gehörige  „Centralpunkt" 
bezeichnet.  Die  Centralpunkte  aller  Punkte  einer  Geraden  liegen  anf  der 
8pur  der  Deckebono  der  Geraden . 


Die  einfachen  und  eleganten  Constructionen ,  welche  Herr  Benachle 
mit  Hilfe  dieser  zwei  Deckelemente  entwickelt,  lassen  sich  nun  auch  noch 
auf  andere,  und  zwar  sehr  anschauliche  Weise,  nämlich  vom  Gesichtspunkte 
der  sogenannten  Militärperspective  und  Cavalierperspective  aus 
erklären. 

Man  kann  die  Militärperspective  bekanntlich  definiren  als  schiefe  Pa- 
rallelprojection  auf  eine  horizontale  Bildebene  mit  einer  unter  45®  gegen 
dieselbe  geneigten  Richtung  der  parallelen  Sehstrahlen.  Ist  also  das  Object 
durch  Grundriss  und  Höhen  der  einzelnen  Punkte  gegeben,   so  bilden 

*  C.  Keuschle,  Die  Deck •  Elemente.    Stuttgart,  Metsler.    1882. 
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sich  der  Gnmdriss  als  congraente  Figur,  die  Höben  in  wahrer  Grösse  ab, 
und  man  erhält  die  militfirperspectiviscbe  Abbildung  des  Objeets  einfach 
dadurch,  dass  man  von  den  einzelnen  Punkten  der  Grnndrissfigur  aus  die 
zugehörigen  Höhen  parallel  mit  der  Richtung  der  Horizontalprojection  des 
Sehstrahls  in  die  Ebene  der  Grundrissfigur  umlegt. 

Denkt  man  sich  demgemftss  ein  descriptives  Grundsystem,  bestehend 
aus  Horizontalebene  und  Verticalebene  in  rechtwinkliger  Verbindung,  und 
legt  die  Verticalebene 'durch  Drehung  um  den  Grundschnitt  in  die  Horizon- 
talebene um,  so  kann  die  so  entstandene  i, Zeichnungsebene''  mit  den  in  ihr 
liegenden  Punkten  und  Linien  aufgefasst  werden  als  die  militärperspectiyische 
Abbildung  des  ursprünglichen  rechtwinkligen  Grundsystems  mit  den  in  seinen 
Ebenen  liegenden  Punkten  und  Linien,  und  zwar  für  eine  Richtung  der 
Sehstrahlen,  deren  Horizontalprojection  senkrecht  zum  Grundschnitt  ist 

Stellen  also  z.  B.  in  der  Zeichnungsebene  (Fig.  1)  H  und  V  die  Spuren 
einer  geraden  Linie  vor,  so  ist  vY'  die  umgelegte  Höhe  des  Punktes  F', 
und  es  kann  also  die  directe  Verbindungslinie  HV*  aufgefasst  werden  als 
die  Militärperspective  der  räumlichen  Geraden  H  V.  Sind  ferner  a ,  a  die 
Projectionen  eines  Punktes  Ä  der  Geraden,  und  schneidet  das  Grundloth 
aa  die  Linie  HF'  in  Ä*y  den  Grundschnitt  in  ^,  so  stellt  A*  die  Militärper- 
spectiye  des  Punktes  A    dar;   aÄ*    ist    die   umgelegte  Höhe,   folglich  ist 

Ebenso  gut  kann  man  sich  auch  das  Object  durch  seinen  Aufriss  und 
die  Ordinaten  der  einzelnen  Punkte  gegeben  denken  und  dasselbe  dadurch 
abbilden,  dass  man  von  den  einzelnen  Aufrisspunkten  aus  die  zugehörigen 
Ordinaten  parallel  zur  Verticalprojection  des  Sehstrahls  in  die  Ebene  des 
Aufrisses  umlegt.  Man  erhält  dann  ein  Bild ,  das  als  „cavalierperspec- 
tivisch^  zu  bezeichnen  ist. 

Demgemäss  kann  die  Zeichnungsebene  eines  descriptiven  Grundsystems, 
wenn  man  sich  dieselbe  dadurch  hergestellt  denkt,  dass  man  die  Horizon- 
talebene in  die  als  fest  betrachtete  Verticalebene  umlegt,  auch  aufgefasst 
werden  als  die  cavalieiperspectivische  Abbildung  des  räumlichen  Grund- 
systems für  eine  Richtung  des  Sehstrahls,  senkrecht  zum  Grundschnitt. 

Unter  diesem  letzteren  Gesichtspunkte  betrachtet,  stellt  in  Fig.  1  h'H 
die  umgelegte  Ordinate  des  Punktes  H,  folglich  V'H  die  Cavalierperspective 
der  räumlichen  Geraden  V'H  vor.  Ä*  repräsentirt  die  Cavalierperspective 
des  Punktes  A,  aÄ*  die  umgelegte  Ordinate;  es  ist  also  aÄ*^=ga. 

Die  von  Herrn  Reuschle  eingeführte  Darstellung  eines  Punktes  durch 
eine  seiner  Projectionen  a,  bezw.  a\  und  seinen  Centralpunkt  Ä*  kann 
hiemach  identificirt  werden  mit  seiner  axonometrischen  Darstellung  nach 
dem  System  der  Militärperspective,  bezw.  Cavalierperspective. 

Es  mag  noch  an  einem  Beispiel  gezeigt  werden,  wie  die  dargelegte 
Auffassungsweise  bei  Constructionen  der  descriptiven  Geometrie  mit  Vortheil 
verwerthet  werden  kann. 
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Hioan  ftsseUieseeiid  fUiren  wir  noch  folgende  Beieiclinnngen  ein.  Wir 
bezeichnen  die  Ksgel  mii  f.  einen  Kreb  aaf  ihr  mit  k  oder  i^,  seilt 
Ebene  mii  s  oier  s,  usi  deren  Pol  mit  K  bezw.  JE^;  einen  Kegebehnitt 
Kiiit  C\  seine  Ebene  mit  7.  Eine  Gerade  heiese  g^  ihre  Polare  g'  u.  8.  w. 
Abhünend  veraen  wir  gelegentlich  einen  BerOhrnngskegel  der  Kngel ,  deam 
Mittelpunkt  K  ist,  den  , Kegel  K*^  nennen. 


L  Du  raehtwiaklige  Sehneiden, 

Auf  der  Kogel  K*  ist  der  Kreis  h^  gegeben;  gesncht  alle  Kreise  i; 
welche  t|  rechtwinklig  schneiden.  Die  Tangenten  t  und  t^  in  einem  gemeii 
$amen  Punkte  B  der  Kreise  i  und  k^  stehen  aufeinander  normal  und  liii 
infoli^^  dessien  polar  zueinander.  Da  nun  alle  Tangenten  /|  yon  J^  in  d« 
KlM^ne  Xj  H«^:«n,  so  gehen  alle  Tangenten  t  der  Kreise  k  durch  den  Polf, 
t\m  tt,.  \L  h.  die  i^  bilden  ein  Bfindel.     Das  ist  der  Satz: 

^AUe  Kugelkreide  k^  welche  einen  Kreis  k^  normal  schneiden,  bildei 
<»iu  HAndeK  de^s^ten  Mittelpunkt  der  Pol  von  «j  ist;  ihre  Pole  liegen  in  1,.' 
Wir  lo^n  durch  iwei  polare  Geraden  g'  und  g  je  eine  beliebige  KiQBii- 
olH^uit»  N  und  Xj «  und  liehen  an  die  Kreise  k  und  ki  im  einen  Sohnit^raiürte 
i%  dio  *l\u\^4it«>n  t  und  /, .  Die  Polare  von  f|  ist  eine  Tangente  von  I' 
\\\\  Punklo  K  und  schneidet  g\  weil  g  und  t^  in  einer  Ebene  liegen,  sie 
t)iUl  mUo  mii  t  tu$ammen«  und  da  t  und  ^|  als  polare  Geraden  normal  eiod, 
HO  »ohiiotdi'U  »ioh  it  und  ib^  rechtwinklig  im  Punkte  B.  Die  Ebenen  %  vai 
s^  \MUVU  tn^Ut^bi^  durch  g'  und  g  gelegt,  also  gilt  allgemein: 

«S\Uil  die  Axen  iweier   KreisbtLschel  polare  Geraden,  so  schneidet 

jodov  Kiv\ai  do«  einen  Bfl$chels  jeden  Kreis  des  andern  normal. ** 

S\ud   uuu  auf  A*  die  beiden  Kreise  Jk,  und  k^  gegeben,  so  liegen  die 

\\A\\  i^Uoi  Kvviso,  weiche  diese  beiden  rechtwinklig  schneiden ,  nach  obiges 

(UU«'   nut  dor  S^'huitUiuie   I|M,;   die  Kreise  selbst  bilden  also  ein  fiflschei, 

sU^M^w  \\t^  A,Ay   iu  «|»g  polar  ist    Mit  Hilfe  des  letzten  Sattes  kOnnca 

»AUo  Kivisto«  welche  twei  Kreise  k.  und  iL  normal  schneiden,  bildei^ 
sU\m   hUHoM    A|A^;    sio    werden  von  allen  Kreisen  des  Bflschels  (X^i'^ 

Oll»!  Khmm»,  df»re«  Ebenen  nicht  durch  eine  (Gerade  gehen,  sondö^"* 
•«it«h  \\\  «Mumu  TuuKto  «ohnoiden.  werden  nur  von  einem  Kreise  k  rechtwink^-^ 
^iiHi.liMiHimi  u%^\\\  \\\\  \M  v^*  «^^)  der  Schnittpunkt  A'  der  drei  Kreisebex^^ 
IimIh  A\\s\A\  A  ^oli0hil<«  Uerade  g  hat  eine  in  x  liegende  Polare  g\  und  0^ 
niiijjiHM  \\\\A  ^M\^^  Ji^dor  KriMs  des  Bflschels  g  von  k  rechtwinklig  gescla^ 
liiiii  \U\  1/  lUiti«  Itoliol^io  durch  A'  gehende  Gerade  war,  so  gilt  das 
vtMt  liMlimi  Kii^lno  dim  Handels  A'.     So  haben  wir: 


XIV. 
Geometrie  der  Kreise  einer  KugeL 

Von 

Dr.  F,  Schumacher 

in  Mats. 


Die  Stei n er *8che  Aufgabe:  „Einen  Kreis  zu  suchen,  welcher  drei  ge- 
gebene Kreise,  oder  eine  Kugel,  welche  vier  gegebene  Kugeln  unter  gegebe- 
ne Winkeln  schneidet **  wurde  in  neuester  Zeit  von  Herrn  Prof.  Reje  in 
leinem  Buche:  „Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugel- 
systeme (Leipzig  1879)"  in  umfassender  Weise  gelöst.  Die  zahlreichen 
bierbei  zur  Anwendung  kommenden  Sätze  über  Kreissystemo  hat  Herr  Pro- 
fessor Thomae  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  29  S.  284  durch  stereogra- 
pUsehe  Projection  auf  die  Ebene  übertragen  und  dadurch  eine  Lösung 
des  erweiterten  Apollonischen  Problems  für  die  Ebene  gegeben.  In  der 
Toriiegenden  Arbeit  sollen  diese  Eigenschaften  der  Kreissjsteme  einer  Kugel 
nochmals  untersucht  werden.  Es  findet  sich  naturgemäss  eine  Anzahl  der 
hier  abgeleiteten  Sätze  schon  in  der  obengenannten  Druckschrift  des  Herrn 
Prof.  Beje;  während  aber  Herr  Reje  dieselben  mit  Hilfe  reciproker  Radien 
Qsd  orthogonaler  Kugeln  ableitet,  gelangen  wir  hier  zu  denselben  auf  einem 
ttdem,  bisher  noch  nicht  betretenen  Wege,  nämlich  mittels  der  Polaren- 
tiieorie.  Wir  weisen  jedem  Kreise  einer  Kugel  den  Pol  seiner  Ebene  in 
Bsmg  auf  diese  Kugel  zu  und  zeigen,  dass  dann  gewissen  Kreissystemen 
Bnd  Kreisschaaren  der  Kugel  gewisse  Hyperboloide  und  doppelt  berührende 
^i^lschnitte  im  Räume  entsprechen.  Die  Einführung  dieser  Gebilde  in  die 
^eorie  der  Kugelkreise  gestattet  Betrachtungen ,  welche  sich  nur  mit  Punk- 
^n,  nicht  mehr  mit  Kreisen  beschäftigen,  und  die  gefundenen,  allgemeinen 
^tze  ergeben  durch  einfache  üebertragung  die  Beziehungen  der  Kugelkreise. 

Wir  werden  im  Folgenden  häufiger  die  Ausdrücke  „  Kreisbündel  **  und 
iCreisbüschel*'  gebrauchen,  für  welche  wir  die  beiden  Definitionen  festlegen 
ollen: 

1.  Alle  Kugelkreise,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  bilden 
^^  Kreisbündel ;  ihre  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  liegen  in  einer  Ebene, 
md  das  Kreisbündel  ist  daher  durch  drei  seiner  Kreise  bestimmt. 

2.  Alle  Kugelkreise,  deren  Ebenen  durch  eine  Gerade  gehen,  bilden 
-*»  KreisbOschel ;  ihre  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  liegen  in  einer  Geraden, 
und  das  Kreisbüschel  ist  daher  durch  zwei  seiner  Kreise  bestimmt. 

Z«itoc]irlfl  f.  Mathematik  n.  Pb/aJk  XXXIV,  5.  l'l 
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Hieran  anschliessend  führen  wir  noch  folgende  Beseichnnngen  ein.  Wir 
bezeichnen  die  Kugel  mit  K*y  einen  Kreis  anf  ihr  mit  h  oder  hr^  seine 
Ebene  mit  x  oder  «r  and  deren  Pol  mit  K  bezw.  Kr]  einen  Kegelschnitt 
mit  C\  seine  Ebene  mit  y.  Eine  (Gerade  heisse  g,  ihre  Polare  g'  n.  s.  w. 
Abkürzend  werden  wir  gelegentlich  einen  Berührungskegel  der  Kugel ,  dessen 
Mittelpunkt  K  ist,  den  ^ Kegel  K**  nennen. 


L  Das  rechtwinklige  Schneiden. 

Anf  der  Kugel  K^  ist  der  Kreis  A;,  gegeben;  gesucht  alle  Kreise  k^ 
welche  k^  rechtwinklig  schneiden.  Die  Tangenten  t  und  t^  in  einem  gemein- 
samen Punkte  B  der  Kreise  k  und  k^  stehen  aufeinander  normal  und  sind 
infolge  dessen  polar  zueinander.  Da  nun  alle  Tangenten  t^  yon  k^  in  der 
Ebene  X|  liegen,  so  gehen  alle  Tangenten  t  der  Kreise  k  durch  den  Pol  K^ 
von  X],  d.  h.  die  k  bilden  ein  Bündel.     Das  ist  der  Satz: 

„Alle  Kugelkreise  ib,  welche  einen  Kreis  k^  normal  schneiden,  bilden 
ein  Bündel,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  von  X|  ist;  ihre  Pole  liegen  in  Xi.*" 
Wir  legen  durch  zwei  polare  Geraden  g'  und  g  je  eine  beliebige  Ki^s- 
ebene  x  und  x^ ,  und  ziehen  an  die  Kreise  k  und  ib|  im  einen  Schnit^nnkte 
B  die  Tangenten  t  und  <, .  Die  Polare  von  ^|  ist  eine  Tangente  von  K* 
im  Punkte  B  und  schneidet  g\  weil  g  und  t^  in  einer  Ebene  liegen,  sie 
fHUt  also  mit  t  zusammen,  und  da  t  und  t^  als  polare  Geraden  normal  sind, 
so  schneiden  sich  k  und  k^  rechtwinklig  im  Punkte  B.  Die  Ebenen  x  nnd 
X,  waren  beliebig  durch  g'  und  g  gelegt,  also  gilt  allgemein: 

9 Sind  die  Axen  zweier  Kreisbüschel  polare  Geraden,  so  schneidet 
jeder  Kreis  des  einen  Büschels  jeden  Kreis  des  andern  normaL" 

Sind  nun  auf  K^  die  beiden  Kreise  k^  nnd  k^  gegeben,  so  liegen  die 
Pole  aller  Kreise,  welche  diese  beiden  rechtwinklig  schneiden,  naeh  obigem 
Satze  auf  der  Schnittlinie  XgX,;  die  Kreise  selbst  bilden  also  ein  Bflachel, 
dessen  Axe  ^i^'^  zu  x^x,  polar  ist.  Mit  Hilfe  des  letzten  Satiee  kGnnen 
wir  daher  sagen: 

9 Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  k^  nnd  k^  normal  schneiden,  bilden 
das  Büschel  A\A\;  sie  werden  von  allen  Kreisen  des  Büschels  {k^k^) 
normal  geschnitten.  ** 

Drei  Kreise,  deren  Ebenen  nicht  durch  eine  Gerade  gehen,  sondern 
sich  in  einem  Punkte  schneiden ,  werden  nur  von  einem  Kreise  k  rechtwinklig 
geschnitten ;  sein  Pol  ist  (S.  2ö8)  der  Schnittpunkt  A'  der  drei  Kreisebenen. 
Jede  durch  A'  gehende  (3erade  g  hat  eine  in  x  liegende  Polare  g\  und  nach 
Obigem  wird  daher  jeder  Kreis  des  Büschels  g  von  k  rechtwinklig  geschnit- 
ten; da  g  eine  beliebgie  durch  A'  gehende  Gerade  war,  so  gilt  das  Gesagte 
«on  jedem  Kreise  dee  Bündels  AT.    So  haben  wir: 
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^Alle  Kreise  eines  Bündels  werden  von  einem  einzigen,  reellen  oder 
imaginftren  Kreise  normal  geschnitten;  derselbe  heisst  der  Orthogonalkreis 
des  Bündels,  und  seine  Ebene  hat  den  Mittelpunkt  des  Bündels  zum  Pol**, 
nod  femer  noch: 

„Drei  nicht  in  einem  Büschel  liegende  Kreise  werden  nur  vom  Or- 
tbogonalkreise  des  durch  sie  gebenden  Bündels  normal  geschnitten.*' 
Der  Orthogonalkreis  eines  Bündels  ist  nur  dann  reell ,  wenn  der  Mittel- 
pQiikt  des  Bündels  ausserhalb  der  Kugel  liegt;  der  Orthogonalkreis  reducirt 
sich  auf  einen  Punkt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Bündels  ein  Punkt  der  K^ 
ist  Liegt  endlich  der  Mittelpunkt  des  Bündels  innerhalb  A'^,  so  ist  der 
Orthogonalkreis  imaginär;  in  diesem  Falle  gehört  zum  Bündel  auch  der 
Kreis,  welcher  die  kleinsten  durch  IC  gehenden  Sehnen  der  Kugel  zu  Durch- 
messera  hat  und  von  jedem  Kreise  des  Bündels  in  diametral  gegenüber- 
liegenden Punkten  geschnitten  wird. 

^      n.  Die  Berfihnmg. 

Zwei  Kreise  A^^  und  k  mögen  im  Punkte  B  sich  und  die  gemeinschaft- 
liche Tangente  ti  berühren;  da  t^  in  x  und  x^  liegt,  so  fällt  ihre  Polare  f', , 
ih.  die  in  B  auf  ^^  normale  Tangente  mit  ATA^  zusammen  und  geht  stets 
durch  A",,  wenn  t^  auf  A^i  rollt.     Also: 

^Die  Pole  aller  Kugelkreise  X;,  welche  einen  Kreis  A^i  berühren,  liegen 
auf  demjenigen  Berührungskegel  der  A'^  welcher  den  Pol  A^i  zum  Mittel- 
punkt hat^ 
Die  Pole  aller  Kreise  A;,   welche  zwei  gegebene  X;,   und  k^  berühren, 
Uegen  daher  auf  der  Curve  vierter  Ordnung  C\  in  welcher  sich  die  beiden 
Kegel  A^i  und  /T^  schneiden.     Eine  beliebig  durch  A^^  A^^  =  9  S^^^ß^^  Ebene  t 
tiifft  die  C^  in  vier  Punkten  C\  iX,  C",  D",  welche  durch  sechs  Sehnen  der 
Corve  verbunden  werden  können  (Fig.  1).    Vier  dieser  Sehnen  sind  Strahlen 
^tt  Kegel  A",  und  A",  und   berühren  daher  die  A"'  in  je  einem  der  Punkte 
•^,  B^^  A^^  B^^   in   denen  die  beiden  Kreise  \  und  k^  von  e  geschnitten 
werden;    die   beiden   anderen   Sehnen  C' D'  und   C'!)"  mögen   sich  in   G* 
x^eiden.     Der  Pol  der  Geraden  CD'  {C"D")  in  Bezug  auf  den  in  i  lie- 
^nden  Kreis  k,  der  K*  ist  der  Schnittpunkt  P'  (P")  der  beiden  Polaren 
^1-4,  und  ^1^,   (^iJ?2  und  BiA^)  von  C  und  2)'  (D"  und  C").     Infolge 
'^een  hat  die  Gerade  P' P"  zum  Pole  bezüglich  k^  den  Punkt  &V  <^^^<^^ 
^^Ichen  daher  auch  die  Diagonalen  AiB^  und  A^B^  des  k^  eingeschriebenen 
^erecks  A^A^B^B^  gehen.     Aus  letzterem  folgt  weiter,  dass  ff  bezüglich 
i   die  Gerade  k^k^  zur  Polare  hat,  also  fallen  P' P"  und  K^K^  zusammen, 
^d  &  liegt  auf  der  Polare  p  =  Xj  Xg  von  g.     Jede  mit  g   in  einer  Ebene 
^^fende,  aber  nicht  durch  h\  oder  A,  gehende  Sehne  CD  der  C^  schneidet 
^^mnach  auch  g.     Da  femer  P'  und  P''  bezüglich  k,  conjugirt  sind,  so  liegt 
^'  auf  der  Polare  CD"  von  P"  und  umgekehrt  P"  auf  der  Polare  CD' 
^on  /»'.     Wir  werden  nun  gleich  nachweisen,  dass  P'  und  P"  von  der  Lage 
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der  Ebene  t  nnabbBngig  sind,  jede  gi'  schneidende,  aber  nicht  dorch  K, 
und  £,  gehende  Sehne  der  C*  liegt,  wie  hierans  folgt,  in  einer  der  beiden 
anTerKnderlichen  Ebenen  P'g  =  y"  nnd  P"g  =  j;  die  C*  zernilt  also  in  «wei 
Kegelschnitte  C\f  nnd  C",,  der  Ebenen  y'  nt^d  /'.  Die  beiden  reellen  oder 
imaginlren  Schnittpunkte  der  Kreise  ft,  nnd  k^  liegen  anf  den  beiden  Kegeln 
f,  nnd  A',,  also  anch  anf  den  Schnittearven  C'u  nnd  C,,,  und  zwar  be- 
rOhren  diese,  ebenso  wie  die  Kegel,  in  jenen  beiden  Punkten  die  Kngel  A'*. 


Die  Unabhüngigkeit  der  Pnnkte  P'  nnd  P"  tod  t  ergiebt  sich  ans 
Folgendem.  Wie  schon  bewiesen,  liegen  P'  nnd  P"  anf  j'=4',4',  und 
bind,  wie  leicht  ersichtlich,  durch  F^  nnd  J'j  barmoniscb  getrennt  and 
jn  Bezug  &nf  k,,  also  auch  auT  A'^  conjnfiirt;  weisen  wir  nun  je  iwei  Punkte 
von  g'  einander  zu,  welche  durch  ü*!  nnd  A\,  becw.  durch  die  A*'  har- 
monisch getrennt  sind,  so  erbalten  wir  zwei  involntorische  Ponktreihen, 
von  denen  die  erttere  zwei  reelle  (A*, ,  A\),  die  letztere  zwei  reelle  (Jlf,  2f)  oder 
imaginäre  Ordanngselemente  besitzt,  und  da  diese  sich  nicht  trennen,  so 
haben  die  Pnnktreihen  stets  ein  reelles  Pnnktepser  /'',  P"  gemein,  aber 
auch  nur  eins,  d.  fa.  /''und  P"  ändern  ihre  Lage  mit  t  nicht. 

Der  Pol  der  Ebene  /  liegt  anf  g'  und  l^llt  mit  dem  Pole  P'  von  CD' 
beaBglioh   t,  znsanunen;   ebenso   folgt,   dais  P"  der  Pol  der  Ebene  y"  ist. 
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Die  beiden  Pnnkte  P'  und  P"  haben  für  h^  und  h^  noch  eine  beson- 
[An  Bedeatong.  Legen  wir  nämlich  durch  k^  einen  Kegel  mit  dem  Cen- 
faffl  P\  80  wird  derselbe  von  jeder  durch  g  gelegten  Ebene  in  zwei  Ge- 
nka  geschnitten,  welche  durch  zwei  Punkte  A^  und  B^  yon  k^  gehen;  der 
Iras  k^  liegt  also  vollständig  auf  diesem  Kegel.  Dasselbe  gilt  yon  P", 
eder  der  beiden  Punkte  P'  und  P"  ist  daher  das  Centrnm  einer  durch  A^i 
>d  Aj  gehenden  Kegelfläche,  und  sie  heissen  daher  Kegelcentren  von  k^ 
id  ifcy.     Also  haben  wir  die  beiden  Sätze: 

jyZwei  sich  nicht  berührende  Kreise  A^j,  k^  einer  Kugel  können  durch 
zwei  Kegel  yerbunden  werden;  die  beiden  Kegelcentra  liegen  auf  der  Polare 
der  Schnittlinie   Xix^   und  sind  sowohl  durch  die  A"',   als  auch  durch  Xj 
and  Xj  harmonisch  getrennt", 
d  ferner: 

^Zwei  Berührungskegel  einer  Kugel  K^  schneiden  sich  im  Allgemei- 
nen   in   zwei   Kegelschnitten,   welche  die  K^  in  den  Schnittpunkten  der 
beiden   Berührungskreise   berühren;    ihre   Ebenen   haben   die  Kegelcentra 
der  Berührungskreise  zu  Polen  und  sind  daher  sowohl  durch  die  Ebenen 
dieser  Kreise,  als  auch  durch  die  h'^  harmonisch  getrennt." 

Die  Kegelschnitte  C\^  und  C'\^  sind  nur  dann  nicht  beide  vorhanden, 
renn  k^  und  k^  sich  in  einem  Punkte  berühren;  dann  werden  die  beiden 
^gel  h\  und  K^  in  der  Geraden  A'jJSTg  von  derselben  Tangentialebene  der 
&''  berührt  und  haben  daher  nur  einen  Kegelschnitt  und  die  Gerade  K^  K^ 
gemein. 

Die  Pole  aller  \  und  k^  berührenden  Kreise  lagen  auf  C\^  und  C,,. 
Denken  wir  uns  eine  dieser  Curven  durch  zwei  projective  Strahlenbüschel 
«neogt,  so  entsprechen  letzteren  als  Polaren  zwei  projective,  concentrische 
Stnhlenbüschel ,  welche  in  verschiedenen  Ebenen  liegen  und  daher  ein 
ßienenbüschel  zweiter  Ordnung  erzeugen.  Dasselbe  umhüllt  eine  Kegel- 
fische,  und  der  Mittelpunkt  der  letzteren  ist  der  Pol  einer  der  Ebenen  / 
«u»ä/'von  C\^  und  C",^,  also  i^' oder  P'\     Daher: 

„Alle  Kreise  A;,   welche  k^  und  k^  berühren,   liegen  in  zwei  Kreis- 

bfindeln,  deren  Centra  die  Kegelcentra  von  \  und  k^  sind.     Die  Kreis- 

ebeuen  umhüllen  zwei  durch  k^  und  k^  gebende  Kegelflächen,  ihre  Pole 

liegen  auf  zwei   Kegelschnitten,    welche  die  A"^  in   den   beiden  Schnitt- 

pnnkten  von  \  und  k^  berühren." 

Wir  suchen  nun  zu  drei  Kreisen  \^  X;,«  k^  einen  berührenden  k\  sein 

Pol  liegt,  weil  er  \  und  k^  berührt,  auf  einem  Kegelschnitte  Cjj  und,  weil 

vi^  and  k^  berührt,  auch  auf  einem  Kegelschnitte  C^.    Wir  erhalten  dem- 

Mcli  die  Pole  aller  Berührungskreise  k^  wenn  wir  jede  der  Curven  C\^  und 

r„  mit  (7',8  und  mit  C'\^  zum  Durchschnitte  bringen;   dies  ergiebt  acht 

nokte,  welche   zu  zweien  auf  den  vier  Geraden  /u/»,  /i«/'mi  /'is/m 

id  y\%y\^  liegen.     Die  Ebenen  y  gehen  alle  durch  den  Punkt  X|X2«n, 

10  auch  die  soeben  genannten  vier  Geraden.     Die  jenen  acht  Punkten  e 
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sprechenden  Kreise  Ä;  berühren  ib|  und  k^,  also  liegen  die  acht  Punkte  anch  theils 
auf  C\^ ,  theils  auf  C'\q  nnd  damit  auf  y\^  bezw.  y''^^ .  Da  nun  die  Schnitt- 
linie x^s /']3  =  )(i  ^8  ^^^  Punkt  XiXgXg  enthält,  so  geht  dorch  jede  der  ge- 
nannten Tier  Geraden  eine  der  beiden  Ebenen  y\^  und  /'j,,  aber  auch  nur 
eine,  weil  sie  sonst  zusammenfallen  müssten^  was  unmöglich  ist.  Die  sechs 
Ebenen  y  schneiden  sich  also  zu  dreien  in  yier  Geraden  des  Punktes  X114K3, 
und  daraus  folgt  für. ihre  Pole,  die  Kegelcentra: 

„Drei  Kreise  einer  Kugel  haben  im  Allgemeinen  sechs  Kegelcentra; 

dieselben  liegen  mit  den  Polen  der  drei  Kreise  in  einer  Ebene  und  zwar 

zu  dreien  in  vier  Geraden,  welche  Kegelaxen  heissen.** 

Da  auf  jeder  Polaren  der  vier  Kegelaxen  die  Pole  zweier  Berührungs- 
kreise k  liegen,  so  gehen  durch  jede  Kegelaxe  die  Ebenen  von  zwei  Kreisen  ^^ 
Das  ist  der  weitere  Satz: 

„Die  Kreise  einer  Kugel ,  welche  drei  gegebene  berühren,  liegen  zu 

zweien  in  den  yier  Kreisbüscheln,  deren  Axen  die  Kegelaxen  sind.*' 

Wir  wollen  noch  einen  Augenblick  bei  den  Schnittcurven  der  Be- 
rührungskegel  einer  Af^  yerweilen.  Eine  beliebige  Ebene  /  schneidet  einen 
solchen  Kegel  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  seinen  Berührungskreis 
in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten ,  in  welchen  jene  Curve  die  I^* 
berührt;  also  jeder  auf  einem  Berührungskegel  der  K^  liegende  Kegelschnitt 
berührt  die  £^^  doppelt. 

Wir  können  auch  das  umgekehrte  beweisen.     Sei  C*  ein  die  K*  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitt,  A  und  B  die  Berührungspunkte.     Lfisst  sich 
durch  diese  C^  ein  Berührungskegel  legen,  so  muss  dessen  Berührungskreis 
durch  Ä  und  B  gehen  und  daher  seine  Spitze  auf  der  Polaren  g'  der  Be- 
rühruDgssehne  ÄB  =  g  liegen.     Ein  Berührungskegel  der  IC\  welcher  einen 
beliebigen  Punkt  X  der  C^  zum  Centrum  hat,  schneidet  g'  in  zwei  Punkten 
JT,  und  £2«   nnd  diese  sind  Mittelpunkte   zweier  Berührungskegel  der  A"', 
welche  beide  durch  die  C*  gehen;  ihre  in  der  Ebene  y  liegenden  Schnitt- 
curyen  haben  nämlich  mit  C^  die  Punkte  X,  A  und  J9,  sowie  die  Tangen- 
ten in  den  beiden  letzteren  gemein.     Dieselbe  Construction  für  einen  andern 
Punkt  T  der  C*  führt  zu  denselben  Punkten  A"}   und  J^^^   ^^  ^^®  beiden 
Strahlen  A,  T  und  A^^  T  auch  auf  dem  Berührungskegel  T  liegen.     Also : 
„Jeder  auf  einem  Berührungskegel  der  A'*  liegende  Kegelschnitt  C 
berührt  die  A^  doppelt ,  und   umgekehrt  lassen  sich  durch  jede  die  K^ 
doppelt  berührende  C^  im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei  Berühmngs- 
kegel  der  A*  legen ;  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  der  Polaren  der  Berühr- 
ungssehne. ^ 

Sei  K  ein  Berührungskegel  der  K*^  l  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene 

%  seines  Berflhmngskreises  k  und  L  der  Pol  von  l  bezüglich  k.     Dann  hat 

die  Gerade  l  bezüglich  der  K^  dieselbe  Gerade  KL  =  V  zur  Polare  wie  die 

'  Kl  besQglich  des  Kegels  ÜT,  und  ebenso  hat  jeder  Punkt  L  Ton  % 
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diejenige  Ebene  Kl  bezüglich  der  K*  zur  Polare,  welche  in  Bezug  auf  den 
K^el  K  Polarebene  der  Geraden  KL  ist. 

Wir  legen  von  den  Punkten  K  einer  Geraden  g'  Berührungskegel  an 
die  £^  und  schneiden  sie  durch  eine  beliebige,  die  Polare  g  von  g  enthal- 
tende Ebene  y;  dann  erhalten  wir  in  y  eine  Schaar  yon  Kegelschnitten  C, 
welche  die  AT*  in  denselben  beiden  Punkten  von  g  berühren.  Da^  in  jeder 
der  Ebenen  x  liegt ,  so  ist  nach  dem  eben  Gesagten  g'  in  Bezug  auf  jeden 
der  Kegel  K  Polare  der  Ebene  l^g,  also  der  Punkt  Q^g'y  bezüglich  jeder 
C*  Pol  von  g.  Und  da  ferner  ein  beliebiger  Punkt  M  von  g  in  allen 
Ebenen  x  liegt,  so  ist  seine  Polarebene  yi  bezüglich  jedes  Kegels  K  Polar- 
ebene der  Geraden  JTlf,  d.  h.  jeder  Punkt  M  yon  g  hat  bezüglich  aller  C^ 
dieselbe  durch  Q-  gehende  Polare  m.     Daraus  ergiebt  sich: 

„Alle  Berührungskegel  der  K^^  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden 
g'  liegen,  werden  von  einer  beliebig  durch  g  gelegten  Ebene  y  in  einer 
Schaar  von  Curven  zweiter  Ordnung  geschnitten.  Diese  berühren  die  K^ 
in  denselben  beiden  reellen  oder  imaginären  Punkten  von  g  und  haben 
jedes  Poldreieck  gemein,  dessen  eine  Seite  in  g  liegt ^ 


Wir  sind  jetzt  im  Stande,  einen  die  K^  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitt zu  zeichnen,  welcher  durch  einen  gegebenen  Punkt X  geht,  und  dessen 
Berührungspunkte  auf  einer  gegebenen  Geraden  g  liegen.  Die  Construction 
ist  einfach,  sobald  g  die  K^  in  reellen  Punkten  schneidet;  denn  von  der 
gesuchten  Curve  sind  dann  der  Punkt  X,  die  beiden  Berührungspunkte  und 
die  Tangenten  in  den  letzteren  bekannt  Sind  die  Berührungspunkte  da- 
gegen imaginär,  so  wenden  wir  den  letzten  Satz  an.  Zu  den  in  diesem 
Satze  genannten  Curven  C*  gehört  auch  der  in  der  Ebene  y  liegende,  reelle 
oder  imaginäre  Kreis  k  der  K^  (Fig.  2).  Bezüglich  desselben  sei  GMM 
dasjenige  Poldreieck,  dessen  eine  Seite  QM  durch  X  gebt,  während  eine 
zweite  MM'  auf  g  liegt;   der  vierte,   von  X  durch  G  und  M  harmonisch 
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getrennte  Pnnkt  Y  liegt  dann  auf  der  gesuchten  (7^  und  die  beiden  Ge- 
raden M'X  und  M'Y  sind  Tangenten  derselben.  Ist  femer  Q-NN'  ein 
zweites  Poldreieck  von  k  und  Z  der  vierte ,  von  X  durch  G  N'  und  N  har- 
monisch getrennte  Theilpunkt,  so  liegt  auch  Z  auf  der  (7^  und  diese  ist 
nun  bestimmt-  Es  bleibt  nur  nachzuweisen,  dass  diese  C*  mit  k  alle  Pol- 
dreiecke gemein  hat,  deren  eine  Ecke  G  ist  Aus  der  Construction  geht 
hervor,  dass  bezüglich  C^  XY  Polare  von  M\  Q  Pol  von  g  und  N  Pol 
von  N'Q  ist;  daher  sind  QMM'  und  &NN'  Poldreiecke  auch  der  (7*.  In 
g  liegen  zwei  involutorische  Punktreiheu ,  wenn  wir  Punkte ,  die  bezüglich  k^ 
und  femer  Punkte,  die  bezüglich  der  C^  conjugirt  sind,  einander  als  ent- 
sprechende zuweisen.  Diese  beiden  involutorischen  Punktreihen  sind  aber 
identisch,  da  sie  zwei  Elementenpaare  M^  M'  und  N^  N'  gemein  haber, 
und  daher  hat  jeder  Punkt  von  g  in  Bezug  auf  A;  und  auf  die  C^  dieselbe 
durch  G  gehende  Polare,  d.  h.  A;  und  die  C^  haben  alle  Poldreiecke  gemein, 
deren  eine  Ecke  G  ist.     Also: 

„Ein  die  Kugel  E^  doppelt  berührender  Kegelschnitt  ist  durch  einen 

Punkt  und  die  Berührungssehne  eindeutig  bestimmt^ 

Durch  drei  beliebige  Punkte  ist  ein  die  K^  doppelt  berührender  Kegel- 
schnitt im  Allgemeinen  nicht  eindeutig  bestimmt.  Nämlich  die  Mittelpunkte 
aller  durch  einen  Punkt  X  gehenden  Berühmngskegel  der  K^  liegen  auf 
demjenigen  Berührungskegel,  welcher  X  zum  Centrum  hat.  Hieraus  folgt 
sofort,  dass  durch  drei  Punkte  X,  F,  Z  die  acht  Berührungskegel  der  I^* 
gehen,  in  deren  Mittelpunkten  sich  die  drei  Berührungskegel  X,  Y  und  Z 
treffen.  Diese  Mittelpunkte  können  wir  nach  Früherem  als  die  Pole  der- 
jenigen acht  Kreise  auffassen,  welche  die  drei  bezw.  in  den  Ebenen  £,  17,  iT 
liegenden  Kreise  x,  y^  e  der  K^  berühren;  sie  liegen  daher  zu  zweien  auf 
denjenigen  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Geraden  g\  deren  Polaren 
die  vier  in  der  Ebene  XYZ  liegenden  Kegelaxen  g  der  Kreise  x^  y^  s  sind. 
Zwei  solche  Kegel,  deren  Mittelpunkte  K^  und  K^  auf  einer  Geraden  g' 
liegen,  schneiden  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  in  zwei  Kegelschnitten, 
deren  Ebenen  durch  die  Polare  g  von  g'  gehen;  der  eine  von  ihnen  liegt 
also  in  der  Ebene  X  YZ  und  geht  durch  diese  drei  Punkte.  Die  acht  dnrch 
X,  Y  und  Z  gehenden  Berührungskegel  der  K^  schneiden  sich  also  in  der 
Ebene  XYZ  zu  zweien  in  vier  Kegelschnitten  C^. 

Die  Berührungssehne  g  einer  solchen  C  ist  nicht  nur  Kegelaxe  für 
die  drei  Kreise  rr,  y,  jer,  sondern  beliebiger  drei  Kreise  x\  y\  z\  deren  Pole 
X',  Y\  Z'  auf  der  C^  liegen.  Denn  wir  können  durch  diese  drei  letzteren 
Punkte  wieder  acht  Berührungskegel  der  X*  legen;  dieselben  schneiden  die 
Ebene  XYZ  in  vier  Kegelschnitten,  von  denen  einer  mit  C^  zusammen- 
fallen mutis,  und  dessen  Berührungs&ehne  daher  mit^  identisch  ist,  d.  h.  g  ist 
auch  Kegelaxe  für  die  drei  Kreise  x^  y\  g\  80  haben  wir  den  Doppelsatz : 
n  Durch  drei  Punkte  einer  Ebene  gehen  im  Allgemeinen  und  höch- 

itent  vier  die  X'  doppelt  berührende  Kegelschnitte;  in  ihnen  schneiden 
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fldi  SQ  sweien  die  acht  Berührungskegel  der  K\  welche  durch  jene  drei 

Punkte  gehen.'' 

«Die  Berührungssehne  eines  die  f  doppelt  berührenden  Kegelschnitts 

ot  eine  Eegelaxe  für  je  drei  Kreise ,  deren  Pole  auf  diesem  Kegelschnitte 

liegen/ 
Da  Tier  Berührungskegel  der  K^  im  Allgemeinen  keinen  Punkt  gemein 
kben,  so  Iftsst  sich  durch  vier  beliebige  Punkte  einer  Ebene  keine  die  K^ 
fcppdt  berührende  C^  legen.  Wir  nehmen  also  an,  ein  solcher  Kegel- 
Mkoitt  C  sei  durch  einen  Punkt  X,  und  die  Berührungssehne  g  gegeben. 
Die  beiden  durch  C'  hindurchgehenden  Berührungskegel  der  K^  sind  leicht 
hitimmt,  denn  ihre  Mittelpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g 
wi  den  beiden  in  der  Ebene  X^g  liegenden  und  durch  X^  gehenden  Tan- 
|Bten  der  J^^  Die  beiden  Kegelflächen  schneiden  sich  noch  in  einer  zweiten 
Cure  C''\  sie  iSsst  sich  ohne  Zuhilfenahme  der  beiden  Kegel  construiren. 
Bieh  dem  2.  Satze  auf  S.  261  ist  ihre  Ebene  /'  conjugirt  zu  /  bezüglich  der 
V  und  geht  durch  g  hindurch ;  der  Schnittpunkt  X^  dieser  Ebene  /'  mit 
«ner  der  beiden  durch  X,  gehenden  und  in  der  Ebene  X^g'  liegenden  Tan- 
gnten  der  K^  ist  ein  Punkt  der  C'\  und  diese  ist  nach  dem  1.  Satze  S.  264 
hiämmt,  da  von  ihr  ein  Punkt  X^  und  die  Berührungssehne  g  bekannt 
ouL    Also : 

„Zu   einem  die  K^  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  gehört  stets 

ein  zweiter  ebensolcher,   welcher  auf  denselben  beiden  Berührungskegelu 

der  K^  liegt  wie  der  erste.     Die  Ebenen  beider  Kegelschnitte  sind  be- 

ifiglich  der  K^  conjugirt,   und  jeder  ist  durch  den  andern  ohne  Hilfe 

der  Berührungskegel  yollstfindig  bestimmt." 

nL  Das  Sohneiden  nnter  beliebigem  Winkel. 

Die  Ebenen  aller  Kugelkreise  Ic ,  welche  einen  Kreis  A:,  in  einem  Punkte 
II  unter  dem  Winkel  tp^  schneiden,  gehen  durch  die  beiden  Tangenten  der 
^1  welche  mit  der  in  B  an  \  gezogenen  Tangente  ^^  den  Winkel  <pj 
^den;  ihre  Pole  liegen  daher  auf  den  beiden  Tangenten  t'  und  f  des 
Ponktee  ^,  welche  mit  ^,  den  Winkel  90^— cp^  bilden.  Lassen  wir  5  den 
Kreis  "k^  beschreiben,  also  die  beiden  Tangenten  t'  und  t"  um  die  Gerade 
^{V,  {M  ist  das  Centrum  von  k^  rotiren,  so  beschreiben  sie  die  beiden 
BegeUchaaren  eines  einschaligen  Rotationshyperboloids,  dessen  Geraden  die 
^'  in  Punkten  von  A^i  berühren.     Das  ist  der  Satz: 

„Die   Pole  aller  Kugelkreise  A;,   welche  einen  Kreis   \   unter  dem 

Winkel  <p,  schneiden,  liegen  auf  einem  einschaligen  Botationshyperboloid, 

welches  die  K^  im  Kreise  Ä;^   berührt,   und  dessen  Geraden  mit  den  sie 

schneidenden  Tangenten  von  h^  den  Winkel  90®— qpj  bilden.** 

Diese  Fläche    werden    wir  gewöhnlich  nur   „ein  die  A'  im  Kreise  Ic^ 

vertlhrendes  einschaliges  Hyperboloid  **  nennen.    Nämlich  eine  Fläche  ^weiter 
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Ordnnng  F*  besitzt  bekanntlich  zwei  Scbaaren  nnter  sich  paralleler  Kreis- 
ebenen, und  jede  Engel,  welche  dnrch  einen  Ereis  der  einen  Schaar  geht, 
schneidet  ans  der  F^  noch  einen  Ereis  der  andern  Schaar  heraus.  Eine 
Kugel  kann  daher  eine  F^  nur  dann  in  einem  Ereise  berühren,  wenn  beide 
Kreisschaaren  zusammenfallen,  und  dann  ist  die  F^  eine  Rotations^Ushe. 
Ist  also  H^  ein  die  Engel  A!**  in  einem  Ereise  X;,  berührendes  einschaliges 
Hyperboloid,  so  muss  H^  ein  Rotationshjperboloid  sein;  und  bildet  irgend 
einer  seiner  Strahlen  mit  der  ihn  schneidenden  Tangente  Yon  %,  den  Winkel  <)p, 
so  thun  dies  alle  seine  Strahlen,  wie  sich  aus  Gründen  der  Symmetrie  ohne 
Weiteres  ergiebt.     Wir  können  daher  sagen: 

„Wenn  ein  einschaliges  Hyperboloid  ein  Eugel  in  einem  Ereise  X;, 
berührt,  so  ist  es  ein  einschaliges  Rotationshyperboloid,  dessen  Strahlen 
mit  den  sie  schneidenden  Tangenten  des  Berührungskreises  h^  den  gleichen 
Winkel  bilden.« 

Da  ein  einschaliges  Hyperboloid  doppelt  unendlich  viele  Punkte  ent- 
hält, so  bilden  die  den  letzteren  entsprechenden  Ereise  ein  System  zweiter 
Stufe;  eine  beliebige  Gerade  hat  mit  dem  Hyperboloid  im  Allgemeinen  nur 
zwei  Punkte  gemein,  und  da  den  Punkten  einer  Geraden  Ereise  eines  Bü- 
schels entsprechen,  so  enthält  ein  beliebiges  Ereisbüschel  im  Allgemeinen 
zwei  Ereise  des  Systems,  und  dieses  heisst  quadratisch: 

„Die  Ereise  einer  Eugel,  welche  einen  Ereis  Ic^  unter  demselben 
Winkel  schneiden,  bilden  ein  quadratisches  Ereissystem  zweiter  Stufe."* 
Ein  einschaliges  Hyperboloid ,  welches  die  K^  in  einem  Ereise  Tc  berührt, 
wird  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  geschnitten, 
welche  die  JT^  in  den  beiden  Schnittpunkten  des  Ereises  Ic  und  der  Cunren- 
ebene  berührt.  Seien  nun  die  beiden  einschaligen  Hyperboloide  J7,  und  H^ 
construirt,  deren  Punkten  Kreise  entsprechen,  welche  zwei  Ereise  ^j  und  hg 
unter  den  Winkeln  q>^  bezw.  (p^  schneiden.  Ein  beliebiger  Strahl  des  einen 
Hyperboloids  trifft  das  andere  in  zwei  Punkten  P'  und  F",  Durch  P'  und 
die  Gerade  ^=X}X,  legen  wir  eine  Ebene;  dieselbe  schneidet  die  Hyper- 
boloide in  zwei  Eegelschnitten ,  welche  den  Punkt  P'  gemein  haben,  die  Ü"' 
doppelt  berühren  und  zwar  g  zur  Berührungssehne  haben,  also  nach  dem 
I.Satze  S.  264  zusammenfallen.  Dasselbe  gilt  für  die  Ebene  P"g^  also 
ergiebt  sich: 

„Berühren  zwei  einschalige  Hyperboloide  die  K^  in  je  einem  Ereise, 
so  schneiden  sie  sich  in  zwei  Eegelschnitten ,  welche  die  K^  m  den  Schnitt- 
punkten der  beiden  Beiührungskreise  berühren. ** 

Sei  jET*  ein  die  K^  im  Ereise  k  berührendes  Hyperboloid,  so  enthält 
jede  Berührungsebene  n  eines  Punktes  P  von  "k  zwei  Strahlen  von  H^y  ist 
also  auch  Berührungsebene  von  H',  d.  h.  n  und  P  sind  Polarebene  und  Pol 


*  Vergl.  Beye,  Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Engel- 
y  Kr.  164. 
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für  K^  und  ZT';  dasselbe  gilt  demnach  ftlr  die  Ebene  x  des  Berührnngs- 
kreises  und  das  Centmm  K  des  Berührungskegels.  Ebenso  besitzt  bezüglich 
K^  and  H'  jede  Sehne  von  li  dieselbe  Polare ,  nämlich  die  durch  K  gehende 
Schnittlinie  der  Berührungsebenen  ihrer  Endpunkte.  Infolge  dessen  hat 
jeder  Punkt  P  der  Ebene  x  als  Schnittpunkt  zweier  Sehnen  dieselbe  durch 
K  gehende  Polarebene  und  schliesslich  jede  Gerade  von  %  als  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte  P  die  gleiche  durch  K  gehende  Polare.     Also: 

,,  Berührt  ein  einschaliges  Hyperboloid  eine  Kugel  in  einem  Kreise  A;, 
80  besitzt  jeder  Punkt  und  jede  Gerade  der  Ebene  x  dieselbe  Polarebene 
und  Polare  in  Bezug  auf  Kugel  und  Hyperboloid.^ 

Denken  wir  uns  alle  einschaligen  Hyperboloide,  welche  die  K^  in  den 
Kreisen  eines  beliebigen  Büschels  berühren,  durch  eine  Ebene  y  geschnitten, 
welche  die  Axe  g  des  Büschels  enthält,  so  liegt  in  y  eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten 0^.  Alle  diese  C^  berühren  die  A"^  in  denselben  beiden  Punkten 
von  gy  und  mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  lässt  sich  ebenso  wie  S.  263  oben 
der  folgende  nachweisen: 

„Alle  einschaligen  Hyperboloide,  welche  die  Kugel  in  den  Kreisen 
eines  Büschels  g  berühren,  werden  von  einer  beliebigen  Ebene  dieses 
Büschels  in  einer  Schaar  von  Curven  zweiter  Ordnung  geschnitten.  Diese 
Curven  berühren  die  K^  in  denselben  beiden  reellen  oder  imaginären 
Punkten  und  haben  jedes  Poldreieck  gemein,  dessen  eine  Seite  in  der 
ßerührungssehne  g  liegt." 

Wir  wollen  jetzt  durch  einen  gegebenen,  die  K^  doppelt  berührenden 
Kegelschnitt  C^  ein  die  K^  \vl  einem  Kreise  berührendes  einschaliges  Hyper- 
boloid legen.  Die  Ebene  des  Berührungskreises  muss,  wie  wir  sahen,  durch 
die  Berührungssehne  g  der  G^  gehen;  wir  legen  also  durch  g  eine  beliebige 
Ebene,  welche  die  K^  im  Kreise  A^^  schneiden  möge.  Die  Berührungsebene 
eines  Punktes  A  von  \  schneidet  die  C^  in  zwei  Punkten  8  und  T;  die 
Gerade  AS  bilde  mit  der  in  A  an  \  gezogenen  Tangente  i^  den  Winkel 
<)p|,  und  construiren  wir  alle  Tangenten  der  K^^  welche  mit  den  sie  schnei- 
denden Tangenten  von  A;,  den  Winkel  <)p,  bilden,  so  liegen  dieselben  auf 
einem  Hyperboloid  H|.  Dasselbe  schneidet  die  Ebene  /  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung,  welche  nach  dem  letzten  Satze  und  dem  1.  Satze  S.  264 
mit  C^  zusammenfallt.  Dies  Hyperboloid  H^  genügt  also  der  Forderung; 
es  enthält  nicht  nur  die  Gerade  AS^  sondern  auch  AT^  denn  die  durch  A 
gehende  Gerade  seiner  zweiten  Regelschaar  liegt  ebenfalls  in  der  Tangen* 
tialebene  von  A  und  geht  durch  einen  von  8  verschiedenen  Punkt  der  C^ 
ulso  durch  T.  Für  die  Ebene  x,  haben  wir  ein  einziges  der  Hyperboloide 
IP  erhalten;  da  aber  Xj  beliebig  durch  g  gelegt  ist,  so  folgt  (vergl.  den 
S.Satz  S.  262): 

„Durch  einen  die  Kugel  K^  von  aussen  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitt C^  lassen  sich  stets  zwei  Kegel  und  unendlich  viele  einschalige 
Hyperboloide  legen,  welche  die  K^  in  Kreisen  berühren;  die  Bertthrongs- 
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kreise  bilden  das  Büschel,   dessen  Axe  die  Berfihningssehne  der  C*  ist 
Zn  jedem  Bertthrungskreise  gehört  indessen  nur  ein  solches  Hyperboloid. '^ 
Wir  gehen  nun  zur  Anwendung  der  letzten  Sätze  über.    Die  Pole  alier 
Kreise  A:,  welche  k^  und  k^  unter  den  Winkeln  q>i  und  tp^  schneiden,  liegen 
auf  den  beiden  Kegelschnitten  C^,,  in  denen  sich  die  Hyperboloide  ZT,  und 
Hf  durchdringen.     Den  Punkten  einer  solchen  Curye  C,,  entspricht  eine 
Schaar  £  von  Kreisen,  welche  demjenigen  Bündel  angehören,  dessen  Cen- 
trum P  Pol  der  Ebene  y^,  von  C^^  ist;  die  Ebenen  der  Kreisschaar  £  um- 
hüllen eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung.  (Beweis  s.  S.261  Mitte.)  Jede  belie- 
bige Ebene  des  Raumes  hat  mit  der  C^^  höchstens  zwei  Punkte  gemein,  und 
daher   enthält  ein  beliebiges  Kreisbündel  der  A"^  höchstens  zwei  Kreise  der 
Schaar  £,     Durch   die  C|2  können   wir  unendlich  viele  Berührungshyper- 
boloide der  A"'  legen;  die  Ebenen  ihrer  Berührungskreise  gehen  durch  die 
Berührungssehne  der  C^^ ,  und  jeder  dieser  Berührungskreise  wird  von  allen 
Kreisen  der  Schaar  £  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten.    Ausserdem  geben 
durch  die  C^^  zwei  Berühr nngskegel  der  A"^,  also  werden  die  Kreise  der  Schaar 
£  noch   von   zwei  Kreisen  berührt     Zusammengefasst  giebt  dies  den  Satz: 
„Alle  Kreise  A;,  welche  zwei  Kreise  k^  und  k^  unter  den  Winkeln  <p, 
bezw.  q>2  schneiden,   liegen  in  zwei  Bündeln;  in  jedem  derselben  bilden 
sie  eine  Schaar  Z,  deren  Ebenen  eine  Kegelfläche  umhüllen,  und  welche 
mit  einem  beliebigen  Kreisbündel  der  IC^  im  Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  Kreise  gemein  hat.     Die  Kreise  jeder  Schaar  £  werden  von  jedem 
Kreise  des  Büschels  (A^^ ,  k^)  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  und  von 
zwei  Kreisen  dieses  Büschels  berührt.  *** 

Werden  mehrere  Kreise  dieses  Büschels  (kik^)  von  einem  und  daher  von 
allen  Kreisen  k  der  Schaar  £  unter  demselben  Winkel  q>  geschnitten,   so 
liegeu  ihre  Pole  auf  jedem  Hyperboloid  jQT^   welches  die  A''  in  einem  sol- 
chen Kreise  k  berührt,  und  dessen  Strahlen  mit  den  sie  schneidenden  Tan- 
genten  von   k   den  Winkel   90^  —  <)p    bilden.     Ausserdem  liegen  ihre  Pole 
auf  g\  sie  sind  also  die  Schnittpunkte  von  g'  mit  H^.     Nun  kann  g'  nicht 
ganz  auf  H^  liegen ,  denn  dann  würden  alle  Kreise ,  deren  Pole  auf  g'  liegen, 
von  k  unter  demselben  Winkel  9  geschnitten ,  und  das  trifft  für  die  beiden 
zuerst  angenommenen  Kreise  ki  und  k^  jedenfalls  nicht  zu ;  demnach  enthält 
g  im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei  Punkte  von  H^.    Das  giebt  den  Satz: 
^Die  Kreise  jeder  der  beiden  im  letzten  Satze  genannten  Schaaren 
£  werden  im  Allgemeinen  und  höchstens  von  zwei  Kreisen  des  Büschels 
(k^k^)  unter  demselben  gegebenen  Winkel  geschnitten.    Die  Ebenen  dieser 
beiden  Kreise  sind  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Schaaren  £  har- 
monisch getrennt 

Der  Beweis  des  Nachsatzes  wird  sich  weiter  unten   (s.  S.  269  u.)   in 
geeigneterem  Zusammenhange  ergeben. 


«^  Beye,  a.  a.  0.  Nr.  166. 
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um  alle  Kreise  zu  finden,  welche  drei  gegebene  k^^  k^  und  h^  unter 
den  bezw.  Winkeln  <jO|,  (p^  und  g>^  schneiden,  constmiren  wir  die  drei 
Hyperboloide  H^,  H^  und  S|,  welche  die  JST'  in  Ä;,,  A;,,  bezw.  k^  berühren, 
und  deren  Strahlen  mit  den  Tangenten  dieser  Kreise  die  Winkel  9^,  tp^ 
bezw.  9?3  bilden.  Durch  dieselbe  Betrachtung  wie  S.  261  zeigt  sich ,  dass 
diese  drei  Hyperboloide  sich  in  acht  Punkten  treffen,  welche  zu  zweien  auf 
vier  durch  den  Punkt  XiK^^^s  gehenden  Geraden  liegen.     Also: 

jyDie  acht  Kugelkreise ,  welche  drei  gegebene  A;^,  k^^  k^  unter  den 
Winkeln  <jO|,  9,,  bezw.  q>^  schneiden,  liegen  zu  zweien  in  vier  Kreis- 
bflscheln;  die  Axen  dieser  Büschel  liegen  in  der  Ebene,  welche  die  Pole 
der  drei  gegebenen  Kreisebenen  verbindet.'' 

Ein  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  drei  Winkel  <p^^  (p^j  tp^  gleich 
sind,  etwa  gleich  q>.  Seien  zunächst  die  beiden  Schaaren  von  Kreisen  k' 
und  k"  construirt,  welche  \  und  k^  unter  dem  Winkel  q)  schneiden;  wir 
wissen,  ihre  Pole  liegen  auf  zwei  Kegelschnitten  C  und  C,  ihre  Ebenen 
*'i  *'  gehen  also  jede  durch  den  Pol  P'  bezw.  P"  der  Ebene  /  von  C 
bezw.  /'  von  C",  Da  ein  beliebiger  dieser  Kreise  k  von  k^  und  k^  unter 
demselben  Winkel  g>  geschnitten  wird ,  so  liegen  die  Pole  ÜT,  und  AT,  ^^^  ^^^ 
Hyperboloid  H\  welches  die  K*  in  k  berührt,  und  dessen  Geraden  mit  den 
sie  schneidenden  Tangenten  von  k  den  Winkel  90^  — tp  bilden;  ausserdem 
liegen  sie  auf  der  Geraden  g\  welche  auch  den  Punkt  P'  enthält.  Dieser 
Punkt  P'  liegt  in  %\  hat  also  nach  dem  1.  Satze  S.  267  bezüglich  des 
Hyperboloids  H^  dieselbe  Polarebene  wie  in  Bezug  auf  die  A^',  nämlich  /, 

also  sind  P'  und  /  und  daher  auch  die  beiden  Punkte  P'  und  0'=  y'g 
durch  K^  und  K^  harmonisch  getrennt.  Sie  sind  ferner  durch  die  K^  har- 
monisch getrennt,  also  müssen  sie,  wie  S.  261  nachgewiesen,  mit  den  beiden 
Kegelcentren  von  \  und  k^  zusammenfallen.  Ebenso  müssen  auch  P"  und 
Q"=^y"9  mit  den  beiden  Kegelcentren  identisch  sein,  d.  h.  P'  und  P"  sind 
die  Kegelcentra  von  k^  und  k^.    Das  ist  der  Satz: 

„Zwei  einschalige  Hyperboloide,  welche  eine  Kugel  A"'  in  Kreisen 
A;,  und  k^  berühren,  und  deren  Geraden  mit  den  sie  schneidenden  Tan> 
genten  von  A;,  und  A;^  denselben  Winkel  g>  bilden,  schneiden  sich  in  Cur- 
ven  zweiter  Ordnung,  welche  die  A'*  in  den  beiden  Punkten  {AJjÄj)  be- 
rühren, und  deren  Ebenen  die  Kegelcentra  von  \  und  k^  zu  Polen  haben.'' 

Dieser  Satz  lautet  auf  unsere  Kreistheorie  übertragen: 

„Alle  Kreise,  welche  zwei  Kugelkreise  k^  und  k^  uuter  gleichen 
Winkeln  schneiden,  bilden  die  beiden  Kreisbündel,  deren  Mittelpunkte 
die  Kegelcentra  von  \  und  A;^  sind.*' 

Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  ist  der  S.  261  u.  genannte. 

Da  die  Kegelcentra  der  Kreise  A;,  und  k^  nach  dem  Satze  S.  261  o. 
durch  die  beiden  Kreisebenen  x,  und  x^  harmonisch  getrennt  sind,  so  ist 
jetzt  auch  der  S.  268  erwähnte  Nachsatz  bewiesen. 
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Die  sechs  Kegeloentra,  welche  drei  Kreise  paarweise  hestimmen,  liegen 
za  dreien  in  den  vier  Kegelaxen,  also  folgt  aus  dem  letzten  Satze  sofort: 
„Alle  Kreise,  welche  drei  Kugelkreise  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
den, bilden  die  vier  Kreisbüschel,  deren  Axen  die  Kegelaxen  jener  drei 
Kreise  sind.^ 

Jn  diesen  beiden  letzten  Sätzen  war  von  der  Grösse  des  Winkels  q>  nichts 
vorausgesetzt;  sobald  derselbe  aber  eine  vorgegebene  Grösse  hat,  gelten  die 
Sätze  S.  268  und  S.  269  o.  Es  ist  daher  im  Allgemeinen  unmöglich ,  einen 
Kreis  zu  construiren ,  welcher  vier  gegebene  unter  dem  bestimmten  Winkel 
g>  trifft;  wohl  aber  ist  es  möglich,  Kreise  zu  finden,  welche  vier  gegebene 
gleichwinklig  schneiden.  Vier  Kugelkrebe  bestimmen  nftmlich  zu  je  zweien 
zwölf  Kegelcentra,  und  da  die  sechs  Kegelcentra  dreier  Kreise  zu  dreien 
auf  vier  Geraden  liegen,  so  liegen  jene  zwölf  Kegelcentra  zu  dreien  auf 
4.4=16  Kegelaxen.  Weil  jedes  Kegelcentrum  zu  zwei  Kreistripeln  der 
vier  Kreise  gehört,  so  gehen  durch  jedes  Kegelcentrum  vier  Kegelaxen. 
Dieselben  lassen  sich  zu  je  zweien  durch  sechs  Ebenen  verbinden;  in  zwei 
dieser  Ebenen  liegen  die  vier  Kegelaxen  von  je  drei  Kreisen,  die  vier  an- 
deren  wollen  wir  Kegelebenen  nennen.  In  jeder  solcher  Kegelebene  liegen 
auf  den  beiden  sie  bestimmenden  Kegelaxen  zusammen  fünf  Kegelcentren, 
von  denen  zwei  Paar  noch  durch  je  eine  Kegelaxe  verbunden  werden  können, 
so  dass  in  einer  Kegelebene  vier  Kegelaxen  liegen,  die  sich  in  sechs  Kegel- 
centren schneiden.  Durch  jedes  der  zwölf  Kegelcentren  legten  wir  vier 
Kegelebenen;  da  aber  jede  der  letzteren  sechs  Kegelcentren  enthält,  so  giebt 

12.4 
es   im   Ganzen   nur        '    =  8  Kegelebenen.     Die  sechs  Kegelcentren  einer 

Kegelebene  werden  durch  die  sechs  Combinationen  aller  vier  Kreise  zn  je 
zweien  erzeugt,  es  folgt  daher  aus  dem  letzten  Satze,  dass  die  vier  gegebe- 
nen Kreise  von  dem  in  der  Kegelebene  liegenden  unter  gleichen  Winkeln 
geschnitten  werden.     Also: 

„Es   giebt   im    Allgemeinen   acht   Kreise,    welche   vier  Kugelkreise 
gleichwinklig  schneiden;  sie  liegen  in  den  acht  Kegelebenen  der  letzteren.'' 

Wir  wollen  noch  dem  S.  265  aufgestellten  Satze  eine  allgemeinere 
Form  geben.  In  jeder  von  zwei  bezüglich  /T'  conjugirten  Ebenen  /  und 
/'  sei  eine  die  AT*  in  Punkten  von  /y"=^  doppelt  berührende  Curv© 
zweiter  Ordnung  C  und  C"  angenommen.  Durch  wieviele,  die  A^'  in 
Kreisen  berührende  Hyperboloide  können  wir  beide  Curven  verbinden? 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  M  von  C"  gehen  von  jedem  der  gesuchten 
Hyperboloide  zwei  Geraden;  dieselben  sind  Tangenten  der  A'^.  Da  nun 
durch  M  höchstens  vier  die  C  treffende  Tangenten  der  A'^  gehen  —  es  sind 
die  Verbindungslinien  des  Punktes  M  mit  den  vier  Schnittpunkten  der  Curve 
C  und  des  Bertthrungskegels  M  — ,  so  gehen  durch  M  und  die  C  höch- 
stens zwei  Berührungshyperboloide  ^^  und  H^;  sie  enthalten  nach  den  Sätzen 
~^'  '^  und  267  n,  auch  die  C.  Sei  Jb,  der  Berührungskreis  des  Hyperboloids 
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ffj ,  und  mögen  die  Geraden  von  Hi  mit  den  Tangenten  von  hi  den  Winkel 
f  bilden,  so  entsprechen  den  Kegelschnitten  C  und  C"  zwei  Kreisschaaren, 
welche  \  unter  dem  Winkel  9  schneiden.  Nach  dem  Satze  S.  268  u. 
köDoeii  wir  noch  einen  zweiten  Kreis  k^  construiren,  welcher  ebenfalls  von 
beiden  Kreisschaaren  unter  dem  Winkel  q>  geschnitten  wird.  Daher  geht 
nch  dem  2.  Satze  S.  269  durch  jene  beiden  C  und  C"  auch  dasjenige  Hjrper- 
boloid,  welches  die  AT'  in  Ä;i  berührt,  und  dessen  Geraden  mit  den  sie 
Klmeidenden  Tangenten  von  k^  den  Winkel  q)  bilden.  Dasselbe  muss  aber 
miH^  identisch  sein,  da  wir  eben  nachgewiesen  haben,  dass  durch  C  und 
C"  nur  die  beiden  Hyperboloide  H^  und  H2  gehen.     Also: 

„Zwei  die  AT^  doppelt  berührende  Kegelschnitte,  welche  in  conjugir- 
ten  Ebenen  liegen  und   die  Schnittlinie   beider  Ebenen    zur  Berührungs- 
sehne  haben,   lassen  sich  im  Allgemeinen   und  höchstens  durch  zwei  die 
K*  in  Kreisen  berührende  einschalige  Hyperboloide  verbinden.     Die  Ge- 
raden dieser  beiden  Hyperboloide  bilden  mit  den  sie  schneidenden  Tan- 
genten der  Berührungskreise  alle  denselben  Winkel.^ 
Betrachtet  man  den  Kegel  als  Grenzfall  des  einschaligen  Hyperboloids, 
so  sieht  man,   wie  dieser  Satz   den  S.  265  gegebenen   als   speciellen  Fall 
enthält    Zwischen  den  Kegelschnitten,  welche  die  A'^  in  zwei  Punkten  einer 
Geraden   berühren    und    in    zwei    durch  diese   Geraden    gehenden,    bezüg- 
lich ä*  conjugirten  Ebenen  liegen,  findet  also  auf  Grund  der  Sätze  S.  265 
Bod  271  folgende  Wechselbeziehung  statt:    Ein   beliebiger  solcher  Kegel- 
Khnitt  der  einen  Ebene  lässt  sich   mit  jedem  derartigen  Kegelschnitt  der 
udem  durch   zwei  die  i^^  in  Kreisen  berührende  einschalige  Hyperboloide 
Terhinden,  aber  nur  mit  einem  derselben,   dessen  Construction  S.  265  an- 
gegeben ist,  durch  zwei  Berührungskegel  der  AT^. 


XV. 

Ueber  das  STStem  der  Tangentialpmikte  ej 
uniouraalen  Flanourve  vierter  Ordnung. 

Von 

Professor  Wilhelm  Binder 

in  WittBer-Kanttodt. 


Hier«!  Taf.  VIII. 


1*  Jedes  Punktelement  einer  ebenen  Carve  vierter  Ordnung,  für 
das  Symbol  C^  angeschrieben  wird,  ist  bekanntlich  von  einem 
gentialpnnkte  begleitet,  dessen  Elemente  die  Schnitte  der  betreffn 
yentangente  mit  der  Cnrve  sind.    Diese  Tangentialpunktenpaare  sind 
mit  der  Plancurve  C^  angegeben,  weshalb  wir  sie  als  das  „absolute 
tenpaarsystem**  der  Carve  bezeichnen  könnten. 

2.  Das  vorbezeichnete  System  spielt  eine  ausgezeichnete  Bolle, 
in  seiner  die  einzelnen  Curvenelemente  begleitenden-  Beziehung  um 
schluss  giebt  über  die  zwei-  und  dreifachen  Elementencoincidenzen , 
bekanntlich  als  Singularitäten  auf  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung-; 
finden.     Wir  geben  folgenden  Satz:  ^ 

„Die  Qesammtheit  der  Tangentialpunktenpaare  einer  l|| 
curve  C^  bildet  ein  symmetrisches  System  vierten  Orade^ 

3.  Für  die  Betrachtung  dieses  Systems  denken  wir  uns  die  PlaM 
C^  nach  den  Gesetzen  der  Doppelverhältnissgleichheit  [oder  nach  k 
Steiner'schen  (quadratischen)  Verwandtschaft  (Inversion)]  auf  einem  B 
schnitt  (Grundkegelschnitt)  transformirt  (abgebildet),  so  dass  auf  bekft 
Weise  dem  Dreieck  der  drei  Doppelpunkte  der  Curve  ein  Hauptdreieck  (^ 
homolog  ist  und  dem  geometrischen  Punktenort  der  Plancurve  der  „Gf 
kegelschnitt"  h  entspricht.  ' 

4.  Von  den  Fundamentalaufgaben,  welche  auf  dem  Orundkegelsfll 
in  Betracht  gezogen  werden  können,  ist  für  unsere  Zwecke  diejenige  A 
Sache,  welche  zeigt,  wie  die  beiden  Schnittpunkte  erhalten  werden,  dk 
Kegelschnitt,  der  den  Grundkegelschnitt  in   einem  beliebig  angenomii 
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Punkte  X  einfach  berührt  und  dem  Hauptdreieck  O^O^O^  umschrieben  ist, 
mit  diesem  gemeinsam  hat.  Denn  es  ist  offenbar,  dass  ein  solcher  Kegel- 
schnitt nichts  Anderes  vorstellt,  als  das  Bild  jener  Tangente,  welche  die 
Plancurve  Cg*  in  dem  entsprechenden  Bildpunkte  X  berührt  und  in  den 
Bildern  jenes  Schnittpunktenpaares  trifft. 

Zur  LGsung  dieser  Aufgabe  benützen  wir  die  folgende  Construction.* 
Ist  X  der  auf  dem  Grnndkegelschnitt  beliebig  gewählte  Punkt  (Fig.  1) 
so  projiciren  wir  die  Hauptpunkte  0^,  O^y  0^  aus  X  auf  den  Grundkegel- 
schnitt  nach  X,,  X^y  X^,  Das  derart  erhaltene  Punktentripel  bildet  ein 
Dreieck ,  welches  mit  dem  Hauptdreieck  0|  0,  O3  im  Centrum  X  perspectivisch 
ist.  Die  Perspectiyitätsaxe  x  schneidet  den  Grnndkegelschnitt  in  den  Bildern 
X\  X"  der  gesuchten  Tangentialpankte ,  welche  auf  der  Plancurre  C^  das 
Bild  X  des  auf  dem  Grundkegelschnitt  gewählten  Punktes  X  begleiten.  Die 
Construction  der  o;- Geraden  zeigt  nachstehendes  Schema: 

(|X,X,|,  |0,0,|)  =  |3,     (.\X,X,\,  \0,0,\)  =  ^,    (12,2,1,  |0,03|)  =  |,. 
Das  Punktentripel  $|ls$s  ^^®^^  ^^^  ^^^  bezeichneten  o;- Geraden. 

5.  Verbindet  man  die  beiden  Punktenelemente  eines  X'X"- Paares  durch 
eine  x- Gerade ,  so  erhält  man  ein  System  von  Strahlen;  deren  Enveloppe 
ist  die  Directionscurve  des  symmetrischen  Systems.  Da  dieses  System 
(2)  vom  vierten  Grade  ist,  so  ist^  die  Directionscurve  vierter  Classe 
mit  dem  vorläufigen  Symbol  D4. 

6.  um  über  das  Wesen  der  Directionscurve  klar  zu  werden,  müssen 
wir  die  o;- Geraden,  deren  Gesammtheit  wir  als  „Secantensystem''  bezeichnen 
können,  weil  jede  o;- Gerade  für  den  Grundkegelschnitt  als  eine  Secante  gilt, 
Daher  in  Betracht  ziehen.     (Fig.  2.) 

Die  o;- Geraden  können  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  eigentliche 
und    nneigentliche  Secanten  sein,  je  nachdem  das  betreffende  X'X'^-Puuk- 
tenpaar  reell   oder  imaginär  auftritt.     Geschieden   werden  beide  Secanten- 
hälften  durch  jene  Elemente,  für  welche  in  den  Punktenpaaren  X'X^eine 
Coincidenz  eintritt,   so   dass  also   die  o;- Gerade   zur  Tangente  des  Grund- 
kegelschnitts  wird.     Es    ist  einleuchtend,    dass   dieser  Fall   dann   eintritt, 
wenn   auf  der  Plancurve  C^  eine  Doppeltangente  stattfindet.     Den  Berühr- 
angspunkten  einer  Doppeltangente  der  Plancurve  entsprechen  aber  bekannt- 
lich die  Endpunkte  einer  Sehne  p  des  Grundkegelschnitts,  in  welchen  End- 
punkten dieser  letztere  von  einem  Kegelschnitt  doppelt  berührt  wird,   der 
dem  Hauptdreieck  0^  0^  O3  umschrieben   ist  und   das  Bild   der  betreffenden 
Doppeltangente  ist.     Hieraus  folgt  der  Satz:   Jedem  Endpunkte  einer 
j9-Sehne  entspricht  im  Secantensystem  die  Tangente  im  andern 
Endpunkte  dieser  Sehne  des  Grundkegelschnitts  involutorisch. 


•  E.  Weyr,  Elemente  d.  projeet.  Geometrie,  IL  Heft  S.  130. 
•♦  E,  Weyr,  Curvenlehre,  S.  14. 

UUmAkM  t  MMtb^mMtik  o.  Pbjtik  XXXIV,  6.  \% 
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Es  ist  bekannt,  dass  es  in  einer  Plancarve  C^*  vier  Doppeltangei 
giebt,  welchen  am  Grandkegelschnitt  vier  p- Sehnen  entsprechen,  die  i 
linear  construiren  kann/ 

7.  Beachtet  man ,  dass  ein  Verzweignngsstrahl  eines  Doppelpunktes 
Plancarve  Cq*  eine  Curventangente  vorstellt,  bei  welcher  die  beiden  '. 
gentialpunkte  sich  in  diesem  Doppelpunkte  vereinigen;  berücksichtigt 
weiter,  dass  das  Bild  des  betreffenden  Doppelpunktes  in  die  beiden  N 
barpunkte  Ä^  Ä  der  entsprechenden  Seite  des  Hauptdreiecks  O^O^O^ 
fHUt,  so  sieht  man  ohne  Schwierigkeit  ein,  dass  jedem  der  beiden  Verz 
gungspunkte  eines  Hauptpunktes  (d.  s.  die  Berührungspunkte  F,  Y*  der 
diesem  Hauptpunkte  an  den  Grundkegelschnitt  gezogenen  Tangenten)  die  ge 
überliegende  Seite  des  Dreiecks  0^  0^  0^  identisch  als  ein  Element  des  x 
cantensjstems  entspricht,  woraus  der  Satz  folgt:  DieSeitendesHat 
dreiecks  O^O^O^  sind  Doppeltangenten  der  Directionscurve 

8*  Man  kann  sehr  einfach  die  Berührungspunkte  B^  1/  dieser  als  Dop 
tangenten  fungirenden  Seiten  des  Hauptdreiecks  0^  0^  0^  ermitteln.  Die  M 
fication  der  Construction  in  (4)  drückt  sich  folgend  aus :  Projicirt  man  x 
lieh  einen  Verzweigungspunkt  V  eines  Hauptpunktes  aus  den  beiden  and 
Hauptpunkten  abermals  in  den  Grundkegelschnitt,  so  schneidet  die  Vei 
dungslinie  der  zwei  sich  ergebenden  Projectionspunkte  die  dem  bezügli< 
Hauptpunkte  gegenüberliegende  Dreiecksseite  in  einem  Berührpunkte 
selben  mit  der  Directionscurve.  Analog  ist  die  Construction  für  den  zwc 
Berührpunkt. 

9.   Weil   eine  Doppelpunktstangente   in  dem  Doppelpunkte   einen 
Nachbarpunkte   des   letzteren  mit   einem  der  Tangentialpunkte  der  erst 
vereinigt,   der  jedoch,    wie    bekannt,    auf  dem  andern   Curvenzweige 
befindet,  so  resultirt  der  Satz :  Die  Directionscurve  i)^  durchsetzt 
Grundkegelschnitt  in  den   sechs  Durchschnittspunkten  A 
Seiten   des  Hauptdreiecks  O^O^O^  und  des  Grundkegelschni 

In  jedem  dieser  sechs  Durchschnittspunkte  Ä^  Ä\  welche  in  Pa 
die  Bilder  der  Nachbarpunkte  der  Curvendoppelpunkte  sind ,  zieht  eine  ' 
gent«  der  Directionscurve,  welche  als  Strahl  des  homologen  Hauptpui 
im  Dreiecke  O^O^O^  den  Grund kegelschnitt  zum  andern  Male  in  dem  Bi 
des  Tangentialpunktes  der  betreffenden  Doppelpunktstangente  t 
Denn  man  halte  sich  die  constructive  Beziehung  in  (4)  vor  Augen: 
suchen  die  rr-Secante  eines  der  beiden  Nachbarpunkte  A,  A'\  eine  k 
üeberlegung  zeigt,  dass  die  Secante  die  Verbindungslinie  des  andern  Nacb 
Punktes  mit  dem  jener  Dreiecksseite,  welche  das  Paar  AÄ  aus  dem  Gr 
kegelschnitt  schneidet,  gegenüberliegenden  Hauptpunkte  sein  muss. 


*  Ueber  biquadratisohe  Involutionen  etc.  von  E.  Wejr.    Sitzungsber.  d. 
Akad.  d.  Wiasensch.  in  Wien,  81.  Bd.  S.  1016. 


Von  Prof.  W.  Bindbr.  275 

10*  £ine  Inflexionstangente  der  Plancarve  C^  repräsentirt  eine  Coinci- 
deciz  von  drei  Panktenelementen.     Am  Qrundkegelschnitt  ist  bekanntlich  das 
Bild   einer  solchen  Wendetangente  jener  Kegelschnitt,  der  den  ersteren  oscu- 
lirend  in  dem  Bilde  des  Inflexionspunktes  berührt  und  dem  Hauptdreieck 
umschrieben  ist,  wofür  es  sechs  Lösungen  giebt.*    Darnach  ist  anzunehmen, 
dass ,  weil  hier  ein   Zusammen  fall  eines   der  beiden  Tangentialpunkte  mit 
dem  Berührpunkte  auf  der  Curve  statthat,   die  Directionscurve  den  Qrund- 
keg^elschnitt  (Fig.  4)  auch  in  diesem  Bilde  T  des  nicht  coincidirenden  andern 
Tangentialpunktes  der  Inflexionstangente  durchsetzen  muss  und  dass  wieder 
die  Tangente  i  in  diesem  Punkte,  als  ein  Element  des  2;-Secanten8j8tems,  den 
Grundkegelschnitt  in  einem  zweiten  Punkte  J  schneidet,  der  bildlich  den  Be- 
rührpunkt  der  Inflexionstangente  mit  dem  andern  Tangentialpunkte  vereinigt. 
Dieser  letztere  Schnittpunkt  J  ist  somit  das  Bild  eines  Inflexionspunktes  der 
Plancurve  C^.     Das  Ergebniss  dieser  Untersuchung  folgert  den  Satz:   Die 
Directionscurve  durchsetzt  d^n  Grundkegelschnitt  in  weiteren 
sechs  Punkten,  welche   die  Bilder  der   Tangentialpunkte  von 
den  sechs  Inflexionstangenten  sind.     Die  Tangenten  in  diesen 
Schnittpunkten,   als  Elemente  des  x  Secantensjstems,  treffen 
den  Grundkegelschnitt  in  den  Bildern  der  Berührungspunkte 
der  sechs  Inflexionstangenten  auf  der  Plancurve  vierter  Ord- 
nung. 

11.  Die  vorliegende  Directionscurve  D^  besitzt  nach  (7)  drei  Doppel- 
tangenten, weshalb  die  Ordnung  derselben  nach  der  bekannten  Steiner- 
^hen  Formel  (Gesammelte  Werke  II,  S.  495)  als  die  Maximalzahl  4(4  —  1) 
*^2.3  =  6  resultirt  und  somit  allgemein  das  definitive  Symbol  dieser  Curve 
^^geschrieben  wird:  D^, 

Das  gleiche  Resultat  in  Bezug  der  Ordnung  der  Directionscurve  findet 
sich  aber  auch,  wenn  wir  die  Ergebnisse  in  (9)  und  (10)  berücksichtigen, 
Wonach  diese  Curve  den  Grundkegelschnitt  in  zusammen  höchstens  zwölf 
Punkten  durchsetzt:  il  =  6.** 

2 

12.  Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  unserer  Directionscurve  ist  nach  deir 
gepflogenen  synthetischen  Untersuchungen  =  3.  Da  die  Maximalzahl  von 
Doppelpunkten  in   einer  Plancurve  sechster  Ordnung   (Salmon-Piedler, 

Höhere  ebene  Curven,  Art  42)    -^ =  10  ist,  so  ergiebt  sich  das 

Geschlecht:   10 — 3  =  7,   d.  h.  die  Directionscurve  D/  ist  keine  Unicursal- 
<^Mve  (Cayley). 

IS.  „Eine  Degeneration  der  Classenzahl  der  Directions 
curve  um  je  eine  Einheit  findet  für  jede  Berührung  einer  der 
Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  mit  dem  Grundkegelschnitt 
statt.« 

•  Plücker,  Algebr.  Curven,  S.  208. 
**  Duräge,  Curven  dritter  Ordnung,  Art  188. 

18» 
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Das  vorstehende  Gesetz  zeigt,  dass  insbesondere  für  eine  ebene  Curve 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  vom  Symbol  (7/ die Directionsciirve  ein 
Kegelschnitt  ist;  weiter  ist  zu  ersehen,  dass  fdr  eine  Plancnrve  C^ 
mit  drei  Spitzen  das  System  der  Tangentialpnnkte  auf  ihr  eine  all- 
gemeine quadratische  Involution*  ist,  welche  sich  auf  dem  Grund- 
kegelschnitte selbstverständlich  central  abbildet,  wo  ihr  Centrum  offenbar 
das  Bild  des  gemeinsamen  Schnittpunktes  der  drei  Spitzentangenten,  der 
Plancurve  C^  ist.  Es  ist  klar,  dass  diese  Involution  auf  der  Plancnrve 
durch  ein  Eegelschnittbüschel  erzeugt  wird,  dessen  vier  Basispunkte  die 
drei  Rückkehrpunkte  der  Curve  und  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  drei 
Spitzentangenten  sind.  Jedes  Individuum  dieses  Büschels  hat  mit  der  Plan- 
curve vierter  Ordnung  bekanntlich  2.4  =  8  Punkte,  von  denen  jedoch  sechs 
durch  die  drei  RUckkehrpunkte  absorbirt  werden,  gemein;  somit  trifft  es 
die  Plancurve  C^  noch  in  einem  Elementenpaare  der  allgemeinen  quadra- 
tischen Involution  und  bildet  sich  auf  dem  Grundkegelschnitt  als  ein  Strahlen- 
element der  centralen  Involution  ab,  wo  es  als  Element  des  a;-Secanten- 
systems  (6)  das  Bild  jenes  Punktenpaares  der  allgemeinen  Involution  aus- 
schneidet. Eine  einfache  geometrische  üeberlegung  zeigt,  dass  diese  letztere 
Involution  auf  dem  Grundkegelschnitte  immer  elliptisch  sein  muss,  also 
keine  reellen  Doppelelemente  aufweisen  kann.  Wir  kommen  später  auf  den 
ersteren  Fall  nochmals  zurück. 

14.  Wenn  man  eine  Directionscurve  2>/  des  absoluten  symmetrischen 
Systems  der  Tangentialpnnkte  von  einer  ebenen  Curve  C^  voraussetzt,  so 
kann  man  immerhin  die  polarreciproke  Curve  D^  construiren.  Dieselbe 
stellt  sich  (Fig.  3  u.  5)  als  geometrischer  Ort  der  Pole  der  einzelnen  rr-Secanten 
(6)  heraus.  Dual  den  Eigenschaften  der  Curve  2>/  stehen  jene  der  Curve 
B^  gegenüber  und  insbesondere  werden  die  Pole  o>  der  Seiten  des  Haupt- 
dreiecks 0, 0^  0^  als  Doppelpunkte  der  letzteren  Curve  auftreten  müssen. 
Der  Construction  der  Berührungspunkte  B^  'S  einer  Doppeltangente  der  Curve 
D^  nach  (8)  wird  jene  der  Doppelpunktstangenten  fc,  V  der  Curve  D^  polar 
gegenüberstehen :  Wir  brauchen  nur  den  Pol  <y  der  Verbindungslinie  der  beiden 
bezeichneten  Projectionspunkte  eines  Verzweigungspunktes  Y  zu  ermitteln ,  so 
zieht  durch  den  diesem  Verzweigungspunkte  zugeordneten  Doppelpunkt  der 
Curve  2>ß*  dessen  eine  Tangente  6  etc. 

15.  Aus  den  gesammten  bisher  angestellten  Untersuchungen  erhält  der 
nachfitehende  Satz  als  Ergebniss  derselben  seine  Sanction  (Fig.  2— 5): 

Die  Directionscurve  D/  als  Die  Directionscurve  D/  als 
Enveloppe  des  absoluten  sym-  Ort  des  absoluten  symmetri- 
metrischen  Punktensystems  sehen  Tangentensystem's  vier- 
vierten Grades  einer  Plan-  ten  Grades  einer  Plancurve 
curve    vierter    Ordnung,    wel-  vierter  Ordnung,   welches  8y- 


*  £.  Weyr,  Ueber  biquadratische  Involutionen  etc.,  S.  1020. 
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cbeB  System  auf  einem  Grund- 

Vegelschnitte    abgebildet    er- 

sclieint,  ist  höchstens  vierter 

Glasse  und  sechster  Ordnung; 

sie  hat  mit  dem  Grundkegel- 

schnitte  acht  gemeinschaftliche 

Tangenten,    welche    diesen  in 

-     Doppelelementen    erster    Art 

berühren   und    die  Bilder    der 

1  Berührungspunkte  der  vier 
Doppeltangenten  der  Plan- 
cur?e  sind; 

sie  hat  mit  dem  Grundkegel- 
schnitte   sechs    gemeinschaft- 
liche Pnnkte,  welche  die  Ver- 
zweigungselemente   der    Dop- 
pelpunkte   zweiter    Art    sind; 
diese  letzteren  selbst  ergeben 
sich  als   Schnittpunkte  jener 
Sehnen,    die   in   den    Verzwei- 
gungspnnkten  die  Directions- 
car?e    tangiren,     den    Grund- 
Icegelschnitt  zum  andern  Male 
schneiden,     und    sie    sind    die 
Bilder    der    sechs    Inflexions- 
pQnkte    der    Plancurve,     wäh- 
rend die  Verzweiguugspunkte 
<^ie  Tangentialpunkte  der  ent- 
^rechenden  Inflexionstangen- 
tenaal  dem  Grunkegelschnitte 
•bbilden;* 


sie  hat  weiter  noch  die  sechs 
Punkte  der  drei  Nachbarpunk- 
tenpaare,  welche  als  Bilder  der 
Doppelpunkte  der  Plancurve 
<^a»  Hauptdreieck  O^O^O^  auf 
dem  Grundkegelschnitte  her- 
Änsschneidet,  mit  diesem  ge- 
«öeinschaftlich     und     wird     in 


stem  auf  einem  Grundkegel- 
schnitte abgebildet  erscheint, 
ist  höchstens  vierter  Ordnung 
und  sechster  Classe; 

sie  hat  mit  dem  Grundkegel- 
schnitte acht  gemeinschaftliche 
Punkte^  weiche  die  Doppelele- 
mente erster  Art  sind  und  die 
Berührungspunkte  der  vier 
Doppeltangenten  der  Plan- 
curve abbilden; 

sie  hat  mit  dem  Grund kegel- 
schnitte  sechs  gemeinschaft- 
liche Tangenten,  welche  ihn  in 
den  Verzweigungselementen 
der  Doppelpunkte  zweiter  Art 
berühren;  diese  letzteren 
selbst  ergeben  sich  als  Berühr- 
ungspunkte jener  Tangenten, 
die  von  dem  Berührungspunkte 
einer  Verzweigungstangento 
auf  der  Directionscurve  zum  ^ 
andern  Male  an  den  Grund- 
kegelschnitt ziehen,  und  sie 
sind  die  Bilder  der  sechs  In- 
flexionspunkte  auf  der  Plan- 
curve, während  die  Berühr- 
ungspunkte der  Verzweigungs- 
tangenten die  Tangential* 
punkte  der  entsprechenden 
Inflexionstangenten  auf  dem 
Grundkegelschnitte  abbilden; 

sie  hat  weiter  noch  die  sechs 
Tangenten  der  drei  Nachbar- 
punktenpaare,  welche  als  Bil- 
der derDoppelpunkte  derPlan- 
curve  das  Hauptdreieck  O^O^O^ 
auf  dem  Grundkegelschnitte 
herausschneidet,  mit  diesem 
gemeinschaftlich  und  wird  von 


•  VergL  hierüber  E.  Weyr's  Curvenlehre,  S.  18. 
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diesen  Punkten  von  Geraden  diesen  Tangenten  in  Punkte 
berührt,  die  als  Sehnen  des  berührt,  von  welchen  zum  an— 
Grandkegelschnitts  zum  an-  dem  Male  an  den  Grundkegel  — 
dem  Male  das  Bild  des  einer  schnitt  eine  Tangente  zieht«. 
Doppelpunktstangente  ange-  die  auf  ihm  das  Bild  des  einen 
hörigenTangentialpunktes  an-  Doppelpunktstangente  ange- 
geben, hörigen  Tan gentialpnnkt es  an- 

giebt. 

n. 

IiinearoonBtruotion  der  Inflezionselemente  einer  Uniouraal-FlanoiirTe 

vierter  Ordnung  mit  zwei  Büokkehrpnnkten« 

16.  Es  ist  bekannt,  dass  eine  ebene  Curve  vorbezeichneter  Art  viertes 
Classe  ist  und  das  Symbol  C^  erhttlt.  Man  weiss  aber  auch ,  dass  die  Ab  * 
bildung  einer  solchen  Curve  auf  einem  Grundkegelschnitt  geschieht,  der  dkm 
Eigenschaft  hat,  dass  zwei  Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  ihn  berühren  . 
Schneidet  die  dritte  Seite  des  Hauptdreiecks  den  Grundkegelschnitt  nicht, 
ist  der  entsprechende  Doppelpunkt  der  Plancurve  (7/  ein ;, Einsiedler''  (isolirtei 
Punkt)  und  diese  Curve  besitzt  dann  nur  ein  Paar  reelle  Inflexionen. 

In  (13)  haben  wir  nachgewiesen,  dass  das  System  der  Tangentialpunktes 
auf  dem  Grundkegelschnitt  als  ein  symmetrisches  Elementensystei 
zweiten  Grades  abgebildet  wird  und  demnach  dessen  Directionscorve  als^ 
ein  Kegelschnitt  erscheint,  den  wir  den  Directionskegelschnitt  nennen..^ 

17«  Die  Construction  in  (6)  lässt  uns  immer  fünf  beliebige  Bestimmongs — 
stücke  des  Directionskegelschnitts   finden,   mit  deren  Hilfe  dieser  als  voll — - 
kommen  bestimmt  erscheint,  und  nach  einer  bekannten  Construction^  lassen^tf 
sich  dann   die  beiden  einzig  reellen  Schnittpunkte  T,  T\   welche^ 
zwischen  dem  Grund-  und  dem  Directionskegelschnitt  stattfinden,   linear  " 
ermitteln.     Die  Punkte  T,  T'  sind  aber  nach  dem  Hauptsatze  (15)  links  die    ' 
Bilder  der  Tangentialpunkte  von  den  beiden  Inflexionstangenten  der  Plan- 
curve C^^  deren  Berührungspunkte  man  nach  diesem  Satze  bekommt,  wenn 
man  in  den  Punkten   T,  T'  die  Tangenten  an  den  Directionskegelschnitt 
construirt ,  welche  als  Elemente  des  x  -  Secantensystems  (6)  die  Bilder  dieser 
Berührungs-  (Inflexions-)  Punkte  auf  dem  Grundkegelschnitt  in  JJ'  heraus* 
schneiden. 

18.  Vermöge  der  Beziehung  in  (7),  dass  die  Seiten  des  Hauptdreiecks 
Oj  Og  O3  die  allgemeine  Directionscurve  als  Doppeltangenten  berühren,  erhalten 
wir  die  betreffenden  Seiten  0 ^  O3  (Fig.  6) ,  die  wir  als  jene  den  Grundkegel- 
schnitt in  F,2  y^  tangirenden  der  Voraussetzung  gem&ss  annehmen,  wie 
leicht  eingesehen  wird,   als  einfache  Tangenten  des  Directionskegelschnitts. 


*  H.  Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte  etc.,  S.  376. 
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Die  Berflhrangspankte  B^,  B^  des  Hauptseitenpaares  0^03  ergiebt  die  Con- 

stnietion  in  (8). 

19,  Bekanntlich  befinden  sich  coaxial  auf  der  Dreiecksseite  o^«  welche 
die  Hauptpunkte  0|,  0^  enthält,  zwei  Involutionen,  deren  eine  durch  die 
Punkte  Oj ,  O3  als  Asymptotenelemente  und  deren  andere  durch  den  Grund- 
kegelschnitt hervorgerufen  werden«    Bestimmen  wir  die  gemeinsamen  Asj^mp- 
totenelemente  ^ ,  i\  dieser  beiden  Involutionen.*^  Die  Verbindungslinie  |  ^^  ^  | 
idt,  wie  man  sich  ohne  Schwierigkeit  überzeugen  wird,  eine  gemeinschaft- 
liche Polare  und  der  Punkt  ^^  ein  gemeinschaftlicher  Pol  der  beiden  Kegel- 
schnitte: Grund-  und  Directionskegelschnitt.     Durch  den  Pol  i\  ziehen  die 
beiden  Verbindungslinien  |  Fi2  ^23 1  >  I  -^i  -^s  I  • 

20.  Gelegentlich  der  Construction  des  Berührungspunktenpaares  B^B^ 
in  (18)  mussten  die  Verzweigungspunkte  F', »  V\  der  Hauptpunkte  Oj,  O3 
aus  dem  dritten  Hauptpunkte  0^  nach  F',2t  F'23  auf  den  Grundkegelschnitt 
projicirt  werden.  Zieht  man  in  diesen  Projeetionspunkten  die  Tangenten 
an  den  Grundkegelschnitt,  so  schneidet  sich  die  Tangente  in  V\^  mit  der 
Geraden  1 0^  V^^  \  in  einem  Punkte  M  und  ebenso  erhält  man  einen  zweiten 
Punkt  N  aus  dem  Schnitte  der  Tangente  in  V\^  mit  der  Geraden  |  O3  Fjj  |. 

Die  Verbindungslinie  |JlfiV|  geht  durch  den  Pol  f'j  ^°^  ^^^  eine  ge- 
meinschaftliche Secante  der  beiden  betrachteten  Kegelschnitte.  Aus 
diesem  Grunde  sind  die  Schnittpunkte  T,  T\  welche  die  Gerade  \MN\  auf  dem 
Grundkegelschnitt  hervorbringt,  das  in  (17)  bezeichnete  Bildpunktenpaar  der 
'I'angentialpunkte  von  den  zwei  reellen  Inflexionstangenten  der  Plancurve  C4*. 

21.  Die  Construction  der  Tangenten  in  den  gefundenen  Punkten  T,  T' 
^H  den  Directionskegelschnitt  kann  auf  bekannte  Weise**  linear  durchgeführt 
Verden.  Höchst  einfach  aber  erhalten  wir  die  zweiten  Schnittpunkte  /,  J' 
dieser  Tangenten  mit  dem  Grundkegelschnitte  folgend ermassen : 

Die  Verzweigungstangenten  |  Oj  F'j  | ,  |  O3  F'3 1  treffen  die  gegenüber- 
Hegenden  Dreiecksseiten   0^0^  in  dem  Punktepaare  L^L^,     Sucht  man  den 

%o  gehört   derselbe  der  gemeinschaftlichen  Polaren  \0^i^\  als  Punktelement 
^n.   Nun  treffen  die  Verbindungslinien  \T0\  und  \T'0\  den  Grund- 
Icegelschnitt  in  den  Bildern  J\  J  der  beiden  Inflexionspunkte 
der  Raumcurve  C/.  Die  Verbindungslinien  IT/ 1,  |TV|  sind  die  Tangenten 
des  Directionskegelschnitts  in  den  Punkten  T,  T'  und  treffen  sich  gemeinsam 
auf  der  Polaren  \0^i^\  als  Elemente  des  a;-Secantensystems.  Gleichzeitig  ist  zu 
bemerken    dass  die  Verbindungslinie  |JJ'|  ebenfalls  durch  den  Pol  ^^  g^bt 
22«    Wir  haben  in  dem  bisher  betrachteten  Falle  eine  Curve  (7/  vor- 
ausgesetzt, in  welcher  die   beiden  Rückkehrpunkte  als  solche  angenommen 
wurden,   dass   die  Plancurve  „Spitzen*'    bildet.     Es  ist  aber  auch  der  Fall 

*  Th.  Beye,  Geometrie  der  Lage  I,  8.  141. 
♦*  Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  100. 
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bemerkbar,  wo  einer  der  BQckkehrpunkte  einen  Beruh rungs knoten  vor- 
stellt und  die  Curve  einen  „Schnabel^  formirt.*  Um  die  Beziehnngen  dies- 
falls vorzustellen,  mass  das  Hauptdreieck  des  Orundkegelschnitts  eine  ent- 
sprechende Transformation  erfahren. 

Denken  wir  uns  (Fig.  7)  etwa  die  beiden  Seiten  o,,  O3  des  Hanpt- 
dreiecks  O^O^O^  im  Zusammenfall,  so  muss  offenbar  die  dritte  Seite  0^  in 
dem  Coincidenzhauptpunkte  0^3  hindurchgehen,  während  die  Hanptseite  0,3 
die  beiden  Hauptpunkte  0^3  0^  enthält.  Der  Hauptpunkt  O3  bildet  dann 
als  homologer  Punkt  des  Hauptpunktes  Oj3  in  der  Plancurve  vierter  Ordnung 
im  allgemeinen  Falle  einen  Berührungsknoten,  welcher,  sofern  derselbe 
Bückkehrpunkt  ist,  in  der  Plancurve  einen  Schnabel  formt.  Dieser  Fall 
tritt  ein,  sobald  der  Grundkegelschnitt  die  Gerade  0,3  berührt.  Ist  gleich- 
zeitig eine  Tangention  der  Geraden  O3  am  Grundkegelschnitt  vorhanden,  so 
wird  die  Plancurve  eine  solche  vom  Symbol  C^*  mit  einem  Schnabel  in  O3 
und  einer  Spitze  in  0^^. 

23.  Die  Frage  nach  den  Inflexionen  der  Plancurve  C^*  kann  nur  wieder 
durch  die  diesbetreffende  Directionscurve  des  auf  dem  Grundkegelschnitt 
abgebildeten  Tangentialpunktensystems  erledigt  werden.  Behufs  dessen  haben 
wir  zunächst  die  Modification  zu  studiren,  welche  die  Construction  in  (4) 
erfährt. 

Ein  beliebiger  Punkt  X  des  Orundkegelschnitts  wird  aus  den  beiden 
Hauptpunkten  O^^y  0^  nach  Z,3,  X^  projicirt  Da  in  X^^  ein  Pnnktenpaar 
in  Coincidenz  ist,  so  ist  die  Verbindungslinie  seiner  Elemente  offenbar  Tan- 
gente an  den  Grundkegelschnitt,  welche  die  Hauptseite  0,  in  (^  trifft 
Ebenso  vereinigt  die  Verbindungslinie  IZigZ^I  zwei  zusammenfallende  Ge- 
raden I  Z|  Z,  I ,  I Z9  2^  I ,  welche  die  Coincidenzhauptseite  o^^  in  dem  Coinci- 
denzpuukte  $,3  trifft.  Die  Verbindungslinie  |£is£9|=^  ist  nun  ein  Element 
des  Secantensystems  (6)  und  trifft  den  Grundkegelschnitt  in  dem  Ponkten- 
paare  X'X'\ 

Wir  müssen  uns  somit  einen  Kegelschnitt  vorstellen ,  welcher  den  Orond- 
kegelscbnitt  im  Punkte  X  einfach  berührt  und  in  den  Punkten  X\  X"  durch- 
schneidet, der  überdies  die  Hauptpunkte  0^^,  0^  enthält,  und  weil  0^^  eine  Co- 
incidenz bildet,  so  wird  dieser  Kegelscbnitt  in  diesem  Punkte  von  der  Hanpt- 
seite  Og  berührt.  Das  Bild  dieses  Kegelschnittes  ist  eine  Tangente 
der  Plancurve  C/,  deren  Berührungspunkt  das  Bild  des  Punktes  X  und 
deren  Tangentialpunkte  die  Bilder  der  gefundenen  Punkte  X',  X"  sind. 

24«  Auch  in  dem  vorgelegten  Falle  bilden  die  Paare  X\  X^,  wie  in 
(16),  ein  symmetrisches  Elementensystem  zweiten  Grades,  welchen  als  Um- 
hüllte der  x-Geraden  ein  Directionskegelschnitt  zugehört.  Dieser 
Kegelschnitt  hat  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  er  den  Gmndkegel- 
schnitt  in  seinem  dreifachen  Verzweigungspunkte  F,28  der  Hauptlinie  O13 


*  Salmon-Fiedler,  Höhere  Plancorven,  S.  66. 
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osculirt.     Hieraas  muss  gefolgert  werden,  dass  die  betreffende  Plancurre 
C^  nur  eine  einzige  Inflexion  aufweist. 

25.  Für  die  Fizirnng  des  Directionskegelschnittes  durch  fElnf  Elemente 
ist  nach  dem  Vorhergegangenen  genügendes  Material  vorhanden.  Erstlich 
liennen  wir  den  Osculationspunkt  Y^^^  und  dessen  Tangente,  die  Hauptlinie 
^,3;  ausserdem  wissen  wir  nach  (18),  dass  die  Hauptlinie  0^  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  ist,  deren  Berührungspunkt  Jlf  gefunden  wird,  wenn  man 
den  Verzweigungspunkt  Y\  des  Hauptpunktes  0^  aus  dem  Hauptpunkte  0,3 
nach  W  auf  den  Grundkegelschnitt  projicirt,  dessen  Tangente  dann  die 
Uauptlinie  Oj  in  JKf  trifft  etc. 

Der  Punkt  T,  welcher  dem  Grund-  sowie  dem  Directionskegelschnitt 
gemeinschaftlich  ist,  kann  also  jedenfalls*  linear  construirt  werden.  Am 
einfachsten  wird  jedoch  derselbe  nachfolgend  erhalten: 

„Die  vorhin  gedachte  Tangente  |TF'Jlf|  und  die  Verbindungs- 
linie |0gF,3|  haben  einen  Punkt  0  gemeinsam;  die  Gerade  |^].>sO| 
trifft  den  Grundkegelschnitt  in  T.^ 

26«  Nach  den  bisherigen  Erläuterungen  und  mit  Bezug  insbesondere 
des  Hauptsatzes  in  (15)  ist  der  Punkt  T  das  Bild  des  Tangentialpunktes  der 
einzigen  Inflexionstangente  auf  der  Plancurve  C/.  Es  handelt  sich  also 
nur  noch  um  die  Fixirung  des  Bildes  J  von  jenem  Punkte,  in  welchem  die 
Wendetangente  die  Plancurve  berührt.  Hierzu  verwenden  wir  einfachst  die 
von  Schröter^  angegebene  Construction : 

Die  Verbindungslinie  \T'M\  schneidet  0,3  in  Gr\  die  Linie  IFj^jOI  trifft 
Oj  in  einem  Punkte  ¥\  nun  suche  man  den  Schnitt: 

Die  Gerade  \^T\  erzeugt  zum  andern  Male  auf  dem  Grundkegelschnitt 
den  verlangten  /-Punkt.  Dass  die  Gerade  ein  Element  des  x-Secanten- 
sjstems  sein  muss,  ist  unschwer  einzusehen. 

27«  Die  vorstehenden  Constructionen  der  beiden  zuletzt  behandelten 
Aufgaben  sind  vollständig  linear  durchgeführt,  ohne  dass  also  die  betref- 
fende Directionscurve  eingezeichnet  werden  muss. 

unseres  Wissens  ist  eine  Linearconstruction  von  Inflexionselementen 
einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  bisher  nicht  publicirt  worden. 


*  Staudigl,  Neuere  Geometrie,  S.  213. 
**  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  101. 
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Dritte  Mittheilnng, 

15.  Ist  der  beliebige  Kegelschnitt  k^  darch  den  Punkt  P  seiner  Tan 
gente  t  und  <  ie  drei  weiteren  Punkte  Ay  By  0  gegeben,  so  lassen  sie! 
seine  Axen  in  folgentier  Weise  finden.  Man  construire  nach  Nr.  2  mi 
Fig.  7  den  Osculationskreis  p*  bei  P  und  schneide  denselben  mit  den  6e 
raden  PA^  PB  in  A\  B'.  Indem  man  den  Schnittpunkt  von  AB  mit  A'I 
mit  P  verbindet,  entsteht  eine  gewisse  Gerade  Sq.  Nach  Nr.  1a)  sind  di 
Halbirungslinien  g,  h  der  von  den  beiden  Geraden  t  und  Sq  gebildeten  Winke 
mit  den  Axen  von  k*  parallel  (und  es  schneiden  sich  p^  und  Sq  in  dei 
Punkten  P  und  P^).  Die  nicht  in  P  fallenden  Schnittpunkte  von  g  und  i 
mit  jp',  G'  und  H\  sind  die  Mitten  der  zwei  durch  P  und  Pq  begrenzten  Bogei 
von  p^.  Ihnen  entsprechen  bezüglich  der  zwischen  pl^  und  k*  bestehende] 
Perspectivitllt  vom  Centrum  P  und  der  Axe  Sq  die  (zweiten)  Schnittpunkt 
Gy  H  von  ^,  h  mit  X;^  Hierauf  sind  die  Axen  x^  y  die  Mittelsenkrechtei 
der  Strecken  P&,  FH\  der  x  und  y  gemeinsame  Punkt  ist  der  Mittelpunk 
M  von  Ä*. 

um  die  in  die  Axe  x  (oder  y)  fallenden  Scheitel  des  Kegelschnitte 
k^  zu  erhalten ,  schneide  man  x  mit  t  \n  T  und  fälle  aus  P  auf  x  die  Senk 
rechte  (^,  bezüglich  h)  vom  Fusspunkte  P\  Dann  sind  M  der  Mittelpunk 
und  P'  mit  T  ein  Paar  derjenigen  Punktinvolution  in  x^  deren  Doppel 
punkte  X^y  X^  die  gesuchten  Scheitel  sind. 

16.  Ein  specieller  Fall  der  allgemeinen  in  Nr.  6  mit  Fig.  14  gegebene! 
Construction  ist  die  von  Steiner  (Werke  II,  S.  341;  Crelle's  Jouma 
XXX,  S.  271,  1845)  erwähnte. 

Der  Kegelschnitt  V   werde   als  Ellipse   vorausgesetzt  und  es  seiei 

^n  Tier  Tangenten  ^,  a,  5,  o,   welche  ein  Rechteck  bilden  sollen,   be 

^'^  BerOhrnngspankt  der  Tangente  t  sei  P,  n  die  Normale  diesef 
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Punktes  (Fig.  25).  Die  Schnittpunkte  der  parallelen  Tangenten  a,  h  mit  t 
seien  Ä"^  S\  ebenso  mögen  a,  h  die  mit  t  parallele  Tangente  o  in  A^  B 
schneiden.  Die  Senkrechten  a^,  h^  aus  Ä'y  f  auf  PA,  FB  gefllllt,  wer- 
den n  in  den  zwei  Punkten  A*'^  B"  treffen.     Darauf  sind   in  gewohnter 

Bezeichnung  Ä\  B!\  P  in  ^  und  Ä'\  B'\  ^  in  n  ähnliche  Reihen;  der 

K 

Funkt  -^   ist  die  Mitte  zwischen  P  und  dem  Centrum  K  des  Osculations- 

kreises  p'. 

Bezeichnet   man   die  Längen   der  Strecken  PÄ*^   PB'\  AÄ'=^BB" 

durch   die   Buchstaben    a^  ß^   y^    so   findet   man   P-^"'=  — i    P-B'"=  ~> 

K       aß  „  7  7 

jP-^  =  -^'  —  Fällt  man   aus  A     auf  PB  die  Senkrechte ,  so  wird  sie  n 

in   einem   Punkte  N  schneiden,   welcher  von    P  um  die  Län^e  PN=  — 

7 
entfernt  ist.     Derselbe  Punkt  N  entsteht  auch  als  Schnittpunkt  von  n  mit 

der  aus  B"  auf  PA  gefällten  Senkrechten.  —  Die  so  construirten  Punkte 

-^  und  N  der  Normalen  n  liegen  orthogonal -symmetrisch  zu  der  Tangente  t. 

Der  dem  Rechteck  ÄBA'ß'  umschriebene  Kreis  vom  Centrum  M  ist 
der  Ort  derjenigen  Punkte,  aus  welchen  an  die  Ellipse  rechtwinklige  Tan- 
gentenpaare gelegt  werden   können,     um  N  beschreibe  man  den  durch  P 

gehenden  Kreis ;  derselbe  wird  den  Kegelschnitt  Ic^  in  P  berühren  und  einen 

ctß 
Radius  von  der  Länge  —  haben.     £s  zeigt  sich,   dass  für  diese  Kreise  M 

y 

und  N  das  Quadrat  der  Centrallinie  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der 
Radien,  dass  sich  somit  die  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneiden. 

Der  Kreis  N  hat  auf  n  die  Strecke  PD  zum  Durchmesser.  Dabei 
steht  B"l)  auf  der  Verbindungslinie  von  /*  mit  der  Mitte  A^  von  AA" 

•  

senkrecht.  Aus  der  für  die  Kreise  M  und  N  nachgewiesenen  Eigenschaft 
folgt,  dass  die  Punkte  P  und  D  in  Bezug  auf  den  Kreis  M  conjugirt  sind. 
Ist  der  Kegelschnitt  h^  eine  Hyperbel,  welche  umschriebene  Recht- 
ecke besitzt,  so  hat  man  in  Fig.  25  den  Punkt  P  mt  ausserhalb  der  Strecke 
Ä'BT  vorauszusetzen  u.  s.  f.  —  Es  kann  ferner  das  hier  befolgte  Beweis- 
verfahren in  der  Weise  abgeändert  werden,  dass  o  als  die  eine  auf  t  senk- 
rechte und  etwa  a  als  die  mit  t  parallele  Tangente  gewählt  wird.     Die  zu- 

gehörige  Parabel  o*  (Nr.  6),  welche  n  in   ^  berührt,   hat   AP  zvl  ihrer 

Directrix  und  tangirt  t  bei  B'\  Errichtet  man  deshalb  in  P  auf  AF  die 
Senkrechte,  welche  man  mit  h  in  J?,  schneidet,  so  ist  die  Verbindungslinie 

j?i  -^  mit  t  parallel.    Fällt  man  aus  B^'  auf  ^P  die  Senkrechte,  so  schneidet 

sie  n  in.  N.  Der  Beweis,  dass  der  um  N  mit  NF  als  Radius  beschriebene 
Kreis  den  dem  Rechteck  toah  umschriebenen  Kreis  rechtwinklig  schneidet, 
geschieht  hierauf  wie  bei  Fig.  25. 
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17.  Die  Osculationskreise  in  den  Endpunkten  zweier  coi^jagirten  Durch- 
messer der  Ellipse  lassen  sich  leicht  constrairen,  ohne  das^  weitere  Ele- 
mente benutzt  werden  müssen. 

Die  gegebenen  Durchmesser  seien  FC  und  AB^  M  der  Mittelpunkt 
(Fig.  26).  Tangente  und  Normale  in  P  sind  mit  f ,  n  bezeichnet  Bei  der 
angestrebten  Construction  darf  man  die  Ellipse  ^  durch  eine  andere  Ic^ 
ersetzen,  welche  folgendermassen  entsteht.  In  der  Normale  n  liegt  ihre 
eine  Axe  PC,,  der  Scheitel  C,  ist  die  Oi-thogonalprojection  des  Punktes  C 
auf  die  Normale  n.  Die  zweite  Axe  Ä^B^  und  der  Durchmesser  AB  liegen 
auf  demselben  Träger  und  haben  dieselbe  Länge,  unter  diesen  Voraus« 
Setzungen  haben  Ic^  und  k^  in  dem  gemeinsamen  Punkte  P  denselben  ( >8cu- 
lationskreis ,  beide  Ellipsen  osculiren  in  P^  sie  sind  nämlich  affine  Gebilde, 
wobei  die  Affinitätsaxe  die  gemeinsame  Tangente  i  ist  und  die  Affiuitäts- 
strahlen  mit  der  Axe  parallel  laufen.*  —  um  nun  K  zu  finden,  fUle  man 
aus  dem  Schnittpunkte  B^*  der  Tangenten  in  den  Scheiteln  P  und  J9,  auf 
P£,  die  Senkrechte,  so  schneidet  diese  n  in  AT  (Nr.  4  mit  Fig.  11;  wenn 
man  n  mit  den  Senkrechten  aus  A*  =  A*  auf  FA  und  aus  B-^  =  J5*  auf 
PB  schneidet,  so 'wird  K  in  der  Mitte  dieser  beiden  Schnittpunkte  liegen). 
Um  fdr  die  eben  hergeleitete  Construction  des  Punktes  K  eine  bequemere 
Ausdrucksweise  zu  erhalten,  beschreibe  man  den  Kreis  vom  Durchmesser 
A*B*  mit  dem  Centrum  P,  sein  Radius  ist  gleich  der  Hälfte  des  Durch- 
messers AB.  Beztiglich  dieses  Hilfskreises  hat  B^  als  Pol  die  Linie  B^^I^ 
zur  Polaren.  Daraus  folgt,  dass  A'  der  Pol  der  Geraden  /i  B  ist:  Be- 
schreibt man  um  P  mit  dem  halben  conjugirten  Durchmesser 
als  Radius  einen  Kreis,  so  ist  der  Pol  des  Trägers  jenes  con- 
jugirten Durchmessers  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt A".  (Um  beispielsweise  in  Fig.  26  die  Axenrich- 
tungen  der  Ellipse  k^  einzutragen,  schneide  man  nach  Nr.  15  den  Oscula- 
tionskreis  p*  mit  PC  in  1,  lege  daselbst  die  Tangente  an  p\  welche  von 
CCi  in  2  geschnitten  wird;  die  Axenrichtungen  halbiren  die  von  den  Ge- 
raden t  und  P2  gebildeten  Winkel  und  der  ^Schnittpunkt  3  von  P2  mit  p* 
ist  der  vierte  p^  und  k^  gemeinsame  Punkt.) 

Die  in  P  osculirenden  Kegelschnitte  k^^  kj*  können  als  Parallelprojec- 
tionen  desselben  räumlichen  Kegelschnittes  kr^  angesehen  werden.  Dabei 
sei  beispielsweise  kr*  eine  Ellipse,  welche  t  in  P  bertihrt  und  ki*  zu  ihrer 
Orthogonalprojection  auf  die  Zeichnungsebene  P  hat.  Darauf  lässt  sich  leicht 
eine  Projectionsrichtung  p^  angeben ,  bezüglich  deren  k*  das  Bild  von  kr*  ist 
Die  Richtung  p'^  ist  so  gelegen ,  dass  ihr  kürzester  Abstand  von  der  Spur  t 


*  Die  Ellipsen  k*  und  Xi*  sind  noch  auf  eine  zweite  Art  centrisch- affin  fSr 
diMelbe  Biehtang  der  Affinitätsstrahlen.    Die  zweite  Axe  geht  durch  P  und  den 
Sohnit^onkt  von  Ä^  mit  ik|*,  sie  halbirt  die  Strecken  AB^y  BA^,  MM^ 
COg. 
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in  die  Ebene  P  föUt,  dass  also  die  Flachtlinien  mit  t  paiallel  und  die  beiden 
Projectionen  Js^  und  k^*  flächengleich  sind.* 

18.  Ueber  die  Anwendung  der  Affinität  auf  osculirende  Kegelschnitte 
möge  noch  der  folgenden  Beispiele  erwähnt  werden. 

a)  Eine  Parabel  k^  ist  durch  die  zwei  Punkte  P,  B  mit  ihren  Tan- 
genten ty  h  bestimmt  (Fig.  27).  Soll  ihr  Osculationskreis  j>'  in  dem  Punkte  P 
coQstruirt  werden,  so  darf  man  k^  durch  eine  andere  Parabel  k^  ersetzen. 
Hierbei  müssen  k^  und  k^  centrisch  -  affine  Gebilde  sein,  wobeie  die  Affini- 
tfitsaxe  ist  und  die  Affinitätstrahlen  zu  dieser  Axe  parallel  sind.  Man  wähle 
die  h  entsprechende  Tangente  h^  in  senkrechter  Lage  zu  t^  B^  wird  alsdann 
auf  5|  und  auf  dem  Affinitätsstrahle  s  des  Punktes  B  liegen.  Für  diese 
durch  P^t\  B^^  h^  bestimmte  Parabel  findet  man  nach  Nr.  11  mit  Fig.  18 

den  Punkt  -^  *   wenn  man  die  Normale  n  mit  dem  aus  B'\  =  B"  auf  P  B^ 

g^eföllten  Perpendikel  schneidet.     Die  letzteren  Hilfslinien  schneiden  sich  in 

dem  Brennpunkte  P,  der  Parabel  k^  und  es  stimmt  der  Punkt  -^  mit  dem 

K 
gesuchten  Punkte  -^  überein.  —  Beschreibt  man  um  den  Punkt  P  mit  P B" 

K 

als  Radius  einen  Kreis ,  so  ist  ersichtlich  -^  der  Pol  des  Affinitätsstrahles  s 

(des  Punktes  ^)  bezüglich  dieses  Kreises.  —  Bei  dem  Punkte  P  osculiren 
unendlich  viele  Parabeln  A;^,  k^^  k^y  . . . ;  je  zwei  derselben  sind  in  bekannter 
^eise  centrisch  -  affin.  Auf  jeder  mit  i  parallelen  Linie  s  haben  diese  Pa- 
rabeln sämmtlich  gleichlange  Sehnen.  '  Die  Parabeln  (welche  eine  Kegel- 
schnittschaar  bilden)  sind  die  schiefen  Parallelprojectionen  einer  räumlichen 
Parabel  k^  auf  die  Zeichnungs fläche  P,  wobei  jedoch  die  auftretenden  Flucht- 
linien mit  t  parallel  sein  müssen.  Dabei  ist  k^  irgend  eine  räumliche  Pa- 
rabel ,  welche  t  m  P  berührt  und  eine  beliebige  der  Parabeln  X;^,  k^^  k^^  . . . 
7,n  ihrer  Orthogonalprojection  hat  (um  k^  zu  finden,  hätte  man  somit 
durch  eine  der  Parabeln  der  Schaar  einen  aufrechten  parabolischen  Cylinder 
zu  legen  und  denselben  mit  einer  durch  i  gelegten  Ebene  zu  schneiden.) 

h)  Die  Parabel  k^  sei  fernerhin  durch  die  Elemente  P^  t,  a,  h  be- 
stimmt (Fig.  28).  Dann  lässt  sich  leicht  eine  af£ne  Parabel  k^^  finden,  für 
welche  P  der  Scheitel  ist;  sie  besitzt  die  Elemente  P,  ty  aj,  5,.  Um 
o, ,  2>|  zu  finden,  zieht  man  durch  den  Schnitt  D  von  a  mit  b  den  Affini- 
tätsstrahl 8j  darauf  A"j4q  parallel  mit  n  bis  nach  ^q  in  s,  so  wird  h^  mit 
FÄq  parallel  sein;  ebenso  könnte  man  zu  B"  den  Punkt  Bq  in  s  finden, 
wobei  PBq  parallel  mit  a^  wäre.  Errichtet  man  in  A",  B"  bezüglich  auf  a^ ,  b^ 
die  Senkrechten,  so  schneiden  sie  n  in  dem  Brennpunkte  JF\  von  ä;^^   also 

in  dem  k^  und  k^^  „gemeinsamen^  Punkte  ~9^==~ö'*    ^i^  einfache  Construc- 

*  Vergl.  Parallelprojectionen  und  Axonometrie  (Leipzig  1889,  bei 
B.  G.  Tenbner),  in&besondere  Nr.  36,  S.  98  und  Nr.  38,  S.  100,  ferner  nachfolgend 
Nr.  18  a;. 
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tion  von  -^  (bezüglich  If  oder  JP,  ^,  a,  &)  besteht  somit  darin,  dass  man 

^   -n   senkrecht  zu  P-4^,  oder  Ä'* -^y  senkrecht  auf  PBq  zieht  —  Hier  ist 

die  Bestimmung  des  Osculationskreises  in  einem  Punkte  P  einer  Parabel 
auf  die  Bestimmung  des  Brennpunktes  einer  gewissen  affinen  Parabel ,  welche 
P  zum  Scheitel  hat,  zurückgeführt.  (Von  den  mit  Jc^  affinen  Parabeln  der 
obenerwähnten  Schaar  ist  hier  diejenige  benutzt  worden,  welche  bei  P  am 
rundesten  ist.) 

c)  Wendet  man  dieses  soeben  fQr  die  Parabel  und  auch  bei  den  Figoren 
26  und  30  befolgte  Verfahren  auf  einen  Kegelschnitt  an,  von  welchem 
ein  umschriebenes  Parallelogramm  und  der  Berührungspunkt  einer  Seite 
bekannt  sind,  so  findet  sich  folgendes  Resultat:  Sind  Ä,  B,  C,  D  die 
aufeinanderfolgenden  Ecken  eines  einem  Kegelschnitte  J^  um- 
schriebenen Parallelogramms,  P  der  Berührungspunkt  der 
Seite  AB  mit  A:^  n  die  Normale  dieses  Punktes,  so  bilden  Ay 
B  und   der  Schnittpunkt  Q  von   n  mit  CD  ein  Dreieck,   dessen 

üöhenschnitt  der  in  gewohnter  Weise  mit  -zr  bezeichnete  Punkt 

(bezüglich  des  Osculationskreises  p*  des  Punktes  P)  ist. 

19.  Sind  P,  Ay  J9,  0  die  vier  (reellen)  Grundpunkte  eines  Kegel- 
schnittbüschelS;  so  wird  jeder  einzelne  dieser  Kegelschnitte  durch  die 
Angabe  der  Tangente  t  oder  der  Normalen  n  in  P  bestimmt.  Nach  Nr.  2 
mit  Fig.  7  findet  man  auf  jeder  Normalen  n  einen  Punkt  L  und  durch 
Halbiren  der  Strecke  PL  den  Mittelpunkt  A^  des  Osculationskreises  p'  im 
Punkte  P  für  den  durch  P,  t,  n,  A,  P,  0  bestimmten  Kegelschnitt.  Bei 
der  Drehung  von  t  und  n  um  P  beschreiben  L  und  AT  zwei  ähnliche  Cnnrcn 
l  und  ky  welche  von  der  dritten  Ordnung  sind.  Ihre  Asymptoten  stehen 
auf  PA,  PB,  PO  senkrecht,  denn  die  in  PA  mit  OB,  PB  mit  O-l,  PO 
mit  AB  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Büschels  haben  in  P  unendlich  grosse 
Krümmungsradien.  Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Orundpunkte 
il,  P,  0  mit  P  unendlich  benachbart  sei 

Die  Curve  l  (ebenso  k)  hat  P  zum  isolirten  Doppelpunkte.  Auf  jeder 
durch  P  gezogenen  Linie  n  liegt  nämlich  nur  ein  Punkt  L  und  für  zwei 
Lagen  von  n  fällt  L  in  P.  Diese  ausgezeichneten  Linien  f}|,  n^  verbinden 
P  mit  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  des  Büschels. 
Sie  sind  als  solche  Linien  aufzufassen,  welche  mit  den  zugehörigen  Tan- 
genten <|,  t^  zusammenfallen,  nämlich  als  imaginäre  Linien ,  welche  auf  sich 
selbst  senkrecht  stehen.  Denkt  man  für  t^=^n^  oder  für  t^^^n^  die  in 
Fig.  7  dargestellte  Construction  ausgeführt,  so  werden  sich  Ä'  mit  A'", 
B"  mit  B"  und  somit  auch  P  mit  L  decken.  Es  folgt,  dass  die  Tangenten 
dar  Corven  l  und  k  in  dem  isolirten  Doppelpunkte  P  die  imaginären  Linien 
ad^  welche  auf  sich  selbst  senkrecht  stehen. 
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'   ^^*^   -^   sw^,^  \^-\y 


Eine  Folgemng  des  Satzes ,  dass  k  und  l  von  der  dritten  Ordnung  sind, 
ist,  dass  je  sechs  reelle  oder  imaginäre  Kegelschnitte  eines  Büschels  in  dem- 
selben Grundpunkte  gleiche  Krümmungsradien  haben. 

20.  Eine  Kegelschnittschaar  habe  die  vier  Linien  t^  a,  h,  o  zu 
Orundtangenten.  Jeden  Punkt  P  der  Tangente  t  kann  man  als  den  Be- 
xübrungspunkt  eines  der  Kegelschnitte  ansehen  und  für  diesen  Kegelschnitt 

in  P  nach  Nr.  6  mit  Fig.  14  den  Punkt  -^9  bezüglich  K  construiren.    Lässt 

man  P  die  Tangente  t  durchlaufen,    so  werden  die  Punkte  -^  und  K"  zwei 

orthogonal  centrisch  -  affine  Curven  beschreiben.  Letztere  Curven  sollen  nach- 
folgend in  dem  allgemeinsten  Falle  und  in  einigen  speciellen  Fällen  angegeben 
werden;  es  treten  dabei  einige  Specialfälle  früherer  Constructionen  auf.  — 

Die  von  -^  und  von  K  beschriebenen  Curven  bleiben  dieselben,  wenn  man 

die  Figur  t,  a,  5,  o  durch  eine  damit  centrisch -affine  t^  a^^hi^  Oi  ersetzt, 
wobei  t  die  Axe  ist  und  die  Affinitätsstrahlen  mit  t  parallel  sind. 

a)  Wird   t  von   a,  5,  o   im  Endlichen  geschnitten,   so  ist  der  geome- 

-Ä'  Je 

trische  Ort  der  Punkte  -^  eine  Curve  dritter  Ordnung  -^^ »  welche  t  in  den 

Schnittpunkten  Ta,  t'b,  t'o  schneidet.  Die  Schaar  enthält  drei  Kegel- 
schnitte, welche  in  zwei  Büschel  zerfallen,  und  für  jeden  von  ihnen  wird 
der  Krümmungsradius  in  P,  nämlich  in  einem  der  eben  genannten  drei 
Punkte,  zu    Null.      Auf  jeder   Normalen    n  zu  t  liegt  im   Endlichen  nur 

ein  Punkt  -^;   der  allen  Normalen  gemeinsame  unendlich  ferne  Punkt  ist 

ein  Doppelpunkt  der  Curve  -^*     Letztere  geht  mit  nur  einem  Ast  in  das 

Unendliche,  sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordunng  mit  unendlich  ferner  Spitze 

und  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Spitzentangente.     In  Bezug  auf  t 

als  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  besitzt  die  Curve 

k 

-;j  die  Gleichungsform  y  ■=  a  +  6a;+ca;*  +  drc^   (sie  ist  eine  Parabel  dritter 

Ordnung).  —  Sechs  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  in  ihren  Berührungs- 
punkten mit  t  gleiche  Krümmungsradien  und  ein  längs  t  rollender  oder 
gleitender  Kreis  ist  je  dreimal  der  Osculationskreis  eines  der  Kegelschnitte« 
h)  Wenn  t  mit  einer  der  übrigen  Grundtangenten  parallel  ist,  so  be- 
zeichne man   diese  mit  o,   die  verbleibenden  mit  a,  5.     Es  sei  zunächst  o 

im  Endlichen   gelegen.     Gegenüber  dem   allgemeinen  Falle  a)  rückt  einer 

k 
der  Schnittpunkte  der  Curve  -^  mit  der  Grundtangente  t   unendlich   fem, 

k 
weshalb  hier  die  Curve  -rr  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  eine  Parabel 

^  k 

zerfHUt.     Letztere,   welche  nun  einfach  als   die  Curve  -^   bezeichnet  wird, 

geht  durch  die  Schnittpunkte  t'a,  t'h  und  hat  eine  zu  t  senkrechte  Axen- 
richtong.     um  ihren  Scheitel  zu  finden,  wähle  man,  wie  in  Fig.  29,  P  in 
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der  Mitte  der  Punkte  Ta  oder  Ä'  und  Vh  oder  Vy  bestimme  somit  für  n 
als  die  Mittelsenkrechte  der  Strecke  JC^'  den  zugehörigen  Punkt  -^^  die 

Mitte  der  Strecke  A" ^'  oder  die  Mitte  des  auf  n  zwischen  a,  und  5,  ge- 

K      K 
legenen  Abschnittes.     Macht  man  P-;t^=^-^8^   so   ist  8  der  Scheitel  der 

Parabel  X;,  des  Ortes  der  Erümmungsmittelpunkte.  Diese  Parabel  A;,  durch 
Ä\  ff'  und  8  gehend,  besitzt  n  als  Axe  und  es  schneiden  sich  ihre  Tan- 
genten von  den  Berührungspunkten  Al\  B'  in  L  auf  n,  wobei  PS==SL. 
—  Die  Osculationskreise  der  Kegelschnitte  der  Schaar,  in  den  Berührungs- 
punkten mit  ty  haben  ihre  Centra  auf  der  in  Fig.  29  verzeichneten  Pa- 
rabel Ä:.  Alle  diese  Osculationskreise  berühren  somit  t  und  den 
dem  Dreieck  A" B" L  umschriebenen  Kreis,  dessen  Centram  im 
Brennpunkt  F  der  Parabel  Ic  liegt. 

Bilden  die  Tangenten  ^,  a,  &,  o  ein  Parallelogramm,  so  sind  dessec 
Diagonalen  für  jeden  Kegelschnitt  zwei  conjugirte  Durchmesser.  Geht  das 
Parallelogramm  in  einen  Rhombus  über,  so  haben  die  Axen  der  Kegel- 
schnitte dieselben  Träger.  In  diesem  letzteren  SpecialflEÜle  könnte  die  am 
Schlüsse  von  Nr.  3  behandelte  St  einer 'sehe  Construction  (Cranz,  8.  21] 
benutzt  werden. 

Die  Orundtangente  o  kann  unendlich  fem  liegen;  die  Schaar  also  ans 
den  Parabeln  mit  den  drei  gemeinsamen  Tangenten  <,  a,  5  bestehen.  Als- 
dann  wird  man  die  in  Fig.  29  enthaltenen  Hilfslinien  a|,  h^  durch  die  ii 
A'\  Bt'  auf  a,  h  errichteten  Senkrechten  ersetzen  (Nr.  10). 

c)  Von  den  Grundtangenten  a^  t^  o  können  zwei  unendlich  benachbart 
und  mit  t  parallel  sein ;  man  bezeichne  sie  mit  o,  a  (Fig.  30).  Die  Kegel 
schnitte  der  Schaar  berühren  t  und  5,  femer  a  bei  A.     Will  man  für  dei 

t  in  dem  beliebigen  Punkte  P  berührenden  Kegelschnitt  den  Punkt  -^  con 

»truiren,   so   hat  man  den  Berührungspunkt  von  n  mit  derjenigen  Parabe 

zu   bestimmen,   welche  die  Linien  <,  n,  ff'ff"  berührt  und  FA  zu  ihrei 

K      K 

Directrix  hat  (nach  Nr.  6).     Macht  man  darauf  /'-n=-»  AT,  so  ist  Al  dai 

Centrum  des  einzelnen  Osculationskreises;  die  Centra  der  übrigen  Oscnla 
tionskreise  erfüllen  die  Linie  KB"  u.  s.  f.  —  In  bequemerer  Weise  win 

mau,  um  -j  zu  finden,  den  Kegelschnitt  P,  i^  A^  a,  h  durch  einen  affinei 

errietzen,  welcher  P  zum  Scheitel  hat  Für  den  letzteren  hat  man,  wie  ii 
Fig.  30  angegeben  ist,  aus  B"  (eigentlich  B"^  auf  PB<^  eine  Senkrechte  zt 
fttlleu  und  damit  n=  c^^  zu  schneiden. 

Liegen  die  vereinigten  Linien  o,  a  unendlich  fem,  so  handelt  es  siel 
um  eine  Schaar  von  Parabeln  von  gleicher  Axenrichtung,  welche  i  und  l 
barübren.     Die  Centra  ihrer  Osculationskreise  in  den  Berühmngspunktei 

*,  bildtn  eine  durch  den  Punkt  Vh^B"  gehende  Gerade.  Der  Ueber 
AiiMm  speoiellen  Falle  Ifisst  sich  bei  Fig.  30  leicht  übersehen. 
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d)  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  drei  Gmndtangenten  a,  5,  o  der 
Schaar  aufeinanderfolgende,  mit  t  parallele  Tangenten  sind.  Die  Kegelschnitte 
dieser  Schaar  berfihren  t  und  oscnliren  in  einem  Pnnkte  >#,  in  welchem  ihre 
gemeinsame  Tangente  mit  t  parallel  ist.  Da  fELr  jeden  der  Kegelschnitte  A 
and  P  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind,  so  ist  jedesmal  der  Oscu- 

lationskreis  bei  P  gleich  demjenigen  bei  ^;  die  Oerter  der  Punkte  -^  und 

HC  sind  mit  t  parallele  gerade  Linien. 

Liegen  der  Punkt  ^  und  die  vereinigte  Linie  a  =  &  =  o  unendlich 
fem,  so  besteht  die  Kegelschnittschaar  aus  congruenten  Parabeln  in  paral- 
leler Lage. 

Die  Curye  )b,  welche  erst  von  der  dritten  Ordnung  war,  reducirt  sich 
in  den  Fftllen  5),  c),  d)  bezüglich  auf  die  Parabel  (von  der  Gleichung) 
y^a  +  hx  +  ca?f  die  Gerade  ys=za  +  hx,  endlich  auf  die  mit  t  parallele 
Gerade  y  =  a.  Hierbei  tritt  von  Fall  zu  Fall  die  unendlich  ferne  Gerade 
als  Bestcurve  auf. 


Scllsehrill  /.  MMthtmmtik  a.  Pbf»ik  XXXIV,  6.  V^ 
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C.  Correspondenzen ,  welche  durch  das  orfhogonale  Viereek 

vermittelt  werden. 

17. 

Wir  untersuchen  nun  orthogonale  Vierecke  ÄBCJ  einer  Ebene  und 
setzen  voraus,  dass  diese  Vierecke  die  äusseren  Ecken  A^  B  gemeinsam 
haben  und  dass  die  Potenz  der  inneren  Ecke  J  die  nämliche  ist.  Wir 
lahren  diese  Untersuchung  mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung,  welche 
wir  unter  3  entwickelten.  Sind  A  und  B  Ecken  der  Vierecke,  so  wer- 
den von  A  und  B  aus  die  Punkte  00^  unter  rechtem  Winkel  gesehen. 
Also  ist  der  Ort  von  00*  eine  Kugel  A^*,  welche  AB  zu  einem  Durch- 
messer hat.  Sollen  die  inneren  Ecken  des  Vierecks  die  nämliche  Potenz  — p,* 
haben ,  so  müssen  die  Punkte  00*  um  +  Pi  von  der  Ebene  B  des  Vierecks 
entfernt  sein.  Folglich  liegen  sie  in  zwei  Ebenen  E,  E*,  welche  um 
+  Pi  von  B  abstehen.  Diese  Ebenen  schneiden  iST*  in  zwei  Kreisen  IC^^  K^\ 
welche  die  bei  unserer  Untersuchung  in  Betracht  kommenden  Punkte  0,  (f 
enthalten.  Projiciren  wir  diese  in  orthogonaler  Richtung  auf  B ,  so  gelangen 
wir  zu  einem  Kreise  ^i',  welcher  die  inneren  Ecken  der  gesuchten  Vierecke 
enthält 

Aus  dieser  Ableitung  von  K^  folgt,  dass  Kf  zu  dem  Kreise  fC^  con- 
centrisch  ist,  welcher  AB  zu  einem  Durchmesser  hat.  Die  Sehne  von  AVi 
welche  um  pi  vom  Mittelpunkte  absteht,  ist  gleich  dem  Durchmesser  von  Kf. 

Mit  Hilfe  von  Kf  bestimmen  wir  den  Ort  der  dritten  Ecke  (7.  Wir 
ziehen  durch  A  eine  beliebige  Gerade  h.  Aus  B  fällen  wir  auf  "b  die  Nor- 
male 5|.  Sie  schneidet  IC^  in  zwei  Punkten.  Durch  diese  ziehen  wir  die 
Senkrechten  c,  zur  Linie  AB.  Sie  treffen  h  in  zwei  der  gesuchten  Punkte  C. 
Dabei  werden  jeder  Lage  von  h  zwei  Lagen  von  c^  zugeordnet.  Geben  wir 
von  einer  Lage  von  c^  aus,  so  können  wir  zeigen,  dass  ihr  zwei  Lagen 
von  b  entsprechen.     C|  schneidet  nämlich  K?  in  zwei  Punkten.    Diese  ver- 


2-a/Wj2- 
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binden  wir  mit  B.  Dann  füllen  wir  aus  A  anf  die  Verbindungslinien  die 
Senkrechten  b.  Sie  schneiden  C|  in  zwei  Punkten  C.  Es  stehen  daher  sowohl 
die  Linien  h  zu  C|,  als  auch  die  Linien  Cj  zu  b  in  einer  zweideutigen  Be- 
ziehung. Folglich  schneiden  sich  die  entsprechenden  Geraden  c^^b  in  einer 
Curve  vierter  Ordnung  C^.  Dieselbe  hat  A  und  die  Richtung  von  q  zu 
Doppelpunkten.  Dieselbe  Curve  erhalten  wir,  indem  wir  von  den  Geraden  a 
darch  B  ausgehen  und  ihnen  vermittelst  der  Construction  der  Punkte  C  die 
Linien  c,  zweideutig  zuordnen.  Daraus  folgt,  dass  auch  B  ein  Doppel- 
punkt von  C^  ist.     Wir  schliessen  daher: 

SatB  XLI.   Die    inneren    Ecken    aller    orthogonalen    Vierecke, 

welche  zwei  äussere  Ecken  und  die  Potenz  der  in- 
neren Ecken  gemeinsam  haben,  liegen  auf  einem 
Kreise.  Derselbe  ist  concentrisch  zu  dem  Kreise, 
welcher  die  gemeinsamen  äusseren  Ecken  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  hat.  Der  Ort  der  drit- 
ten äusseren  Ecke  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten.  Zwei  von  ihnen  sind  die 
gemeinsamen  äusseren  Ecken.  Der  dritte  ist  die 
Normalrichtung  zu  ihrer  Verbindungslinie. 

18. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  orthogonalen  Vierecke,  welche  zwei  Ecken 
y^,  B  gemeinsam  haben,  und  setzen  voraus,  dass  die  dritte  Ecke  einen  Ort 
durchlaufe.    Wir  fragen  nach  dem  Orte  der  vierten  Ecke. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  der  Ort  der  dritten  Ecke  eine  Curve  der 
n*«°  Ordnung  C"  sei,  welche  mit  der  Geraden  j4 B  in  einer  Ebene  B  liege. 
Dann  construiren  wir  aus  C7"  den  Ort  der  vierten  Ecke  in  gleicher  Weise, 
wie  wir  in  17  die  Curve  C^  aus  £^i*  ableiteten.  Bei  dieser  Construction 
werden  jeder  Geraden  durch  A  oder  B  n  Senkrechte  c^  zur  Linie  j4B  zu- 
geordnet. Entsprechende  Gerade  schneiden  sich  im  gesuchten  Orte.  Der- 
selbe ist  folglich  von  der  Ordnung  2n.  A,  B,  sowie  die  Normalrichtung 
zu  AB  sind  n- fache  Punkte  des  Ortes.  Wir  schliessen  daher: 
Satz  XLII,  Alle    orthogonalen  Vierecke    einer    Ebene,    welche 

zwei  Ecken  gemeinsam  haben  und  deren  dritte  Ecke 
eine    Curve    n**'    Ordnung    durchläuft,    haben    ihre 
vierten  Ecken  auf  einer  Curve  von  der  Ordnung  2». 
Die  festen  Ecken  und  die  Normalrichtung  zu  ihrer 
Verbindungslinie  sind  n-fache  Punkte  der  Curve. 
Wir  können  für  C^^  noch  eine  andere  Interpretation  geben.    Beschrei- 
ben wir  über  y^B  als  Durchmesser  einen  Kreis  Kc\  so  sind  nach  SatzXXXVIil 
die  dritten  und  vierten  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke  in  Bezug  auf  JST« 
zueinander  conjugirt.     C7**  ist  also  der  Ort  von  coi^'ugirten  Punkten  von  C*. 
Setzen  wir  n  =  1,  so  folgt: 
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Sat0  XLIIL  e  und  g  seien  zwei  sich  schneidende  Gerade.   Li«* 

gen  auf  der  einen  von  ihnen  —  etwa  auf  e  —  iwei 
Ecken  von  orthogonalen  Vierecken,  deren  dritii 
Ecke  die  andere  Gerade  g  darchlftnft,   so  bewegt 
sich   die  vierte  Ecke  aaf  einer  Hyperbel  H^.   Bis 
geht  darch   die  festen   Ecken.     Die  Normale  tue 
giebt  eine  Asjmptotenrichtung  der  Hyperbel  ib. 
Wir  fügen  diesem  Satze  noch  einige  Bemerkungen  über  die  CoIlst^l^ 
tion  von  J?*  bei.     (Taf.  VI  Fig.  5.)     Die  Asymptote  e  von  J?*,  welche  n 
c  senkrecht  steht,  geht  darch  den  Schnittpunkt  S  von  c  und  g.   Die  sweiti 
Asymptotenrichtung  von  H*  steht  zu  g  senkrecht    H^  enthSlt  die  Schnitt- 
punkte von  g  mit  ATe^-     Erzeugen  wir  H^  durch  projectivische  Büsdiel  lai 
/^  und  B^   so  correspondiren  in  denselben  dem  Strahle  jiB  die  Tangenta 
in  A  und  B  an  H^.     Wir   erhalten   daher  diese  Tangenten   in   folgende! 
Weise:   Wir   ziehen   die  Normalen  in  A  und  £   zu  c  und  bestimmen  ihn 
Schnittpunkte  A*^  B*  mit  g.    Dann  steht  die  Tangente  in  A  zu  A*  B  uai^ 
die  Tangente  in  £  zu  B*A  senkrecht 

Constmiren  wir  ^^  als  Ort  der  conjugirten  zu  den  Punkten  von  ^,  bi 
benützen  wir  das  Büschel  ihrer  Polaren  in  Bezug  auf  E^^  und  ordnen  di« 
den  Geraden  c^  zu.  Dabei  schliessen  wir,  dass  H^  durch  den  Scheitel  de 
ersteren  Büschels,  d.  h.  durch  den  Pol  G  von  g  geht  Weiter  ergiebt  eid 
aus  dieser  Zuordnung,  dass  SG  in  G  die  Hyperbel  H^  berührt. 

19. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  dritte  Ecke  der  orthogonalen  "^e: 
ecke  mit  den  gemeinsamen  Ecken  A^  B  eine  Raumcurve  oder  eine  ehes. 
Curve  n**^  Ordnung  C*  durchlaufe,  deren  Ebene  die  Verbindungslinie  e  d< 
Ecken  A,  B  nicht  enthalte.  Wir  fragen  nach  dem  Orte  C*  der  vierb 
Ecke. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  beschreiben  wir  über  AB  als  Dure 
messer  eine  Kugel  K^  Dann  projiciren  wir  aus  A  und  B  die  Curve  C 
Hierdurch  erhalten  wir  zwei  Kegel  ÜC«",  ÜC^"  der  n**"*  Ordnung.  jK«*  durc 
dringt  iC'  in  einer  Ourve  von  der  Ordnung  2n.  Sie  ist  der  Ort  von  Diag 
nalpunkten  B^  der  Vierecke.  Projiciren  wir  diese  Punkte  aus  B,  so  erhalt 
wir  Linien  5,,  auf  denen  die  vierten  Ecken  der  Vierecke  liegen.  Die  G 
sammtheit  der  Linien  hj  erfüllt  einen  Kegel  KJ"  von  der  Ordnung  2«. 

Den  analogen  Gedankengang  führen  wir  durch,  indem  wir  von  de 
Kegel  Kk^  ausgehen.  Dieser  Kegel  durchdringt  K*  in  einer  Curve  von  d 
2n^^  Ordnung,  welche  die  Diagonalpunkte  A^  enthält  Dieselben  werdi 
von  A  aus  durch  einen  Kegel  2»^'  Ordnung  K^"  projicirt  Seine 
genden  enthalten  ebenfalls  die  vierten  Ecken  der  orthogonal«!  Vk 

Durch  jeden  Punkt  C  von  C  geht  eine  Gerade  h  nach 
Gerade  a  nach  B.     Auf  h  liegt  ein  Punkt  A^ ,  auf  a  ein  P 
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/t^J  sind  Erzeagende  (],  a^  der  Kegel  EJ",  K^"  und  schneiden  sich  in 
einem  Pankte  yon  C*.  Somit  sind  die  Erzeagenden  der  letzteren  Kegel 
darch  die  Pankte  von  C"  einander  eindeutig  zugeordnet.  Wir  können  be- 
weisen, dass  diese  zugeordneten  Erzeugenden  sieh  in  einer  Curve  Sn^** 
Ordnung  schneiden.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  die  Projection  von 
C*  aus  irgend  einem  Punkte  X  des  Raumes  auf  eine  beliebige  Ebene  E  von 
der  3fi^*°  Ordnung  ist.     Wir  machen  also  diese  Projection. 

j^\  B'  seien  die  Projectionen  der  Punkte  J^  B  aus  X  auf  E.     Durch 
^  ziehen  wir  in  E  eine  beliebige  Gerade  a\ .    Die  Ebene  Xa\  schneidet  K^" 
in  2 n  Erzeugenden  a^,  denen  2 n  Gerade  h^  entsprechen.    Ihre  Projectionen 
treffen  a\  in  fi  Punkten  der  Projection  von  C*.     Ziehen  wir  durch  JB'  in  E 
eine  beliebige  Gerade  b\t  so  schneidet  die  Ebene  Xb\  aus  Kj"  2n  Erzeugende 
^1 «    denen  2fi  Gerade   a^   entsprechen.     Ihre  Projectionen  treffen  h\  in  2n 
Punkten  der  Projection  von  C*,     Letztere  wird  somit  durch  zwei  Strahlen- 
bOschel  aus  ^  und  B'  hervorgebracht,  bei  denen  jedem  Strahle  des  einen 
Btlschels   2fi  Strahlen   des   andern  entsprechen.     Im   Allgemeinen   ist   das 
£rzeugniss  von  zwei  solchen   Büscheln   eine  Curve  von   der  Ordnung  4n. 
^ie    Scheitel   der  Büschel  sind   2n- fache  Punkte.      In   unserem  speciellen 
^alle  aber  schneidet  die  Ebene  XAB  aus  C"  n  Punkte ,  denen  n  Geraden- 
P&are  5|,   o^   dieser  Ebene   zugeordnet  sind.     Folglich   liegen   in  der  Pro- 
J^ction   c   von  AB  die  Projectionen  von  n  Geradeapaaren  h ^^  a,.     Daher 
^Bt  c  eine  n- fache  Gerade  der  Projection  von  C*,     Mithin  reducirt  sich  ihre 
Ordnung  um  n  und  A\  f  sind  n- fache  Punkte  der  Projection.     Damit  ist 
^er  angekündete  Beweis  geleistet  und  wir  schliessen: 
Sab  XL J F.  Halten    wir   zwei   Ecken    eines   orthogonalen   Vier- 
ecks fest,  während  die  dritte  Ecke  eine  Raumcurve 
«*•'  Ordnung  oder  eine  ebene  Curve  «**'  Ordnung 
durchläuft,    deren   Ebene    die    zwei    festen    Punkte 
nicht  enthält,   so   bewegt  sich  die  vierte  Ecke  auf 
einer  Raumcurve  C^^  von   der  Ordnung  3n.     Diese 
hat  die  festen  Ecken  zu  n-fachen  Punkten. 
Wir  knüpfen  an  diesen  Satz  einige  Bemerkungen  über  C^". 
a)  Wir  erhalten   die  Tangenten   in   den   n-fachen  Punkten  A^  B  von 
C»,  indem  wir  in  der  besprochenen  Correspondenz  der  Erzeugenden  ai,  ftj 
die  entsprechenden  Geraden  zur  Linie  j4B  suchen.     Zu  diesem  Zwecke  con- 
struiren  wir  in  A  die  Tangentialebene  an  ÜC*,   welche  C"  in  den  Punkten 
T,,   ...,    Tn    schneide.      Verbinden    wir    diese    mit  -^,    so    schneiden    die 
Verbindungslinien  in  A  aus  K^  n  Punkte  B^.     Also   fallen  in  AB  n  Ge- 
rade  5]  zusammen.      Ihre   entsprechenden   a^   berühren    folglich    in  A    die 
Corre    C".     Wir    gelangen   somit  zu  diesen    Tangenten,    indem    wir   die 
Linien  T,£,  ...,  TnB  ziehen,  ihre  zweiten  Schnittpunkte  mit  K^  zeichnen 
und  diese  mit  A  verbinden.     In  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Tangen- 
ten ia  B. 
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h)  Liegt  ein  Punkt  von  C"  anf  £',  so  mnss  er  auch  auf  C"  li^^. 

c)  Nach  Satz  XXXVIII  iSest  sich  die  Constractiou  von  C'"  auch  so 
ausdrücken:  Wir  zeichnen  zu  einem  Punkte  C  yon  C^  die  Polarebene  in 
Bezug  auf  KK  Eine  Gerade  durch  C,  welche  AIB  trifft  und  zu  dieser  Linie 
senkrecht  steht,  schneidet  aus  der  Polarebene  einen  Punkt  von  C". 

20. 

Wir  machen  von  Satz  XLIII  eine  specielle  Anwendung.  Wir  halten 
zwei  Ecken  eines  orthogonalen  Vierecks  fest  und  lassen  die  dritte  Ecke  eine 
Gerade  g  durchlaufeu,  welche  zur  Verbindungslinie  c  der  festen  Ecken  wind- 
schief ist.  Dann  bewegt  sich  nach  Satz  XLIII  die  vierte  Ecke  auf  einer 
Curve  C^  der  dritten  Ordnung.  Sie  geht  durch  die  festen  Ecken  ^,  B  und 
durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  K^.  Schneiden  die  Ebenen,  welche  in 
A  und  B  zvL  c  senkrecht  stehen,  aus  g  die  Punkte  Ta,  T^,  so  ist  die  Tan- 
gente in  j4  die  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  TaAB.  Die  Tangente 
in  B  an  C  ist  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  T^BA  (nach  19a). 

Wir  können  nun  beweisen,  dass  C^  durch  die  zwei  imaginftren  Ereis- 
punkte  /|,  /}  geht;  in  denen  die  Normalstellung  n^  zur  Geraden  c  die 
Kugel  Ül^  schneidet.  Wir  bemerken  nämlich,  dass  C^  die  Durchdringungs- 
curve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  Ka^^  -K*,*  ist,  welche  A^  B  zu 
Spitzen  haben.  Schnitte  dieser  Kegel  sind  die  resp.  Kreise,  die  von  den 
Ebenen  Bg^  Ag  aus  der  Kugel  K^  geschnitten  werden.  Projiciren  wir  den 
ersteren  Kreis  aus  A,  so  erhalten  wir  den  Kegel  ÜT«,^.  Schneiden  wir  den- 
selben mit  der  Ebene  T^,  welche  in  B  die  Kugel  K^  berührt,  so  ist  dieser 
Schnitt  die  stereographische  Projection  des  zuletzt  erwähnten  Kugelkreises 
aus  A^  also  auch  ein  Kreis.  In  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  die 
Ebene  T« ,  welche  K^  in  A  berührt ,  aus  IP^^  einen  Kreis  schneidet.  Folg- 
lich ist  die  Stellung  der  Ebenen  T«,  T*,  d.  h.  n«  für  die  Kegel  IPa^.  K\ 
eine  Stellung  von  Kreisschnittebenen.  Daher  haben  diese  Ebenen  die  ima- 
ginären Kreispunkte  von  n^  gemeinsam.  Dieselben  liegen  somit  auch  auf 
6'^  und  wir  schliessen: 

Satz  XLV,  Halten  wir  zwei  Ecken  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks fest,  während  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer 
Geraden  bewegt,  welche  zu  der  Verbindungslinie  c 
der  festen  Ecken  windschief  ist,  so  durchläuft  die 
vierte  Ecke  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung.  Sie 
enthält  die  imaginären  Kreispunkte  der  Normal- 
stellung von  c. 

Geben  wir  jetzt  g  alle  möglichen  Lagen,  so  entspricht  jeder  derselben 
•ine  CK  Alle  diese  Curven  gehen  durch  ABJ^J^.  Je  zwei  weitere  Punkte 
bestimmen  eine  solche  Curve.  Sie  schneidet  K^  ausser  in  ABJ^J^  noch  in 
swei  Punkten.     Durch  diese  geht  eine  Gerade  g.     Fassen  wir  g  ab  Ort  von 
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Tiertoi  Ecken   der   orthogonalen  Viereche   durch  AB  auf,   so  müssen   die 
dritten  Ecken  auf  der  angenomtnenen  C  liegen«     Daher  folgt: 
SaigXLVL  Halten  wir  zwei  Ecken  eines  orthogonalen  Vierecks 

fest,  während  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer  Curve 
dritter  Ordnung  bewegt,  welche  jene  zwei  festen 
Ecken  und  die  imaginären  Kreispunkte  der  Normal- 
stellung ihrer  Verbindungslinie  enthält,  so  durch- 
läuft die  vierte  Ecke  eine  Gerade.  Diese  geht  durch 
die  zwei  Punkte,  in  denen  die  Curve  dritter  Ordnung 
noch  die  Kugel  schneidet,  welche  die  festen  Ecken 
zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat. 
Der  Satz  XLIV  erleidet  eine  Modification ,  wenn  g  und  n»  sich  schnei- 
den, d.  h.  wenn  g  und  c  sich  rechtwinklig  kreazen.  Dann  zerfällt  die  Curve 
C*  in  die  Gerade  c  und  einen  Kreis  C^.  Seine  Ebene  hat  die  Stellung  n^. 
ergeht  durch  den  Punkt  C],  in  dem  c  diese  Ebene  trifPt;  denn  dieser  Punkt 
ist  coiy'ugirt  zu  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  g.  Ferner  enthält  C^ 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  Kugel  KK  Folglich  ist  die  Gerade  d  durch 
C'i,  welche  zu  g  senkrecht  steht,  ein  Durchmesser  von  CK  Er  schneidet  C*  ein 
zweites  Mal  in  dem  Punkte ,  welcher  zum  Schnittpunkte  von  d  und  g  in  Bezug 
Mf  die  Kugel  K^  conjugirt  ist.  Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  folgender: 
SaU  XLVII,  c  und  g    seien  zwei  sich  rechtwinklig   kreuzende 

Gerade.  Durchläuft  eine  Ecke  eines  orthogona- 
len Vierecks  die  eine  dieser  Geraden —  etwa^ — , 
während  zwei  andere  Ecken  ^,  B  auf  c  liegen  und 
fest  bleiben,  so  bewegt  sich  die  vierte  Ecke  auf 
einem  Kreise.  Seine  Ebene  geht  durch  p  und  steht 
zu  c  senkrecht.  Ein  Durchmesser  d  des  Kreises 
ist  die  gemeinsame  Normale  zu  p  und  c.  Ein  Punkt 
des  Kreises  liegt  im  Schnitte  von  c  und  g.  Ein 
zweiter  Punkt  auf  d  ist  zu  dem  Schnitte  von  d  und 
g  in  Bezug  auf  die  Kugel  über  AB  conjugirt. 
Kehren  wir  diesen  Satz  um,  so  erhalten  wir  eine  Modification  von 
^tiXLV. 

21. 

Zum  Schlüsse  dieser  Gedankenreihe  fragen  wir  nach  der  Fläche ,  welche 
"^^^  vierte  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks  mit  zwei  festen  Ecken  durch- 
'^Yift,  wenn  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer  Fläche  F"  von  der  n^^  Ordnung 
^^wegt.  Wir  erhalten  die  Ordnungszahl  der  Fläche,  indem  wir  die  Zahl 
^^er  Punkte  ermitteln,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  liegen.  Zu 
diesem  Zwecke  lassen  wir  die  dritten  Ecken  der  Vierecke  g  durchlaufen. 
<>ann  bewegen  sich  die  vierten  Ecken  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  f^. 
X)mt  hat  mit  F"  3fi  Punkte  gemeina  «n  entsprechen  3n  Punkte 
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von  ^,  welche  auf  der  zu  untersuchenden  Flftche  liegen.     Also  ist  diese  yon 
der  Ordnung  3n  und  wir  schliessen: 

Sai0  XLVIIL  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks   auf  einer   Fläche    n^*'  Ordnung,    während 
zwei  Ecken  fest  bleiben,  so  durchläuft  die  vierte 
Ecke  eine  Fläche  von  der  Ordnung  3n. 
Setzen  wir  nal,  so  folgt: 
Satz  XLIX.  Bewegt    sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks auf  einer  Ebene  E,  während  zwei  Ecken,   die 
nicht  in  E  liegen,  fest  bleiben,   so  durchläuft  die 
vierte  Ecke  eine  Fläche  dritter  Ordnung  F^ 
Indem   wir   die  üeberlegungen  von   18  —  20  fdr  n=l   specialisiren, 
können  wir  einige  Eigenschaften  der  na^  Satz  XLIX  abgeleite- 
ten F'  aufstellen. 

a)  Auf  F'  liegt  der  Kreis  £e^  den  die  Ebene  E  aus  der  Kugel  K^ 
schneidet. 

h)  Drehen  wir  um  e  eine  Ebene,  so  schneidet  jede  ihrer  Lagen  aus  E 
eine  Gerade  g,  welche  c  trifft.  Ihr  correspondirt  (Satz  XLIII)  eine  Hyper- 
bel H^  deren  Asymptoteurichtungen  zu  c  und  g  senkrecht  stehen.  Alle 
diese  Hyperbeln  liegen  auf  F'.  Von  ihren  Asymptotenrichtungen  erfüllen 
diejenigen,  welche  zu  c  senkrecht  stehen,  die  Gerade  n^.  Also  liegt  n^ 
auf  F^  Die  Bichtungen  der  anderen  Asymptoten  erhalten  wir,  indem  wir 
aus  einem  beliebigen  Punkte  P  von  c  auf  die  Geraden  g  Senkrechte  föllen. 
Ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einem  Kreise.  Derselbe  wird  durch  die  Ebene 
E  aus  einer  Kugel  geschnitten,  welche  P  und  den  Schnittpunkt  S  von  E 
und  c  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat.  Also  erfüllen  die  Senk- 
rechten einen  Kegel  zweiten  Grades  Ka\  dessen  Schnitt  Kl^  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene  der  Fläche  F'  angehört. 

c)  Die  Tangeuten  im  Punkte  A  an  die  Kegelschnitte  H^  werden  in  fol- 
gender Weise  gefunden:  Wir  construiren  in  A  die  Tangentialebene  an  K^. 
Sie  schneidet  aus  E  eine  Gerade  a*.  Die  Ebene  Ba*  trifft  K^  in  einem 
Kreise.  Der  Kegel,  welcher  A  zur  Spitze  und  diesen  Kreis  zur  Leitcurve 
hat,  stellt  uns  den  Ort  der  gesuchten  Tangenten  vor.  In  analoger  Weise 
zeigen  wir,  dass  auch  die  Tangenten  in  £  an  F^  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllen. 

d)  Die  Ebenen  N  von  der  Stellung  fioo  schneiden  E  in  Greraden,  welche 
c  rechtwinklig  kreuzen.  Diesen  Geraden  entsprechen  (Satz  XLVII)  Kreise. 
Folglich  schneidet  jede  Ebene  N  aus  F'  einen  Kreis  K^K  Alle  diese  Kreise 
treffen  c    Also  liegt  e  auf  F'. 

Jeder  Kreis  K^*  hat  mit  K^*  zwei  Punkte  gemeinsam.  Indem  wir  die 
Mitte  zwischen  diesen  Punkten  mit  demjenigen  Punkte  von  Kff  verbinden, 
der  in  c  liegt,  erhalten  wir  einen  Durchmesser  d  von  Kn*.  Er  schneidet  Kn^ 
ein  zweites  Mal  in  der  vierten  Ecke  des  orthogonalen  Vierecks,  fär  welches 
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A^  B  nnd  die  erwähnte  Mitte  drei  Ecken  sind.  Nun  ist  der  Ort  dieser  Mitten 
eine  Gerade  g^ ,  welche  die  Orthogonalprojection  der  Linie  c  auf  die  Ebene  E 
ist.  g^  schneidet  c.  Mithin  correspondirt  der  Linie  Pj  eine  Hyperbel  H^. 
Sie  enthält  die  zweiten  Endpunkte  der  Durchmesser  d.  Wir  kOnnenuns 
daher  die  Fläche  F^  durch  einen  beweglichen  Kreis  K^?  erzeugt 
denken,  welcher  längs  c  und  H^  gleitet.  Seine  Ebene  steht  zu 
c  senkrecht  und  schneidet  aus  c  und  H^  die  Endpunkte  eines 
Durchmessers  (Taf.  VI  Fig.  5). 

e)  Zeichnen  wir  zu  den  Linien  g  in  den  Ebenen  durch  c  die  Pole  Q 
in  Bezug  auf  die  Kreise  K^  (Satz  XL1II),  so  liegen  diese  Pole  auf  den 
resp.  Hyperbeln  HK  Ferner  befinden  sich  diese  Pole  auf  der  Polarebene 
N,  des  Punktes  8  in  Bezug  auf  K^.  Diese  Polarebene  steht  zu  c  senkrecht. 
Also  schneidet  sie  F^  in  einem  Kreise  Kg^.  Derselbe  ist  der  Ort  der  er- 
wähnten  Pole.  Nun  berührt  in  jedem  Punkte  Q  eine  Qerade  8Q  eine 
Hyperbel  H\  Folglich  berühren  die  Tangenten  aus  S  an  F^  diese  Fläche 
im  Kreise  K^^. 

f)  In  der  Ebene  E  muss  ausser  K^  noch  eine  Gerade  e  der  F^  liegen. 
Sie  ist  die  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte,  in  denen  die  Geraden  c  und 
n»  die  Ebene  E  treffen.  Folglich  schneidet  die  Ebene,  welche  in  S"  zu  c 
senkrecht  steht,  aus  E  die  Gerade  e  (Taf.  VI  Fig.  5).* 

g)  Die  Ebene  ec  steht  zur  Ebene  cg^  senkrecht  In  letzterer  liegen 
die  Durchmesser  d  der  Kreise  K,?  und  sind  zu  c  normal.  Also  muss  die 
Ebene  ec  diese  Kreise  berühren.  Sie  ist  daher  eine  Tangentialebene  you 
F^  längs  der  Geraden  c. 

Aus  diesen  Eigenschaften  von  F  ^  können  wir  uns  ein  Bild  der  Fläche 
machen.  Indem  wir  von  der  einen  oder  andern  Eigenschaft  ausgehen ,  erhal- 
ten wir  yerschiedene  Erzeugungsweisen  der  Fläche.  Durch  coUineare  Trans- 
formation gelangen  wir  zu  ihren  allgemeinen  Formen.  Wir  unterlassen  es, 
hier  darauf  weiter  einzutreten. 

üeberblicken  wir  nochmals  die  Entwickelungen  von  18 — 21,  so  finden 
wir  als  das  Gemeinsame,  dass  bei  den  orthogonalen  Vierecken  mit  zwei 
festen  Ecken  die  dritte  und  vierte  Ecke  in  einer  involutorischen  Correspon- 
denz  stehen,  deren  Grundzüge  in  den  Sätzen  XLII— XLIX  niedergelegt  sind. 

22. 

Wir  wenden  uns  zu  den  orthogonalen  Vierecken  ABCJ^  welche  zwei 
äussere  Seiten  —  etwa  a,  (  —  gemeinsam  haben  und  für  welche  die  Po- 
tenz der  inneren  Ecke  die  nämliche  ist.  Wir  fragen  nach  dem  Orte  der 
inneren  Ecke  und  nach  der  Enveloppe  der  dritten  äusseren  Seite. 

Wir  beantworten  diese  Frage  mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung  von  3. 
Zunächst  suchen  wir  den  Ort  aller  Punkte  0^  0*  für  die  Vierecke,  welche 

*  In  Fig.  6  (Taf.  VI)  ist  die  Ebene  ee  als  QrundrisB  und  die  Ebene  egt  als 
Aufrisnebene  gedacht 
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a  und  h  zu  äusseren  Seiten  haben.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  a 
eine  beliebige  Ebene  E«.  Zu  ihr  oonstruiren  wir  durch  2»  die  Normalebeiie  E^. 
Beide  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  Pei  welche  dem  gesuchten 
Orte  angehört.  Jetzt  drehen  wir  Ea  um  a  und  zeichnen  zu  jeder  Lage  von 
Ea  die  Normalebene  E^.  Hierdurch  erhalten  wir  zwei  projectivische  Ebenen- 
bttschel ,  welche  a ,  5  zu  Scheitelkanten  haben  und  einen  orthogonalen  Kegel 
Kq*  erzeugen.     Er  ist  Ort  der  Punkte  0,  0*. 

Sollen  die  inneren  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke  dieselbe  Potenz 
—  Pi^  haben,  so  verlangt  diese  Bedingung,  dass  die  Punkte  0,  O*  in  zwei 
Ebenen  E ,  E  '^  liegen ,  welche  um  +  Pi  von  der  Ebene  B  der  Vierecke 
abstehen.  Diese  Ebenen  schneiden  Kq^  in  zwei  Curven.  Ihre  Orthogonal- 
projectionen  auf  B  sind  die  inneren  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke. 
Aus  dieser  Darstellung  folgt  ^  dass.  die  inneren  Ecken  auf  einer  Hyperbel 
Hi*  liegen,  welche  a,  2»  zu  Asymptoten  hat. 

Jetzt  construiren  wir  die  dritten  äusseren  Seiten  c  der  Vierecke.  Sei 
B  ein  Punkt  yon  a,  so  fällen  wir  aus  B  die  Normale  h^  zu  h.  Sie  schnei- 
det Hi^  in  zwei  Punkten,  welche  innere  Ecken  von  zweien  der  gesuchten 
Vierecke  sind.  Durch  diese  Ecken  fällen  wir  die  Senkrechten  a,  zu  a.  Sie 
treffen  h  in  zwei  Punkten  /4,  Ihre  Verbindungslinien  mit  5  sind  die  Ge- 
raden c  durch  JB.  In  analoger  Weise  construiren  wir  durch  jeden  Punkt  j4 
von  b  zwei  Linien  c.  Sollen  endlich  die  Geraden  c  gefunden  werden ,  welche 
eine  gegebene  Richtung  haben,  so  ziehen  wir  zu  ihr  durch  C  die  Normale 
C],  welche  Ht*  in  zwei  inneren  Punkten  trifft.  Aus  ihnen  fällen  wir  die 
Senkrechten  auf  a.  Sie  schneiden  2»  in  zwei  Punkten,  durch  welche  die 
Geraden  c  der  vorgeschriebenen  Richtung  gehen. 

Aus  diesen  drei  Constructionen  der  c  ergiebt  sich,  dass  durch  diese 
Geraden  die  Punktreihen  auf  a,  h  und  der  unendlich  fernen  Geraden  ein- 
ander zweideutig  zugeordnet  sind.  Die  c  erscheinen  als  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  dieser  Reihen.  Also  ist  die  Enveloppe  der  c  von 
der  vierten  Classe  und  hat  a,  (,  sowie  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Dop- 
peltangenten.    Wir  schliessen  daher: 

Satjs  L,  Der  Ort  der  inneren  Ecken  von  orthogonalen  Vierecken, 
welche  zwei  äussere  Seiten  a,  2»  und  die  Potenz  der  in- 
neren Ecke  gemein  haben,  ist  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  a,  2»  sind.  Die  Enveloppe  der  dritten  äusse- 
ren Seiten  ist  von  der  vierten  Classe  und  hat  a,  6,  sowie 
die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Doppeltangenten. 

23. 

Wir  betrachten  jetzt  die  orthogonalen  Vierecke  einer  Ebene,  denen 
swei  Seiten  ^,,  g^  gemeinsam  sind,  und  setzen  voraus,  dass  die  Ecke  C 
der  Vierecke I  welche  nicht  auf  jenen  Seiten  liegt,  eine  Curve  fi^'  Ordnung 
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C^  dmreUanfe.     Wir  fragen  nach  der  Curvei  welche  die  Verbindnngilinio  o 

Ecken  umhüllt. 


wir  die  Geraden  c  ans  ^|,  ^,,  C"  und  der  unendlich 
fernen  Gereden  g^^  in  gleicher  Weise  wie  in  22)  aus  a,  6,  Hi*  nnd  g^^  so 
eriulteB  wir  auf  g^y  g^y  g^  Pnnktreihen,  welche  durch  die  Linien  o  in 
ft-dentige  Correspondenz  gesetzt  werden.  Also  liegen  die  o  auf  einer  Cnrve 
2is^Gamey  welche  Pi.  ^2»  ^»  ^  n- fachen  Tangenten  hat   Wir  schliessen 


Sats LL  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
auf  einer  CurTe  n^*'  Ordnung,  withrend  eine  zweite 
Ecke  und  zwei  durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben, 
so  umhüllt  die  Verbindungslinie  der  übrigen  zwei 
Ecken  eine  Curve  der  2fi^'"  Classe.  Sie  hat  die  festen 
Seiten  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  n-faeben 
Tangenten. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  zwei  festen  Seiten  fOr  die  orthogonalen 
Tierecke  sowohl  äussere,  als  innere  Seiten  werden  können.  Es  hftngt  dies^ 
von  dar  Lage  des  Punktes  C  ab.  Errichten  wir  im  Schnittpunkte  der  Ge- 
ndsa  g^g^  zu  ihnen  die  resp.  Normalen  p^,  ;>2,  so  können  wir  diese  Ab- 
liingigkeit  in  folgender  Weise  aussprechen:  Liegt  C  in  dem  Räume 5  welchen 
(ler  spitze  Winkel  g^g^  einschliesst,  so  sind  g^^  g^  zwei  Süssere  Seiten,  C  ist 
one  innere  Ecke  des  Vierecks.  Liegt  C  in  dem  Winkelranme  des  spitzen 
Winkels  Pi^p^j  ao  sind  g^,  g^  zwei  innere  Seiten  des  Vierecks.  Für  jede 
uidere  Lage  von  C  ist  mne  der  Seiten  g^^  g^  eine  äussere  und  die  andere 
sine  innere. 

Auf  jeder  Seite  e  liegt  ein  Diagonalpunkt  C,  der  betrachteten  Vierecke. 

Wir  ermitteln  die  Ordnungszahl  des  Ortes  dieser  Diagonaipunkte.     Sie  ist 

giejeh  der  Zahl  seiner  Punkte,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  liegen. 

^t  X  WL  Punkt  von  g,   so  gehen  durch  ihn  an  C^m  2«i  Tangenten.     Auf 

sie  ffiOen   wir  ans  dem  Schnittpunkte  6-  von  g^g^  die  Hormalen  ^.     Sie 

^i^Bfl^  ^  in   2«!   Punkten    F.     Verbinden   wir  einen   Punkt  T  mit  &,    m 

kSiQmi  wir  n  Tangentm  an  C^n  legen,   welche  zu  TG  senkrecht  stehen« 

^  sehneiden  ans  g  n  Punkte  X.    Durch  diese  Constructionen  werden  jedem 

^^Uikte  X  von  g  2n  Punkte  F  zugeordnet  und  jedem  Punkte  T  n  Punkte  X. 

^    oft  ein  Punkt  X  mit  seinem   entsprechenden  Punkte  T  znsammenfMlt, 

°^hai  wir  einen  Punkt  des  gesuchten  Ortes.     Nach  der  angedeuteten  Zu- 

^'^'^faxmig  der  Punkte  X,   Y  wird   dies  .3it-mal  geschehen.     Also  liegen  die 

'^i   auf  einarCurye  C{^^.     Um  die  Punkte  von  C^^"  zu  erhalten,  welche  sich 

**^  einer  Geraden  ^  durch  0-  befinden,  construiren  wir  die  zu  dieser  Geraden 

'^ikreefaten  Tangenten  an  f\„.    Ihre  Zahl  ist  ».    Folglich  enthiUt  (,  n  Punkte 

^11  6\3»      Mithin   ist  ff  ein   2ii.facher  Punkt    von   ^:i'''.     Wir  schliessen 
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Stxtg  LH.  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
auf  einer  Carve  n^*'  Ordnung,  während  eine  zweite 
Ecke  und  zwei  durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben, 
so  durchläuft  der  Diagonalpunkt,  welcher  auf  der 
Verbindungslinie  der  beweglichen  und  der  festen 
Ecke  liegt,  eine  Curve  von  der  Ordnung  3n,  fttr 
welche  die  feste  Ecke  ein  2n-facher  Punkt  ist 

Wir  fQgen  diesem  Satze  einige  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang 
von  C",  C2,,  C^»»  bei. 

a)  Sei  D  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  construiren  wir  einen 
Kreis  Ül,^,  der  OD  zn  einem  Durchmesser  hat.  Dieser  Kreis  wird  von  den 
Tangenten,  welche  aus  D  an  Cj»  gezogen  werden  können,  in  2fi  Punkten 
von  C^'"  geschnitten.  Setzen  wir  voraus,  dass  D  ein  Punkt  von  C2n  sei, 
so  trifft  die  Gerade,  welche  in  D  C^n  berührt,  den  Kreis  K,^  in  zwei  be- 
nachbarten Punkten  von  C|^".  Daraus  folgt:  Beschreiben  wir  über  G  und 
einem  Punkte  D  von  C^^  als  Endpunkten  eines  Durchmessers  einen  Kreis, 
so  berührt  dieser  C^^ ".  Der  Berührungspunkt  liegt  auf  der  Geraden ,  welche 
in  D  Tangente  an  62  „  ist 

Weiter  nehmen  wir  an,  dass  D  ein  Brennpunkt  von  Q«,  d.  h.  ein  im 
Endlichen  gelegener  Schnittpunkt  der  Tangenten  sei,  welche  aus  den  ima- 
ginären Kreispunkten  an  (7)«  sich  ziehen  lassen.  Dann  schneidet  der  Kreis, 
welcher  &2>  zu  einem  Durchmesser  hat,  zwei  der  Tangenten  durch  D  an 
C^n  in  den  imaginären  Kreispunkten.  Diese  liegen  also  auf  C|^".  Nun  gehen 
durch  jeden  imaginären  Kreispunkt  n  Tangenten  an  Cttn«  Mithin  sind  diese 
Punkte  für  Cj*"  n-fach. 

Nach  dem  Gesagten  besteht  die  Gesammtheit  der  Punkte,  welche  ein 
Kreis  Kx^  durch  O  mit  C,'*  gemein  hat,  aus  dem  2 n- fachen  Punkte  (r, 
den  zwei  n-fach  zu  zählenden  imaginären  Kreispunkten  und  weiteren  n 
Punkten  C, .  Durch  jeden  der  letzteren  geht  eine  Tangente  an  C^m  welche 
den  Kreis  Kj,^  auf  einem  Durchmesser  schneidet,  der  G  enthält 

b)  Construiren  wir  einen  beliebigen  Kreis  durch  G  und  einen  Punkt  C^ 
von  Ci^^  und  schneide  der  durch  G  gehende  Durchmesser  diesen  Kreis  ein 
zweites  Mal  in  2),  so  ist  (7|2>  eine  Tangente  von  C^w  Zeichnen  wir  jetzt 
den  Kreis  durch  G,  welcher  Cj^"  in  (7|  berührt,  so  stellt  C^D  zwei  benach- 
barte Tangenten  von  C-in  vor  und  D  ist  ein  Punkt  dieser  Curve.  Wir 
sagen  daher:  Ein  Kreis  durch  (r,  welcher  C|'"  berührt,  schneidet  aus  seinem 
durch  G  gehenden  Durchmesser  einen  Punkt  von  C^n.  Seine  Tangente  ent- 
hält den  Berührungspunkt  des  Kreises  an  (7|'". 

c)  Die  Tangenten  von  dn^  welche  zu  g^  und  g^  senkrecht  stehen, 
iobieiden  diese  Linien  resp.  in  Punkten  von  0,^". 

4)  Die  n  unendlich  fernen  Punkte  von  C*  liegen  auch  auf  C7|'". 
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24. 

Sei  in  Satz  LI  und  LH  n  =  1,  80  folgt: 
ScUm  LIII.  DarchlSnft  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 

eine  Oerade  g^   während  eine  zweite  Ecke  und  zwei 
durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben,   so  umhüllen 
die  Verbindungslinien  der  übrigen  zwei  Ecken  eine 
Parabel  P^   welche  die   zwei  festen  Seiten  berührt. 
Die  Diagonalpunkte  der  Verbindungslinien  bewegen 
sich  auf  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  C^^ 
welche    die    feste    Ecke    der  Vierecke    zum    Doppel- 
punkte hat. 
Seien    wieder  g^^  g^    die    gemeinsamen   Seiten  der  Vierecke.      G  sei 
Sclinittpunkt  von  gi^  g^»    &r  ^3  ^®^®°  ^^^  Punkte,  in  denen  ^  die  resp.  Ge- 
raden P|,  g^  trifft     Dann  errichten  wir  in  G^  G^  die  resp.  Normalen  n|, 
^»  auf  g^^  g^.    Diese  sind  Tangenten  von  PK    Desgleichen  die  Linien  g^^g^* 
folglich  ist  g  die  Directrix  von  P^. 

Lassen  wir  jetzt  die  Oerade  g  die  Ebene  der  Vierecke  durchlaufen ,  so 

firehört  zu  jeder  Lage  von  g  eine  Parabel  /^*,   welche  g^^  g^  berührt    Die 

^^^sammtheit  dieser  Parabeln   bildet   also   eine   Schaarschaar.     Sie   enthält 

obeiiBo viele  Parabeln,  als  Oerade  g  in  der  Ebene  liegen.    Es  entspricht  jeder 

dieser  Parabeln  auch  eine  Oerade  g.     Wir  schliessen  daher: 

^^^^^  LIV.  Halten  wir  zwei  Seiten  eines  orthogonalen  Vierecks 

fest,  während  die  dritte  Seite  eine  Parabel  umhüllt, 
welche  die  zwei  festen  Seiten  berührt,  so  bewegt 
sich  die  vierte  Ecke  des  Vierecks  auf  der  Directrix 
der  Parabel. 

25. 

Wir  erweitem  nun  Satz  LIV.    Wir  untersuchen  die  orthogonalen  Vier- 
^^^e,  welche  zwei  Seiten  gemeinsam  haben,   und  setzen  voraus,  dass  eine 
^**itte  Seite  eine  Curve  n**'  Classe  Cn  umhüllt    Wir  fragen  nach  dem  Orte 
vierten  Ecko. 

9ii  9%  soioi^  <lio  gemeinsamen  Seiten  der  Vierecke.     G^  sei  ein  Punkt 

^i.    Durch  ihn  gehen  n  Tangenten  c  an  Cn.     Sie  treffen  g^  in  n  Pnnk- 

ffj.     Fällen  uir  aus  ihnen  die  Senkrechten  auf  ^j,  so  schneiden  diese 

^i«  Gerade  fi|  durch  &j,   welche  zu  g^  normal  steht,  in  n  Punkten  C  des 

Sesuchten  Ortes.     Wir  erhalten  diese  Punkte  C  auch,   indem  wir  aus  dem 

^olittittpuLkte  G  von  p^,  g^  auf  die  n  Tangenten  c  die  Senkrechten  fällen 

^iid  sie  mit  n^   zum  Schnitte  bringen.     Zu  einer  dritten  Construction  der 

^^kte  C  gelangen  wir,  indem  wir  von  einem  Punkte  G^  von  g^  ausgehen 

^uid  aus   ihm   die  Normale  n,  zu  g^  und   die  n  Tangenten  an  Cn  ziehen. 

^^  den  Schnittpunkten  der  letzteren  mit  g^^  föUen  wir  die  Senkrechten  auf  ^g- 
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Sie  treffen  ti^  in  fi  Ponkten  C.  Bei  jeder  dieser  Constmctionen  ist  der  Ort 
der  Ponkte  C  ein  Erzengniss  von  Büscheln,  deren  Sixablen  einander 
n-deutig  zugeordnet  sind.  Die  Scheitel  der  Büschel  sind  die  Normalrich- 
tungen  zu  g^g^  und  der  Punkt  O.  Folglich  ist  der  Ort  der  Punkte  C  von 
der  2n^*°  Ordnung  und  hat  diese  Scheitel  zu  n- fachen  Punkten.  Wir 
schliessen  daher: 

Satsf  LV.   umhüllt  eine  Seite  eines  orthogonalen  Vierecks  eine 
Curve  n^*'  Classe,  während  zwei  Seiten  fest  bleiben, 
so  bewegt  sich  die   Tierte  Ecke  auf  einer  Curve  von 
der  Ordnung  2n,    für   welche  die  Normalrichtungen 
zu   den  festen  Seiten  und  der  Schnittpunkt  der  letz- 
teren fi-fache  Punkte  sind. 
Sei  ns=  1,  so  folgt: 
SaUf  LVI.   Dreht  sich  eine  Seite  eines  orthogonalen  Vierecks 
um  einen  Punkt /^,  während  zwei  Seiten  fest  bleiben, 
so  durchläuft  die  vierte  Ecke  eine  Hyperbel  H^    Sie 
geht  durch  den  Schnittpunkt  der  festen  Seiten  und 
die  Asymptoten  stehen  zu  den  festen  Seiten  senk- 
recht 
Lassen  wir  P  die  Ebene  der  Vierecke  durchlaufen,  so  erhalten  wir  zu 
jeder  Lage  von  P  eine  Hyperbel  durch  O^  deren  Asymptoten  zu  g^  resp.  g^ 
senkrecht  stehen.     Diese  Hyperbeln  bilden  eine  Schaarschaar.     Jeder  von 
ihnen  ist  ein  Punkt  P  zugeordnet     Wir  sagen  daher: 
S(U0  LVII.  Durchläuft  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 

eine  Hyperbel,  während  zwei  Seiten  fest  bleiben, 
zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel  senkrecht  stehen 
und  sich  in  einem  Punkte  der  Hyperbel  schneiden, 
so  dreht  sich  die  Verbindungslinie  der  übrigen  zwei 
Ecken  um  einen  Punkt. 
Dieser  Satz  ist  eine  Modification  von  Satz  LL 

üeberblicken  wir  die  Entwickelungen  von  23 — 25,  so  finden  wir,  dass 
durch  dieselben  zwei  Beciprocitäten  vermittelt  werden.  Bei  beiden  gehen 
wir  von  orthogonalen  Vierecken  aus ,  welche  zwei  gemeinsame  Seiten  haben. 
Bei  der  ersten  Beciprocität  ordnen  wir  eine  Ecke  einer  Seite  zu.  Der  Ge- 
raden entspricht  eine  Parabel,  der  Curve  n*^  Ordnung  eine  solche  von  der 
Classe  2fi.  Bei  der  zweiten  Reciprocität  gehen  wir  von  der  Seite  eines 
Vierecks  aus  und  ordnen  ihr  eine  Ecke  zu.  Dem  Punkte  entspricht  eine 
Hyperbel,  der  Curve  von  der  n**"  Classe  eine  solche  von  der  2n**°  Ordnung. 
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AYiil  TTabar  die  Doppalpimkta  der  Koppelonrva. 

Bei  der  Bewegung  eines  Kurbelgetriebes  beschreibt  jeder  Punkt  der 
mit  der  Koppel  verbundenen  Ebene  in  Bezug  auf  den  Steg  eine  Curve 
sechster  Ordnung,  die  von  Burmester*  als  Koppelcurye  bezeichnet 
worden  ist.  Dieselbe  geht  dreimal  durch  die  imaginSren  Kreispunkte  und 
besitzt  überdies  im  Allgemeinen  —  d.  h.  vom  speciellen  Falle  des  durch- 
schlagenden Kurbelgetriebes  abgesehen  —  drei  endliche  Doppelpunkte.  Im 
Folgenden  soll  die  Frage  nach  der  Realität  derselben  behandelt  werden. 

1.  In  nebenstehender  Fi- 
gur stellt  das  Viereck  ÄBffO 
ein  Kurbelgetriebe  dar  mit  dem 
Stege  oder  dem  festen  Gliede 
00'  und  der  Koppel  oder  dem 
beweglichen  Gliede  ÄB\  mit 
AB  ist  der  Punkt  C  starr 
verbunden.  Wir  setzen  mit 
Roberts  Ö  0' 

Oa^y,     OA  =  r,     O'B^s,    ÄB:=c,    BC  =  a,    AC=h,    LÄCB  =  C. 

Befindet  sich  dann  in  der  Figur  der  Systeropunkt  C  in  einem  Doppelpunkte 
seiner  Bahncurve,  so  ist  bekanntlich 

LOCa^LACB,  also  auch  LACO  =  LBCff. 

Nun  ist  für  OC=Qy   OfC^Q 

2ho  zao 


COS. 


folglich 
oder 


h9 


/l 


6^  +  Ma«-«»)4-Ji-a(-t)'-a(6«-r«)45  =  0. 


*  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I  S.  296flgg.  Vergl.  auch 
Roberts,  On  Three-bar  motion  in  Plane  Space,  Proceedings  of  the  London  Ma- 
thematical  Society,  vol.  Vn  p.  14,  und  Cayley,  On  Three-bar  Motion^  ibid.  pw  186. 
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Es  ist  ferner 
also 

Setzen  wir  daher 


Q 

so  gebt  Gleichung  1)  über  in 

6y«.uH-6(a«-5«)u(u«  +  l-2uca5C)-ay«.u«-a(6«-r«)(u«  +  l-2ucosC)  =  0 
oder 

+  {6y«+6(a«-.5»)  +  2a(l>«-r«)(»5C}u-a(6«-r*)  =  0. 

Hierbei  ist  •  .  ,«       • 

a*  +  ft*  — «» 

^^=        2a6       ^ 
wir  erhalten  also  zur  Bestimmung  von  u  die  Gleichung  dritten  Orades 

Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 

c«-y*  +  r«  +  «*  =  «»*, 
so  ergiebt  sich  die  Discriminante  dieser  Gleichung  in  der  Form 

3)  z/  =  27a*6*(a«-0*(^-^)* 

+  4a«(a«-««)(2a«&«+6*-r«a«-.m«&«  +  r««»)» 

--18a«6»(a»-5«)(6«-r«)(a*  +  2a«&«-m«a«-««ft«+««c«)(2a«&«+5*-r«a«-m«6«. 

Von  den  drei  Doppelpunkten  der  Eoppelcurve  ist  also  der  eine  immer 
reell;  die  beiden  anderen  sind  reell  und  Terschieden,   oder  vereinigt,  oder 

imaginftr,  je  nachdem  z/^0  ist 

2.  Betrachten  wir  a  und  h  als  yerttnderlich,  so  bestimmt  die  Gleichung 
z/  =  0  den  Ort  aller  derjenigen  Sjstempunkte  0,  welche  in  dem 
gegebenen  Kurbelgetriebe  ABffO  Koppelcurven  mit  zwei  zu* 
sammenfallenden  Doppelpunkten  beschreiben.  Wir  bezeichnen 
diesen  Ort  als  die  Uebergangscurve  der  bewegten  Ebene.  Sie  theili 
die  Ebene  in  zwei  Gebiete,  so  dass  den  Sjstempunkten  des  einen  Gebietet 
Koppelcurven  mit  drei  reellen  Doppelpunkten ,  denen  des  andern  solche  mil 
nur  einem  reellen  Doppelpunkte  entsprechen. 

Die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  a'  und  V  liefert  ^  in  der  Fom 

z/ =  !?<•) +  !;(»)+. ..  +  t;(0); 

hierbei  bezeichnet  v^^^  eine  homogene  Function  X^  Grades  von  a'  und  6' 
iaibeeondere  ist 
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Sind  Xj  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  C  in  Bezug  auf  A  als 
Anfangspunkt  und  AB  als  a;-Axe,  so  ist 

und  dann  geht  v^^^  in  eine  Function  zehnten  Grades  von  x  und  ^  über.  Die 
Uebergangscurve  ist  daher  von  der  zehnten  Ordnung,  und  zwar, 
wie  aus  der  Form  ihrer  Gleichung  sofort  folgt,  mit  vierfachen  Punk- 
ten in  den  imaginären  Kreispunkten. 

Für  &'  =  0  liefert  die  Gleichung  J  =  0  zweimal  den  Werth  a*  =  c*, 
d.  h.  die  Uebergangscurve  hat  die  Endpunkte  Ä  und  B  der 
Koppel  zu  Doppelpunkten. 

Entwickeln  wir  z/  nach  Potenzen  von  x  und  y  in  der  Form 

so  ergiebt  sich 

Der  Punkt  Ä  ist  also  ein  Knotenpunkt  für  r>y  und  ein 
isolirter  Punkt  für  r<,y.  Für  r  =  y  wird  wf=^(?^f^^  also  icK'^sssO, 
und  dann  geht  w^^^  über  in 

In  diesem  Falle  ist  also  A  ein   dreifacher  Punkt  mit  der  einsigen 

Tangente  A/  =  0. 

**  Dr.  E.  MOllbe, 

Prof.  a.  d.  teohn.  Hoeh«ohal«  io  Braaxuohweig. 


XDL  Dia  Krümmungsradien  der  Polbahnen. 

In  seiner  Mittheilung:  i, Bemerkungen  zu  der  Grüblerischen  Bestimmung 
der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  eines  ebenen  Systems''  (diese 
Zeitschrift,  Bd.  XXXIII,  2.  Heft  S.  117)  machte  Herr  Dr.  Buka  in  dan- 
kenswerther  Weise  darauf  aufmerksam,  dass  die  von  mir  gegebene  Con- 
struction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  (diese  Zeitschrift, 
Bd.' XXIX  S.  212  u.  382)  nur  giltig  ist  fOr  solche  Punkte  des  bewegten 
ebenen  Systems,  welche  augenblicklich  Bahnen  mit  stationSrer  Krümmung 
durchlaufen.  Obgleich  nun  die  Allgemeinheit  dieser  Construction  hierdurch 
insofern  nicht  beeinträchtigt  wird,  als  im  Allgemeinen  in  jedem  irgendwie 
bewegten  starren  ebenen  System  unendlich  viele  solcher  Punkte  existiren, 
so  besitzen  doch  die  an  ciürter  Stelle  gegebenen  Entwickelungen  der  Aus- 
drücke für  die  Krümmungsradien  der  Polbahnen  nicht  die  ihnen  dort  irr- 
thümlich  beigelegte  Allgemeinheit  und  dies  veranlasst  mich,  dieselben  hier 
nochmals  aufzunehmen. 

Z«it0obrift  /.  Mmth9mt^iSk  n.  Fbjtlk  XXXIV,  &.  ^^ 
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Die  Bewegung  des  starren  ebenen  Systems  werde  ganz  allgen 
dnrch  erzeugt,  dass  die  im  bewegten  System  liegenden  Hüllcnrven 
/,  längs  der  im  rahenden  System  befindlichen  Hüllbahnen  c^  and  e^ 
(s.  Figur).     Befindet  sich  das  bewegte  System  momentan   in  der 

T 


so  bestimmt  die  unendlich  benachbarte  Lage  11  die  gemeinschafUicl 
genten  der  Httllcurven  und  -bahnen,  folglich  auch  die  gemeinsam 
malen  in  den  Berührungspunkten  B,  und  B^  der  Curyenpaare.  Di 
malen,  die  sogenannten  Berührungsnormalen;  schneiden  sich,  wie  1 
im  Momentancentrum  oder  Pol  P  der  unendlich  kleinen  Bewegi 
Systems  aus  der  Lage  I  in  die  Lage  II.  Die  der  Lage  II  folgende 
lieh  benachbarte  Lage  III  des  Systems  bestimmt  die  unendlich  benai 
Berührungsnormalen  der  Curvenpaare ,  somit  einerseits  die  fijrünunnn( 
punkte  C|,  C^,  f^  und  f^  der  Hüllbahnen  und  -curven,  welche  i 
montanen  Berührungspunkten  B^  und  B^  zugehören ,  andererseits  dei 
lieh  benachbarten  Pol  P\  bez.  die  Polbahntangente  PT^  welche  bek 
ans  den  genannten  Erümmungsmittelpunkten  mittels  der  Bobillii 


/ 
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Constraction  gefunden  werden  kann.  Es  ordnen  sich  sonach  den  yier 
Punkten  C, ,  C^,  f^,  f,  drei  anendlich  benachbarte  Lagen  des  bewegten 
Systems  und  damit  die  Polbahnnormale  l^D  zu.  Denken  wir  uns  noch  eine 
zu  III  unendlich  benachbarte  Lage  lY  des  Systems  hinlsu,  so  ordnen  sich 
den  drei  Lagen  II,  III  und  IV  die  den  Punkten  Cj,  C,,  fj,  f,  unendlich 
benachbarten  Krümmungsmittelpunkte  (7\,  C\y  V\^  V\  (letztere  beiden 
Punkte  sind  nicht  in  die  Figur  aufgenommen  worden,  um  dieselbe  nicht  zu 
undeutlich  zu  machen)  zu,  welche  auf  den  Berührungsnormalen  ^^P'  bez. 
B\P'  liegen.  Durch  diese  vier  Punkte  wird,  wie  vorheri  die  Tangente 
P'jT'  und  Normale  F'D'  im  Punkte  P'  der  festen  Polbahn  p  bestimmt; 
die  beiden  Normalen  in  den  Punkten  P  und  P'  der  letzteren  Curve  schnei- 
den sich  im  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  Cp  derselben.  Es  wird  sonach 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  ruhenden  Polbahn  durch  yier  unendlich  be- 
nachbarte Lagen  des  bewegten  Systems  bestimmt  und  ordnen  sich  diese 
letzteren  den  Krümmungsmittelpunkten  A^j,  A^^,  Kj,  Kg  der  Evoluten  der 
Hüllbahnen  und  -curven  zu,  welche  den  Punkten  B^  und  B^  entsprechen, 
um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  erkennen,  haben  wir  nur  zu  be- 
achten, dass  dem  Krümmungsmittelpunkte  Cj  die  drei  Lagen  I,  II,  III, 
dem  Krümmungsmittelpunkte  C\  die  drei  Lagen  II,  III,  lY  des  bewegten 
Systems  sich  zuordnen;  da  nun  die  Normalen  B^C^  und  B\C\  der  Curve 
c,  zugleich  Tangenten  der  Evolute  e^  sind,  so  werden  durch  jene  vier  Lagen 
die  Normalen  in  den  Punkten  G^  und  C\  der  Evolute  e^  fixirt,  die  sich  in 
dem  Krümmungsmittelpunkte  K^  der  Evolute  e^  schneiden  und  folglich  letz- 
teren bestimmen.  Analoges  gilt  für  die  übrigen  Curven  c,,  y^  und  y,, 
bez.  fflr  deren  Evoluten  e^y  «i  und  f,.  Zugleich  geht  aus  dieser  Betrach- 
tung hervor,  dass  bei  einer  Bewegung  des  Systems  aus  der  Lage  I  in  die 
Lage  IV  die  beiden  Punkte  K^  und  K^  ihre  Lage  in  der  ruhenden  Ebene 
nicht  ändern,  weshalb  wir  die  Richtungen  sämmÜicher  ihre  Lage  ftndemden 
Geraden  auf  die  Verbindungslinie  K^K^  beziehen« 

Bezeichnet  Qp=^CpP  den  Krümmungsradius,  ds:=PP'  das  Curven- 
Clement  und  dn^^LPCpP'  (s.  Figur)  den  Conti ngenzwinkel  der  festen 
Polbahn  p,  so  ist  ^         , 

1)  1=^. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  ^ 

LC^PD  =  (pi,     LC^PD  =  q>^,     LPDK^^n 

lind  bezeichnen  mit  n^  bez.  n^  die  Winkel  zwischen  den  Berührungsnor- 
malen PB^  bez.  PB^  und  der  Geraden  K^K^  im  gleichen  Sinne  wie  n  ge- 
messen,  so   bestehen  für  die  letzten   beiden  Winkel   als  Aussenwinkel  von 

Dreiecken  die  Relationen 

«1  =  9,+«,     «8  =  <ra  +  «; 

aus  denselben  folgt  unter  Benutzung  von  1) 

^.  d<]p, d«|       1  ^     dfp^      d«j       1 

ds  ^  ds      Qp^      ds        ds      ^^ 
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Diese  beiden  Beziehungen  benatzen  wir  in  folgender  Weise  zur  Ermittelung 
von  Qp, 

Der  Durchmesser  W  des  Wendekreises  der  Bewegung  des  Systems  aus 
der  Lage  I  in  die  Lage  III  ergiebt  sich  bekanntlich  aus  der  Gleichung 


3)  l  =  (i-i)««v., 


in  welcher  zur  Abkürzung  Pf,  =  ^i,  PC^^r^  gesetzt  wurde.  Bei  der 
Bewegung  des  Systems  aus  der  Lage  II  in  IV  ändern  sich  alle  vier  in 
dieser  Gleichung  auftretenden  Grössen  und  zwar  um  Werthe,  zwischen  denen 
die  folgende  Gleichung  besteht: 

Die  hierin  auftretenden  Elemente  lassen  sich  aber  durch  gegebene  Grössen 
und  das  Element  ds  der  ruhenden  Polbahn  jp  ausdrücken.  Es  ist  z.  B. 
(s.  Figur)  ^^  _j_  ^^^  ^  ^,^,^  ^  ^,^.^  _j_  p,^  ^^  _j_  ^^  ^.^ 

worin  Ä^  =  A'j Cj  den  Krümmungsradius  und  dn^^^LC^K^ C\  =-LB^C^ B'^ 
den  Contingenzwinkel  der  Evolute  e^  im  Punkte  C^  bedeutet;  folglich  er- 
giebt sich 

dri  =  d8.8ing>i+k^.dni. 
Ganz  analog  finden  wir 

dQi  =  ds.sinq)^  +  x,  .dv^; 

hierin  bezeichnet  X|  =:  K|  r^  den  Krümmungsradius  und  d  v^  den  Contingenz- 
winkel der  Evolute  e^  im  Punkte  fi.  Bekanntlich  besteht  aber  zwischen 
dvj,  dn^  und  dem  Drehwinkel  d^  des  bewegten  Systems  die  Beziehung 

dvi  =  dn^  +  d^y 
auf  Grund  deren  wir  erhalten 

d^j  =  d«.mg)i  +  xi(d«i  +  dt/;). 

Die  Werthe  für  d^|  und  dr^,  sowie  dei\jenigen  für  d^^  aus  2)  in  4) 
eingesetzt,  ergeben  nach  einigen  Beductionen 


x^ca8q>i/dni     d»\     Ä;|COgg?|  dn^ 


Nun  ist,  wie  aus  der  Figur  unmittelbar  hervorgeht, 

PP\=id8.ea8q>i^ 
andererseits  aber 

folglioh 

dn^  _  eosipi 

di^lr~' 
■*  MkaanÜkb 
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d0_± 
ds  ^  W' 
ocnit  obige  Gleichung  übergeht  in 

Durch  entsprechende  Benutzung  der  Gleichung  3)  erhalten  wir  schliesslich 
^  /  1  \_  tony,      /  1       2\  ^«gp,  ^  x,  co5*<p,      Ä;,  co5*<p, 

VeTiaoschen  wir  hierin  den  Index  1  mit  2,  so  ergiebt  sich  ein  zweiter 
Ausdruck  für  den  links  stehenden  Differentialquotienten;  die  Gleichsetzung 
^ider  Ausdrücke  liefert  die  zur  Berechnung  von  Qp  dienende  Gleichung, 
vrelcher  wir  die  folgende  Gestalt  geben: 

,.     ian^^  —  tantp^      /l       2\   .  /l       2\    . 

1)     ^ ^=1— +—)5»«<?>, —  (-  +  —)  5mg>2 

/  X,  cos^  <)p,      Xg  C05*  (Pg     Ä-,  C05*  <p,      Ar,  co^  gPjX 

Der  Krümmungsradius  ^n  =  ^'^n  der  beweglichen  Polbahn  n  findet  sich 
^oroh  die  gleiche  Entwicklung  für  die  umgekehrte  Bewegung.  Wir  haben 
^'^l^lich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  einfach  die  Grössen  p  und  r« 
^^2.  X  und  "k  miteinander  zu  vertauschen,  um  die  entsprechende  Gleichung 
^^^  (r  zu  erhalten.  Hierbei  ist  aber  noch  Eines  zu  beachten.  Führen  wir 
c^Hoolich  diese  Vertauschung  in  der  Ausgangsgleichung  3)  durch,  so  geht 
^i^i^elbe  über  in  die  Gleichung 

^-^^^86  Gleichung  ist  unmöglich,   falls  <P|    denselben  Winkel  wie  früher  be- 
^^i«hnet  und  unter  rj,  ^,  und  TT  absolute  Werthe  verstanden  werden^  weil 
hier  r^  >  p|  ist.     Um  die  Gleichung  richtig  zu  machen,  müssen  wir  noch 
mit  —TT  vertauschen,    was  ja  auch  mit  dem  umstände  in  Einklang 
^"^^t,   dass  die  Wendekreise  der  umgekehrten  und  der  ursprünglichen  Be- 
rgung xur  Polbahntangente  symmetrisch  liegen.     Diese  üeberlegung  zeigt 
wir  in  Gleichung  I)  W  ebenfalls  mit  —  TT  vertauschen  müssen,  sobald 
dieselbe  für  die  umgekehrte  Bewegung  aufstellen  und  dabei  unter  ^ 
^^nd  9j|  dieselben  Winkel  verstehen  wie  bei  der  ursprünglichen  Bewegun 
^Aittels  der  angeführten  Vertauschungen  finden  wir  aus  I)   ohne  Weiter 
^ie  Gleichung 

II)  — 2Ü :?3  =  r     +     j^„<p  -(      +     j«n9, 


fk^cos'tp^      k^cos^qf^      x,(»g*y,      ^c<^9t\    ^ 

^1  Qi  ft      ^   . 
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Snbtmhiren  wir  T)  von  II),  so  beben  sieb  itaf  der  rechten  Seite  die 
mit  W  multiplicirten  Qtieder  ganz  fort,  und  es  bleibt 

(la»»,-i™T,)(---)  =  (---)m»,-(^--)™», 
Dnter  Benntznng  der  Belation  3)  und  der  folgenden 

ergiebt  sich  daraus,  wie  erforderlich,  die  Beziehung 
—  _J-=1 

Der  EinflnsB,  welchen  die  Lage  der  Punkte  A',,  A*,,  K,  nnd  K,  snf 
die  Form  der  Ausdrucke  I)  und  II)  bat,  wird  aas  der  Entwickelang  der 
Gleichung  I)  unmittelbar  ersichtlich.  Liegt  z.  B.  S^  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seite  der  BerObrungsnormalen  BiC,,  so  ist  in  dem  Ausdrucke  fttr 
r,  +  ilr,  das  Glied  C,C\  negativ;  in  der  Gleichung  I)  wUrde  sonach  das 
Glied  mit  dem  Factor  ifc,  das  entgegengesetite  Vorzeichen  erbalten.  Wir 
kennen  folglich  die  Abweichungen  in  der  Lage  der  Punkte  A*,,  A'^,  Kj  und 
K,  TOn  der  in  der  Figur  angenommenen  in  den  Gleichungen  I)  und  II) 
dadurch  berilcksichUgen,  dass  wir  die  KrOmmnngsradien  der  Evoluteii  mit 
dem  negativen  Vorzeichen  einfahren. 

Sind  einzelne  der  HtÜlcurven  und  -Bahnen  Kreise  oder  Punkte,  so  hat 
man  einfach  in  den  Gleicbnngen  I)  und  II)  die  enteprochenden  Krfimmuugs- 
radien  der  Kvoluten  gleich  Null  zu  setzen;  sind  sie  Oeiade,  so  verschwin- 
den in  jenen  Gleichungen  ausserdem  die  Glieder  l:p,  bez.  l:r.* 

Die  Gleichungen  I)  und  U)  lassen  ähnliche  Umformungen  zu,  wie  sie 
zum  Zwecke  der  geometrischen  Constraction  der  Krümmungsmittelpunkte 
beider  Polbahnen  in  der  fiHhereu  Arbeit  angegeben  wurden;  jedoch  sollen 
dieselben  hier  nicht  weiter  bertthrt  werden,  weil  ich  in  einer  bald  folgenden 
Uittheilung  die  erwShnte  Construction  unter  Benutzung  der  Punkte  statio- 
iiBrer  Krümmung  n&her  auszufUhreu  beabsichtige. 


*  Herr  Dr.  Buka  scheint  nicht  in  unterscheiden  zwiscbeu  speciellen  Be- 
wegungen und  speoialleu  ErtengungmeiBen  von  Bewegungen,  sonst  würde 
er  wohl  •chwerlicb  die  nicht  Eutreffende  Anmerkimg  **  auf  8. 117  aufgenoniuen 
haben,  sn  welcher  kein  Wort  meiner  Arbeit  ihm  Anlsss  bietet. 

Biga,  November  1888.  Prof.  M.  Grübler. 
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XX.  Der  Simson^sche  Sati  vom  Dreieok  und  dessen  Erweiterung. 

I.  „Fällt  man  aus  jedem  Punkte  des  einem  Dreieck  umbeschriebenen 
Kreises  Perpendikel  auf  die  drei  Seiten,  so  liegen  deren  Fnsspunkte 
auf  einer  Geraden.*** 

Wendet  man  auf  die  so  entstehenden  Geraden  den  Transversalensatz 
des  Menelaos  an,  so  ergeben  sich  einige  besondere  Sätze.  Errichtet  man 
allgemein  in  den  Schnittpunkten  einer  beliebigen  Transversalen  durch  das 
Dreieck  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  Senkrechte,  so  werden  sich  dieselben 
in  drei  Punkten  schneiden,  die  die  Ecken  eines  dem  ursprünglichen  Dreieck 
ähnlichen  Dreiecks  sind,  das  gewissen  Bedingungen  unterworfen  ist,  die 
hier  nicht  näher  untersucht  werden  sollen.  Fallen  nun  die  drei  Punkte  in 
einen  zusammen  (oder  wird  das  Dreieck  gleich  Null),  so  haben  wir  es  mit 
der  ümkehrung  des  obigen  Satzes  zu  thun,  d.  h.  der  Punkt  ist  ein  Punkt 
der  Peripherie  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises.  In  diesem  Falle 
giebt  uns  die  Anwendung  des  Satzes  des  Menelaos  folgende  bemerkens- 
werthen  Resultate. 

Es  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck,  P  der  Punkt  auf  der  Peripherie 
'^i )  ^1 )  ^1  <lie  Fusspunkte  der  Senkrechten  resp.  auf  B  C,  CA ,  A  B, 

1)  PA.PA^  =  PB.PB^^PC.PO^  =  K. 

Für  die  drei  Fälle,  dass  P  in  ^,  ^  oder  C  liegt,  ist  Ar  =  0: 

I)  PiuA,     PA=^0,    /'^i  =  0,    />Ci  =  0; 

II)  /' in  5,    /^^,=0,    PB^O,    PC^^O; 

III)  P  in  C,    /'^j  =  0,   />5j  =  0,     />C  =  0. 

2)  (BA^  -  CA^)a  +  (CB,  -  AB^)}>  +  (^C,  +  BC\)c  =  0 


oder 
oder 
oder 


(BA^^  -  CA^^)  +  {C ^,«  -ABj^  +  {A C^^  -  B  C,«)  =  0 
BA^^  +  CB^^-\-A  C^^  =  CA^^  +  AB^*+B  C\\ 


{BA^  -  CA{)(BA^  +  CA^)  +  (CB^ -  ABi){CB^+Aß^) 

+  iAC^-  BC^){AC^+  BC^)=::0. 

Es   liege  Pin  A,  so   wird   AB^^O,    AC^=i),    CB^=^b,    56',=c, 
also 

{BA,-CA,){BA,  +  CA,)  +  CB,^-BC,^  =  0, 

{BA.-CA^a  +  V-c^^O   oder    BA,-CA,^ -^^^^ 

a 

also,  da  BAi  +  CA^  =  a  ist, 

a*  +  <^  —  h^  a^  +  V-'C^ 


*  Dieser  Satz  wird  R.  Simson  zugeschrieben  von  Servois  Gerg.  Ann.  4  8. 260- 
Vergl.  Gerg.  Ann,  14  S.  28  u«  280;  Poncelet,  Propr.  proj.  468.  Baltzer,  Ele- 
mente n,  S.  26. 
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Die  beiden  Sitze  heiMen  in  Worten: 

1.  ,rait  man  von  einem  Ponkle  der  Peripherie  des  ein«an  Dreieck  am 
beccbriebeuen  Krei£e£  Senkrechte  uif  die  drei  Seiten,  eo  sind  die  Prodacb 
der  AbütXade  des  Ponkle«  von  den  drei  Ecken  in  die  Senkrechten  aof  di 
Gegenseiten  glnch*.  nnd  nmgekebrl: 

1.  a)  .Errichtet  nun  in  den  DorchBcfanittsponkten  einer  TnusTersalei 
aaf  den  Seiten  des  Dreiecks  Senkrechte  und  sind  die  Prodncte  aaä  dei 
Abständen  der  Schnittpunkte  je  zweier  ron  den  Ecken  and  den  Senkrechlei 
gleich,  so  schneiden  sich  di<i  drei  Senkrechten  in  einem  Ponkte,  der  an 
der  Peripherie  des  dem  Dreieck  □mbeecbriebeoen  Kreises  li^L* 

2.  .Die  Snmme  der  Quadrate  dreier  nicht  aneinanderstossenden  Ab 
urhoitt«  iit  fttr  eine  Simson'sche  TrsnsTemle  gleich  der  Siunme  der  Qqi 
dmte  der  drei  anderen  Abschnitte',  and  umgekehrt: 

3.  a)  ,Ist  die  Snmme  der  Quadrate  dreier  nicht  aneinanderliegende 
Abschnitte  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  anderen  Abschnitte,  i 
liegen  die  drei  Tbeilponkte  anf  einer  Geraden.  Diese  Gerade  ist  ein 
Simson'gche  Gerade,  d.  h.  die  in  den  Durchachnittapunkten  auf  den  Seite 
errichteten  Senkrechten  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  der  auf  der  Per 
pherie  des  dem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  liegt." 

11.  Der  Simson'sche  Sati  ist  nur  ein  Specialfall  eines  all gemei Deren : 

iZiebt  man  tod  einem  Punkte  des  einem  Dreieck  Qmbeschrieb< 

nen   Kreises   unter  beliebigem,    aber  gleichem  Wickel  Strahlen   nac 

den  drei  Seiten,  bo  liegeu  die  Dnrcbecbnittspunkte  auf  einer  Gemden. 

Da  man,  wenn  der  Winkel  kein  rechter  ist,  anter  deroselbeo  Winki 

zwei  Strahlen    nach  jeder  Geraden  riehen  kann,    so  mnss  prScisirt  trerdei 

daas  die  drei  Durch^chnitU punkte  aaf  einer  Geraden  liegen,  die  Tom  Fu:^: 

punkte    der  Senkrechten    nach   derselben  Bichtnng    liegen.      In   diesem   al 

gemeinen  Falte   ergeben  sich  also  £wei  Gerade,   die  fOr  den  Specialfall  de 

recbten  Winkels  in  die  Simson'sche  Gerade  zusammenfallen. 

Nach  Steiner*  ist  die  Simson'irche  Gerade  die  EinhQllende  eini 
Cuive  drittes  Grades  nnd  vierter  Ordnung.  G^  ist  ideelle  Doppeltangeul 
der  Curve,  die  drei  Btickkehrpunkte  hat.  Die  drei  BUckkehrtangente 
hcbneiden  sieb  in  einem  Punkte.  Die  Curve  berührt  die  Seiten  und  U6he 
des  Dreiecks." 

Ganz  analog  sind  die  Envelopprn  der  beiden  für  die  altgemeine  Voi 
aussetsung  reenltirenden  Geraden  dreieckige  H; pocjkloiden ,  da  je  zwi 
zweien  Gegenpnnkten  im  nmschriebenen  Kreise  entsprechende  Gerade  sen) 
recht  anfeioaDder  ateben,  also  ein  sogenanntes  Paar  bilden.     Wir  erhalte 


•  Cralle'fl  Jonmal.  Bd.  6S  S.  ssi. 

**  TogL  Sehotten,  Heber  einige  bemerkenswetthe  Oattnngen  der  Hypi 
mm.   iMag.-Din.  Harbarg  ISSS. 
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■ -^ --^  - '••  >x.  ^^  ^ 


also  jetzt  zwei  dreieckige  Hypocykloiden ,  deren  Lage  und  GrGsse  von  der 
Grösse  des  beliebig  gewählten  Winkels  abhängig  sind.  Es  ergeben  sich  hier 
ähnliche  Beziehungen  wie  zwischen  der  Fusspunktscur^e  und  den  beiden 
Scheitelpunktscurven.* 

Die  Durchschnittspunkte  zweier  ein  „Paar**  bildenden  Geraden  liegen 
nicht,  wie  beim  Specialfall  des  rechten  Winkels,  auf  dem  Feuerbach- 
sehen  Kreise. 

Hersfeld.  Dr.  H.  Sohottbn. 


XXL  Zum  Problem  der  Braohistoohrone. 

In  der  Variationsrechnung  wird  gezeigt,  dass  die  Curve,  welche  ein 
fallender  Punkt  verfolgen  muss,  um  von  einem  gegebenen  Punkte  zu  einem 
andern  gegebenen  Punkte  in  möglichst  kurzer  Zeit  zu  gelangen  —  die  so- 
genannte Brach istochrone  — ,  eine  Cjkloide  ist,  indem  die  Berücksichtigung 
der  angegebenen  Forderung  auf  die  Dififerentialgleichung  dieser  Curve  führt. 
Da  aber  sämmtliche  Lehrbücher  der  genannten  Theorie,  soweit  sie  wenig- 
stens dem  Schreiber  dieser  Zeilen  bekannt  sind,  mit  einer  einzigen,  weiter 
unten  näher  berührten,  sich  auf  einen  Specialfall  beziehenden  Ausnahme  sich 
sodann  auf  die  Bemerkung  beschränken,  „die  beiden  in  dem  Integral  jener 
Differentialgleichung  noch  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  würden  durch 
die  Bedingung  bestimmt ,  dass  die  Curve  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
gehen  müsse  ^,  ohne  über  die  Ausführung  dieser  Bestimmung  oder  auch  nur 
deren  Möglichkeit  Etwas  auszusagen,  so  dürfte  der  Beweis  nicht  über- 
flüssigsein, dass  durch  zwei  beliebige  Punkte,  welche  nicht  auf 
verschiedenen  Seiten  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegen, 
stets  ein  Cjkloidenbogen  gelegt  werden  kann,  dessen  erzeu- 
gender Kreis  auf  jener  Geraden  rollt. 

Liegen  beide  Punkte  auf  der  gegebenen  Geraden  selbst,  so  bedarf  es 
keiner  Erörterung,  dass  durch  sie  ein  Cjkloidenbogen  gelegt  werden  kann, 
dessen  Anfangs-  und  Endpunkt  eben  jene  Punkte  sind.  Es  werde  daher 
angenommen,  dass  mindestens  einer  der  beiden  Punkte  nicht  auf  der  Ge- 
raden liege. 

Legt  man  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  zu  Grunde,  dessen 
rr-Axe  die  gegebene  Gerade  und  dessen  Anfangspunkt  auf  dieser  beliebig 
ist,  und  nennt  man  die  Coordinaten  der  zwei  gegebenen  Punkte  x^y^  und 
^2^21  so  darf  offenbar  unbeschadet  der  Allgemeinheit  angenommen  werden 

0^  >  0?!  und  yg  ^  yj  >  0. 

Die  Gleichungen  einer  jeden  Cykloide,  deren  erzeugender  Kreis  den 
Radius  r  hat  und  von  dem  Punkte  a:  =  ^  aus  in  der  positiven  Richtung  der 


*  Vergl.  Schotten,  Ueber  Fusspunktscurveu.    Progr.  Hersfeld,  Oatemioax. 
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x-Aze  ftnf  dieser  rollt,  sind  Blsdann  bekanntlich,   wenn  der  in  X'=|  n 
dem  WerÜie  Null  beginnende  Wätkongswinkel  mit  <p  bezeichnet  wird, 
j.  I  x-i  =  r(ip-sinip), 

\         y  =  r(l  — CMv)- 
Coaer  Beweis  wird  nnn,  wie  sieb  dnrcb  eine  nachtrSglicb  antagebem 
Stetigkeitsbetracbtnng  zeigen   wird,   allgemein  erbracht  sein,   wenn  er  fl 
die   beiden   folgenden   besonderen  Lagen   des   gegebenen  Panktepaarea  g 
fUbrt  ist: 

a)  der  eine  Punkt  liegt  beliebig  auf  der  Qeraden,  der  andere  belieb 

ausserhalb  derselben  [(Xi,0)  und  (a^.yj)]; 
i)  beide  Punkte  liegen  in  gleicher  Entfernang  von  der  Geraden,  b 

liebig  weit  Ton  dieser  und  voneinander  [(x, ,9))  und  {x^tSt)]. 
Diese  Fälle  mOgen  daher  zunfichtit  erörtert  werden. 
Bezeichnet  man  bei  allen   durch  ix^ij/g)  gehenden   Cjkloiden  den  s 
diesem  Packte  gehörigen  Wertb  des  Wslzungswinkels  mit  qp^,  den  Radii 
lies  erzeugenden  Kreises  mit  r,  so  besteht  zwischen  diesen  beiden  von  Cyl 
loide  zu  C;kloide  stetig  sich  Rädernden  GrOssen  die  Gleichung 

2)  r(l  — CMq>,)=y,. 

Bei  jeder  dieser  Cjkloiden  gehört  zn  der  Abscisse  x,  eine  gewisse  Ordinal 
die  wir  mit  u^  bezeichnen  wollen  and  die,  wenn  ^,  den  jedesmal  zu  : 
gehörigen  Werth  des  W&lzungswinkels  bezeichnet,  gegeben  wird  durch 

3)  u,=r(l— ßwqp,). 
Dabei  best«fat  zwischen  9),  und  9^  noch  die  Gleichung 

4)  r{qp»-9'i-««g'i  +  ««<r,)  =  a^-«i. 
aus  welcher  r  durch  Gleichung  2)  eliminirt  werden  kann. 

a)  In  dem  ersten  der  zu  behandelnden  F&lle  muss  w,  verschwinde 
dadurch,  dass  q»,  =  0  ist  Es  ist  daher  zu  untersuchen,  ob  <pf  aus  2)  un 
4)  demgem&ss  bestimmt  werden  kann,  d.h.  ob  die  Gleiohong 

_.  Vj  —  sin  Vj iCj  —  X, 

l  —  cosq>,  ~     y, 
für  einen   zwischen  0  und  2n  liegenden  Werth    von    9),  erfüllt  wird.     E 

— als  gegebene  GrCsse  jeden  beliebigen  positiven  Werth  haben  kani 

ist  also  zn  zeigen,  dass  die  linke  Seite  von  5)  alle  Werthe  von  0  bis  : 
dnrohlSnft,  wKhrend  9>,  von  0  bis  2n  geht.  Dies  ist  aber  der  Fall;  den 
fttr  tpf^O  ist  der  Ausdruck  Null,  wovon  man  sich  durch  Einsetzen  df 
Reihen  fOr  stnfi,  und  cottp^  überzeugt,  nud  iHr  9g  =  2n  wird  der  Brac 
unendlich.  Da  er  aber  eine  stetige  Function  von  ip^  zwischen  diesen  Grenze 
ist,  BO  nimmt  er  auch  alle  Werthe  zwischen  0  und  oo  au. 

Hiermit  ist  znnficfaet  gezeigt,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  ai 
der  gegebenen  Geraden  und  einen  beliebigen  Punkt,  der  nicht  auf  ihr  lieg 
iteti  «ia  Cykloidenbogen  zu  legen  ist.     FOr  diesen  Specialfall  bat  übriger 
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auch  Sturm  (Cours  d'analyse,  t.  II,  6™*  6dii,  Paris  1880,  p.  321)  eine 
Construction  des  Radius  des  die  Cjkloide  erzeugenden  Kreises  angegeben. 

h)  Damit  u^=y^  werde  und  durch  {x^jy^)  ^^^  (^9^9)  derselbe 
Cjkloidenbogen  hindurchgehe,  muss  zwischen  tp^  und  q>^  die  Relation  be- 
stehen 

6)  <;pi  +  9g  =  23r. 

£liminirt  man  mit  Hilfe  derselben  aus  4)  und  den  beiden  identisch  gewor- 
denen Gleichungen  2)  und  3)  einen  der  beiden  Winkel,  z.  B.  <pg,  so  ist  also 
nur  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung 


1  — C059i      ~*     y^ 


durch  einen  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth  von  q>^  zu  befriedigen  ist, 
—  zwischen  0  und  n ;  denn  go,  muss  ja  ^  q)^  sein ,  und  die  Summe  beider 
ist  2n.  Da  aber  die  rechte  Seite  in  7)  wieder  jeden  beliebigen  positiven 
Werth  haben  kann,  so  ist  zu  zeigen,  dass  die  Function  von  q>^  auf  der 
Linken  alle  Werthe  von  0  bis  oo  durchläuft,  während  go,  von  0  bis  n  geht. 
In  der  That  ist  ftlr  <)e>i  =  0  der  Ausdruck  unendlich  und  fUr  <;?,  =  »  Null, 
und  wegen  der  Stetigkeit  nimint  er  dann  auch  alle  Zwischen  werthe  an. 

Damit  ist  auch  der  Beweis  erbracht,  dass  durch  zwei  gleich  weit  von 
der  gegebenen  Geraden  entfernte  Punkte  stets  ein  Cjkloidenbogen  gelegt 
werden  kann.  Auch  dieser  letztere  Beweis  kann  übrigens  durch  eine  der 
angeführten,  von  Sturm  herrührenden  ähnliche  Construction  ersetzt  werden. 
Sind  nämlich  zwei  gleichweit  von  der  gegebenen  Geraden  entfernte  Punkte 

A  (oder  x^^y^)  und  B  (oder  x^^y^)  gegeben,  so   ist  *^  ^^    '   oder  C  der 

Mittelpunkt  der  Grundlinie  der  durch  Ä  und  B  zu  legenden  Cjkloide.    Con- 

struirt  man  nun  irgend  eine  Cjkloide,  für  die  C  ebenfalls  Mittelpunkt  der 

Grundlinie  ist,   so  mögen  CA  und  CB  diese  Cjkloide  in  den  Punkten  Ä 

und  B^  schneiden,   und   man  findet  leicht,   dass  alsdann  die  Proportionen 

bestehen 

CA      CB  _r 

CA'      CB'^r' 

wenn  r  und  r  die  Radien  der  die  beiden  Cjkloiden  erzeugenden  Kreise  sind. 
Hierdurch  findet  man  also  den  Radius  r  der  gesuchten  durch  ji  und  B  zu 
legenden  Cjkloide  auf  dem  Wege  der  Construction. 

Es  ist  jetzt  noch  nachzutragen,  dass  durch  die  Erledigung  der  beiden 
Specialfälle  a)  und  h)  thatsächlich  auch  der  allgemeine  Bewets  erbracht  ist, 
dass  durch  zwei  Punkte  {x^y^)  und  {x^y^),  wo  O^y,  <'yg,  ein  Cjkloiden- 
bogen zu  legen  ist  Der  nach  h)  vorhandene,  durch  {x^y^)  und  {x^y^) 
gehende  Cjkloidenbogen  schneidet  auf  der  a;-Aze  einen  Punkt  Xq  aus,  wo 
Xq<Zxi,  Nach  a)  geht  nun  durch  (x^y^)  und  jeden  Punkt  zwischen  Xq 
und  Xi  ebenfalls  ein  Cjkloidenbogen.  Jeder  derselben  schneidet  daher  die 
auf  der  os-Axe  in  x^  senkreeht  atehende  Gerade,  und  die  auf  dieser  ab- 
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geschnittenen  Stücke  werden  durch  den  Aasdmck  fllr  U|  in  Oleiohimg  3) 
gegeben.  Da  aber  u^  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  2)  and  4)  eine 
stetige  Function  von  (p,  ist  und  für  zwei  bestimmte  Werthe  von  <p,  besw. 
die  Werthe  0  und  y^  annimmt,  wie  unter  a)  und  h)  gezeigt  ist,  lo 
kann  es  auf  der  Senkrechten  zwischen  (:P|0)  und  (x^y^)  auch  nicht  einen 
Punkt  geben,  welcher  nicht  von  einem  jener  Cjkloidenbogen  geschnitten 
würde. 

Hiermit  aber  ist  unser  Beweis  veryollständigt. 

Giessen.  Dr.  L.  Hefftbr. 

XXn.  Ueber  Beihentheoreme. 

1. 

Sei 

A  >  A  >  A  >  •  •  • -^r  >-4r  +  l , 

80  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Reihe 

sowie  ihre  sämmtlichen  Differentialquotienten  convergent  bleiben.  Unter 
dieser  Voraussetzung  gilt  folgende  allgemeine  Beziehung: 


Diese  Gleichang  schliesst,   wie   wir  zeigen  wollen,   als   speciellen  Fall  die 

BUrmann*sche  Reihenentwickelung  in  sich. 

Sie  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Functionentheorie  sofort;  wir  ziehen  es 

jedoch  vor,   sie   unter  der  obigen  Voraussetzung  auf  eine   eigenthümliche 

Weise  zu  begründen. 

Es  sei  allgemein 

a        ^  P 
clor 
Wir  bilden  ^^ 

addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt,  wenn 

1  1       A-1 

gesetzt  wird, 
Es  ist  aber  auch 


Setzt  man  daher 


,1  ^g a«  =  mi,2 /5, tt* -^  nii,2  jj^^gy -^*- 
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ao  folg^  durch  Addition  der  beiden  letzten  Qleichangen 

So  fortfahrend  erhält  manj  wenn 

gesetzt  wird,  so  dass 

(A-l)(A-2)...(A->) 

and 

1 


Nach  der  Voraussetzung  wird 

ls=aD 

Um^mp^iÄia^  =  0  für  Wmv  =  Qo, 
also 


■^ 


geiUHi  M  ergiebt  sich: 


'^ 


und  damit  ist  unsere  Formel  bewiesen. 

um  sie  für  einen  speciellen  Fall  in  Anwendung  zu  bringen,  verlangen 
wir  die  Entwickelung  von 

Sei 

Kann  unbeschadet  der  Convergenz  |  so  gewählt  werden,  dass 

V(|)=0. 
so  folgt 

die  bekannte  Bürmann'sche  Reihe.    Im  Allgemeinen  muss  der  Werth  von  | 
so  hestimmt  werden,  dass 


318  Kleinere  IfittheilimgeiL 

dann  werden  die  Reihen  sicher  convergent  nnd  es  gilt  die  Gleichung 


2. 

Die  Entwickelnng  einer  Function  nach  steigenden  Potenzen  einer  andern 

Function  wird  bewirkt  wie  folgt: 

Sei  gegeben 

f{x)  =  JQ  +  Jiip{x)+J^ip{xy  +  *'' 
Man  setze 

dfix) 


dx 


:  q>(x)  =  %  (x) , 


dx 

so  wird 

und  demzufolge  ,  . 

wenn  a  ein  solcher  Werth  von  x  ist.  für  den 

9>(a)=0. 

Es  erscheint  manchmal  aber  wünschenswerth ,  von  der  Auflösung  der 

Gleichung  ,  .      ^ 

9(flj)  =  0 

frei  zu  sein.     Dies  kann  auf  folgende  Art  geschehen. 
Sei 

wo   17  eine  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Zahl  bezeichnen  ma^.     Dann 
ist  offenbar  ^p 

n 

oder  anders  geschrieben 

Daraus  ergiebt  sich  leicht: 

i\  j       ß'»     ^  in+K)l 

oder 


Klemere  MiiUieihiiig«ii.  SI9 


Non  eigiebt  sich  ans  1) 
Snbiititiiirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende!  so  ergiobi  «ieh 


xl      x+  II 
so  ergiebt  sich  anf  dieselbe  Art: 

^.  =  ^-«^'  +  <»i(l)(n+l)(n  +  2)^,+,«» 

(x+l) ^ji >f.+2^.  ,,«*+'. 

Nun  ist 

*,(l)(«+l)(«+2)^.+,«» 

also,  wenn  man  die  beidoi  letzten  Gleiehnngini  addszt: 


.1'*. 


S-%P+--."'if'-^  Irr  *.'"-•."+''} 


x!=±|+i.:A.,.,^M. 


Setsi 


so  wird 


—    r 


Wird  BBB  ^  ¥i  gmuBiUv    iflMfr  -tiivii»  Ili»ih«  v)nrtf>r|irr    ^a    ^r 

Eine    wsDBft  BHCractrtUfui    il«M*r    ^Hp*      -<iw«i»'    ii#»^   .^t^timmnn^    i^ 
Restgtiedea  >Mnft»  iidt  :mr  \Hr  ^n^  ^iiK*«t>  ?ihHraicu>n   -or. 

Prag.  .)f     V    .maita'. 
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XXTTT.   Zur  Vennerprobe. 

Die  Bemerkung  auf  S.  117  des  laufenden  Jahrgangs  dieser  Zo 
bezüglich  beschränkter  Anwendbarkeit  der  Neunerprobe  bei  der  Di 
beruht  wohl  auf  einem  Irrthum.  Die  Probe  besteht  ja  darin ,  dass 
reducirten  Quersummen  des  Quotienten  und  des  Divisors  ermittelt 
Zahlen  multiplicirt  und  die  reducirte  Quersumme  des  Produotes  i 
reducirten  Quersumme  des  Dividenden  vergleicht.     Z.  B. 

15  =  6,    4  =  4,    6.4  =  6  =  60. 

Auch  bei  Divisionen,  welche  nicht  aufgehen,  erweist  sich  die  1 
probe  als  höchst  praktisch.     Z.  B. 

1889:75  =  25  (Rest  14) 
389 
14 

75  =  3,    25  =  7,    14  =  5, 

3.7+5  =  8=1889. 

Mülheim  a.  d.  B.  A.  Emmbb 


Tafel 


Fig.  2  9. 


[' 


xvra. 

Zur  Invariantentheorie. 

Von 

Dr.  Veltmann 

In  Poppeltdorf- BooD. 


In  Bd.  XXII  dieser  Zeitsclirift  habe  ich  einen  Beweis  zu  geben  ver- 
sucht für  einen  von  Aronhold  aufgestellten,  aber  in  ganz  verfehlter  Weise 
hergeleiteten  Satz  über  die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  ganze  homo- 
gene Functionen  ineinander  durch  lineare  Substitution  transformirt  werden 
können.  Es  ist  nun  mir  gegenüber  die  Ansicht  ge&ussert  worden,  dass 
nicht  blos  der  Aronhold'sche  Beweis  (auf  die  Fehler  desselben  hatte  auch 
Clebsch  aufmerksam  gemacht),  sondern  der  Satz  selbst  unrichtig  sei,  wo- 
nach dann  der  von  mir  geführte  Beweis  ebenfalls  fehlerhaft  sein  würde.  Bei 
näherer  Prüfung  finde  ich  nun  in  der  That,  dass  durch  denselben  nur  die 
Notbwendigkeit,  nicht  die  Zulänglichkeit  der  betreffenden  Transformations- 
bedingungen dargethan  ist.  Der  Satz  ist  jedoch  richtig  und  der  von  mir 
eingeschlagene  Weg  geeignet,  zu  einem  einwnrfsfreien  Beweise  desselben  zu 
führen.  Die  von  mir  gegebene  Herleitung  bedarf  blos  noch  einer  allerdings 
sehr  wesentlichen  Ergänzung  und  im  Einzelnen  strengerer  Begründung.  In 
letzterer  Beziehung  sind  namentlich  verschiedene  besondere  Fälle  auszu- 
schliessen,  welche  in  der  früheren  Abhandlung  nicht  berücksichtigt  oder 
wenigstens  nicht  ausdrücklich  ausgeschlossen  waren.  Im  Folgenden  soll  der 
vollständige  Beweis  mit  jedesmaliger  Angabe  der  auszuschliessenden  Singu- 
laritäten gegeben  werden. 

L 

Mit  F^{ayX),  F^{h,x)^  ...  wird  eine  ganze  homogene  Function  p^' 
Ordnung  von  x^...x„  bezeichnet.  Die  Glieder  werden  so  geordnet,  dass 
diejenigen  mit  nachstehenden  Benennungen  den  Anfang  machen: 

rrf-'.a?!,    xf-^.a:,,    x[^^.x^,    ...,    xf^Kxn; 

I 

a;J-*.a?,,    «J""*-««!    ^"'««ii    --m   ^'*•«•. 

Die  übrigen  mögen  dann  etwa  in  Gruppen  nach  den  PotoD^ 
Gruppe  nach  den  Potenzen  von  ««.i  n.  8.  w«  g« 

Zeittohrift  CMftthMMtlk  a.  Plqrtik  XZXTV,  6. 
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Reihenfolge  wird  der  die  (reellen  oder  imaginären)  Coefficienten  bezeich- 
nende  Buchstabe  (a,  b  u.  8.  w.)  mit  den  Indices  1,  2,  ...,  m  versehen,  wo 
also  iii=[n(n  +  l) ...  (n+p  — 1)]:(1.2 p)  ist.  Durch  lineare  Sub- 
stitution wird  eine  Function  I^'{a^x)  in  eine  Function  JP^;(6, «),  eine  Co- 
efficientenreihe  ai.,.am  in  eine  Coefficientenreihe  5^...  6m  transformirt 
Zwei  Coefficientenreihen,  welche  ineinander  transformirbar  sind,  heissen 
collinear.  Alle  Coefficientenreihen,  welche  aus  einer  bestimmten  durch 
lineare  Substitution  entstehen  können,  bilden  ein  collineares  Gebiet. 

Aus  der  Reihe  Oj  . . .  a^  möge  durch  die  Substitution 
2)  Xi  (=)  a<i  a^i  H h  a{„Xn  =  ^  atjXj 


[wo  also  das  Zeichen  (=)  „ersetzt  durch **  bedeutet]  die  Reihe  5j...bM  ent- 
stehen. Die  5j . . .  6m  seien  in  den  ai.,.am  und  den^o/^  dargestellt  durch 
die  Gleichungen 

3i)  by      =a-     ai  +  --+«;; 

3.)  h,        ^a;        a,l+..+al 


an 


mi 


Q           \                         ,                     Hn4-t                          wii-f  1 
^-"  +  1/  0„n  +  l  =  tt^^  «1  +  •  •  •  +  CT Omi 

» 

3"»)  6m       =>»7^      OiH h«^       am, 

wo  die  aj  Functionen  der  atj  vom  i>*^  Grade  sind.  ^  Es",  ist  hier  voraus- 
gesetzt, dass  die  Anzahl  m  der  Glieder  der  Function  grösser  als  nn,  dass 
also  py>2  und,  wenn  jp  =  3,  n^2  ist.  Die  Benennungen  1)  sind  dann 
sAmmtlich  voneinander  verschieden. 

Die  Gleichungen  3i)^bis  3m)  bleiben' bestehen,^  wenn  man  sämmtUche 
üij  mit  irgend  einer  jp*«»  Wurzel  aus  1  multiplicirt.  Löst  man  also  diese 
Gleichungen  oder  einen  Theil  derselben  in  Bezug  auf  a,j  auf,  so  erhalt 
man  mindestens  jp  verschiedene  Lösungen. 


n. 

In  den  Gleichungen  3J  bis  3m)  sind,  besondere  Fälle  ausgenommen, 
bei  Constanten  a^..,am  und  6i...6„„  die  Grössen  atj  und  somit  auch  die 
6nii  +  i««-6m  nicht  stetig  veränderlich. 

Beweis.  Angenommen,  die  Substitution  2)  lasse  sich  unendlich  wenig 
80  variiren,  dass  aus  den  früheren  ai...a^  durch  die  Gleichungen  3^)  bis 
Ski«)  wieder  die  frttheren  64 ...  6« „  hervorgehen.    Die  variirte  Substitution  sei 


Von  Dr.  Veltmann.  323 

Es  möge  eine  Substitution 

so  bestimmt  werden,  dass  4)  durch  Composition  von  2)  mit  6)  entsteht. 
Die  resultirende  Substitution  wird  erhalten,  indem  man  aus  5)  den  Aus- 
druck für  Xj  in  2)  einsetzt;  sie  ist  also 

6)  Xi  (=)  ^  of<j  ^j  ßjkXk 

oder 

kz:zn 
^)  ^(~)^  {^i\ßik+ [-€iinßnk)Xk. 

Soll  dies  mit  4)  übereinstimmen,  so  muss 

yi  ik  =  «11  /^U  +  •  •  •  +  «In  ßnky 


8) 

sein,  woraus  sich  ergiebt,  wenn  die  Determinante  der  Substitution  2)  mit^, 
ihre  ünterdeterminanten  mit  Ätj  bezeichnet  werden: 

yikAl  +*"  +  ynkÄnl 

ß,,= , 

9)  , 

P  y\kÄin  +  '*'  +  ymkÄ»n 

Da  die  y  von  den  o  nur  unendlich  wenig  verschieden  sind,  so  kann 
die  Substitution 

^1  (=)  ßnXi+'"  +  ßlnXnt 

10) 

dargestellt  werden  durch 

^1  (=)(!  + In  ^)^i+  lit  ^  a?iH +         Sm  ^  «n, 

• I 

Xn{=)  SnlÄ  Xi+  |n2^a?2H Kl  +  Inn^)««, 

WO  die  $  endliche  Grössen  sind,  ö  unendlich  klein  ist. 

Da  die  mit  der  Substitution  a  zusammengesetzte  Substitution  ß  den 
Coefficienten  b^  ,..bnn  dieselben  Werthe  giebt,  wie  die  Substitution  a  allein« 
so  müssen,  wenn  man  auf  die  Reihe  h^.,,hm  die  Substitution  10)  =  11) 
anwendet,   die   hi*.,bnn  angeändert  bleiben.     Die  Aenderung,  welche  die 

Function  I^{bjX)  durch  die  Substitution  11)  erfährt,  ist  nun 


* 


I 
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dF 
12)  +^{l„^i+-+l2„x„)6 

•   •••••••••••••   »y 

+  ^r-  U«ia?i  +  •  •  •  +  SüHÄ^ii)  ^* 

In  dieser  Summe  müssen  also  die  Glieder  mit  den  Benennungen  1)  s=  0  sei 
Zur  Bestimmung  der  £  erhält  man  somit  eine  Anzahl  =nn  Gleichunge 
welche  in  den  £  homogen  vom  ersten  Grade  sind  und  in  welchen  die  $  n 

linearen  Functionen  der  Coefficienten  h  der  Function  i^(&;^)  multiplici 
sind.  Die  Determinante  (vom  nn^*"  Grade)  dieser  Gleichungen,  welche  n 
X  bezeichnet  werden  möge,  ist  nicht  identisch  =0;   denn  wenn  man  z. 

F^  (6,  x)  die  besondere  Function 

a;,P  +  a?/  + . . .  +  a^P 

sein  Ittsst,  so  ist  die  Variation  derselben  = 

+  pa^""    ($21  a?i +  -««  +  $2naJn)^ 


+  P^~    (InlÄ^j +"«  +  $nniC/i)5. 

In  diesem  Ausdruck  kommen  nur  die  Benennungen  1)  vor  und  mit  Wc 
lassung  des  gemeinsamen  Factors  p  sind  die  Gleichungen  zur  Bestimmu 
der  I  diese:  j, Jedes  1  =  0."  Die  Determinante  dieser  nn  Gleichung 
ist  =  1. 

Wenn  demnach  in  dem  Ausdruck  12)  die  Glieder  mit  den  Benennung 
1)  =0  gesetzt  werden,  so  ist  das  Verschwinden  der  Determinante  c 
Gleichungen,  welche  man  hierdurch  zur  Bestimmung  der  £  erhält,  als  S: 
gularität  zu  betrachten  und  kann  daher  ausgeschlossen  werden.  Im  A 
gemeinen  ist  diese  Determinante  nicht  =0  und  ergeben  sich  deshalb  1 
sämmtliche  $  die  Werthe  Null.  Die  Substitution  kann  also  nicht  so  vari 
werden,  dass  aus  denselben  ai...am  dieselben  b^...h„„  hervorgehen. 

Hierbei  möge  bemerkt  werden,  dass  es  collineare  Gebiete  giebt, 
welchen  die  Determinante  X  durchweg  =  0  ist.  Wenn  nämlich  eine  Fui 
tion  die  Eigenschaft  hat,  durch  eine  stetig  variable  Substitution,  deren  I 
terminante  nicht  gleich  Null  ist,  in  sich  selbst  transformirt  werden 
können,  so  hat  jede  zu  derselben  collineare  Function  die  nämliche  Eig< 
Schaft  Wenn  also  die  a^...amf  h^..,bm  in  den  Gleichungen  3)  ein 
solchen  Gebiete  angehören,  so  können  die  aij  variirt  werden,  während  nii 
blos  die  h^...hnuy  sondern  sämmtliche  b  ungeändert  bleiben.  In  solch 
Falle  gilt  also  obige  Aasschliessung  für  das  ganze  betreffende  collinei 
Gebiet 
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In  den  Oleichungen  3^)  bis  3ni)  möge  ans  einem  bestimmten  collinearen 
Gebiete  die  Reihe  5,  ...  5m  so  angenommen  werden ,  dass  die  Determinante 
X  nicht  =  0  ist.  Durch  eine  lineare  Substitution ,  deren  Determinante  von 
0  verschieden  ist,  werde  dieselbe  in  eine  Reihe  a^ ...  Om  transformirt.  Kehrt 
man  die  angewandte  Substitution  um ,  so  erhält  man  Substitutionscoefficien- 
ten  Oij  und  für  diese,  wenn  man  sie  in  den  Gleichungen  3})  bis  3m)  an 
die  Stelle  der  atj  setzt,  und  für  die  beiden  Reihen  6x***^m  ^^^  a^.^.am 
gelten  dann  die  Gleichungen  3^)  bis  3m)- 

Jetzt  betrachte  man  in  den  Gleichungen  3|)  bis  3nfi)  die  Grössen 
&i...&nn  und  sämmtliche  a  als  gegeben,  die  nn  Grössen  agj  als  zu  be- 
stimmende Unbekannte.  Die  vorhin  bestimmten  besonderen  Werthe  a'ij 
stellen  dann  eine  Lösung  dieser  Gleichungen  dar,  welche  nach  II  nicht 
variirt  werden  kann.  Andere  Lösungen  erhält  man,  indem  man  die  oij 
mit  einer  jol^^^  Wurzel  aus  1  multiplicirt.  Diese  können  ebenfalls  nicht 
variirt  werden,  weil  sie  nicht  blos  für  5|  ...6„nt  sondern  für  sämmtliche  & 
die  nämlichen  Werthe  liefern,  wie  die  a'ijj  die  Determinante  X  also  für 
alle  diese  Lösungen  nicht  =0  wird. 

Sollte  ausserdem  noch  irgend  eine  Lösung  a\j  existiren,  so  ist  diese 
ebenfalls  nicht  variabel.    Denn  angenommen,  sie  wäre  es.    Wenn  man  dann 

die  Substitution  atß  umkehrt,  so  erhält  man  die  Substitution  -p-t  welche 

&i . . .  61,1. 5„ n+ 1 . . •  5m  in  a^  ...Om  transformirt.  Componirt  man  dieselbe 
mit  a\j,  welche  letztere  a^...am  in  5} ...  (nn^'nn+i  •••  ^''m  verwandelt, 
so  transformirt  die  Resultante  die  Reihe  5| ...  (nn^^n-f  1  •••  5m  in  5]...  5«;, 
5"«in+i  •••  5"my  lässt  also  hi.,,hnn  ungeäudert  Die  Resultante  ist  aber 
variabel,  weil  eine  der  Componenten  variabel  ist.  Die  Reihe  b^ .,.  hnnhun-^i 
...  5m  würde  also  durch  eine  variable  Substitution  so  transformirt  werden 
können,  dass  die  5^ ...  5nn  unverändert  bleiben,  was  nicht  möglich  ist,  weil 
die  Determinante  Ä  nicht  =0  ist.  Variable  Auflösungen  der  Gleichungen  3|) 
bis  3nn)  existiren  also  nicht;  man  erhält  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen 
nach  den  oij  eine  bestimmte  Anzahl  Werthsjrsteme  dieser  Grössen.  Ferner 
liefern  dann  die  Gleichungen  3nn-fi)  bis  3m)  ebenso  viele  Werthsjsteme  der 
Grössen  5»  114.1  bis  5m* 

IV. 

In  den  Gleichungen  3^)  bis  3m)  mögen  die  Grössen  5]  ...bnn  die  unter 
III  angenommenen ,  bestimmten  numerischen  Werthe  behalten.  Die  ai.^.cim 
seien  ebenfalls  als  gegebene  Grössen  betrachtet,  deren  Werthe  jedoch  noch 
willkürlich  angenommen  werden  können.  Die  5« „4.1  ...5m 9  sowie  die  a^j 
werden  als  zu  bestimmende  unbekannte  betrachtet 

Die  nn  Gleichungen  3|)  bis  3«n)  enttialten  nur  dia  « 
atj.     Eliminirt  man  in  der  Weise,  dasa  naai  tm  i 


326  Zur  Invariantentheorie. 

Werth  von  a^^  in  die  übrigen,  dann  aus  3^)  den  Werth  von  a^^  in  die  fol- 
genden u.  8.  w.  setzt  (ob  dies  ausführbar  ist  oder  nicht,  ist  hier  gleichgiltig), 
so  kann  der  Fall  nicht  eintreten,  dass  irgend  einmal  sämmÜiche  a  heraus- 
fallen ,  also  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  a^  ...Om  erhalten  werden. 
Denn  dann  würden,  wenn  dieselben  erfdllt  wären,  fUr  die  a  sich  stetig 
variable  Lösungen  ergeben.  Die  a^  . . .  Om  würden  also  nicht  so  angenommen 
werden  können,  dass  man  nichtvariable  Lösungen  erhält,  was  mit  III  im 
Widerspruche  steht.  Ebenso  ist  es  nicht  möglich ,  dass  ausser  sämmtlichen 
a  auch  sSmmtliche  a  herausfallen ;  denn  in  diesem  Falle  würde  man  für  be- 
liebige a  variable  Lösungen  erhalten,  ebenfalls  im  Widerspruche  mit  Früherem. 
Nur  in  besonderen  Fällen,  bei  bestimmten  Beziehungen  zwischen  den 
Ol ...  a»,  kann  es  also  eintreten ,  dass  die  Gleichungen  3 J  bis  3m)  keine  oder 
variable  Lösungen  haben,  um  diese  Beziehungen  zu  erhalten,  würde  man 
durch  rationale  Elimination,  etwa  nach  dem  Verfahren  der  Kettenbruchent- 
wickelung  unter  Anwendung  des  Satzes  von  Labatie,  das  System  von 
Gleichungen  auf  eine  oder  mehrere  Gruppen  reduciren  von  der  Beschafifen- 
heit,  dass  in  jeder  Gruppe  die  erste  Gleichung  sämmtliche  Unbekannte,  die 
zweite  eine  weniger  u.  s.  w.  enthält  Hierbei  würde  man  durch  Ausschliessung 
bestimmter  Beziehungen  zwischen  den  a  erreichen  können,  dass  diese  Eli- 
mination sich  in  einer  bestimmten  Weise  allgemein  ausführen  Hesse.  Ob 
diese  Ausschliessungen  für  obigen  Zweck  alle  noth wendig  sind  oder  nicht, 
ist  gleichgiltig;  es  handelt  sich  hier  nur  um  den  Nachweis,  dass  eine  end- 
liche Anzahl  von  Beziehungen  existirt,  deren  Ausschliessung  für  diesen 
Zweck  genügt. 

V. 

In  den  Gleichungen  3])  bis  3«n)  mögen  5|...&n„  wieder  die  ftüheren 
numerischen  Werthe  haben  und  die  a  so  gewählt  sein,  dass  die  unter  IV 
nachgewiesenen  Bedingungen  bestimmter  Lösungen  stattfinden.  Löst  man  also 
die  Gleichungen  nach  den  0,7  auf,  so  ergeben  sich  bestimmte  Werthsjsteme 
dieser  Grössen.  Setzt  man  jedes  derselben  in  die  Gleichung  3nn-f  1)  ein,  so 
ergeben  sich  aus  dieser  ebenso  viele  Werthe  von  hnn-^-i,  wobei  es  dahin- 
gestellt bleibt,  ob  diese  Werthe  alle  verschieden  sind  oder  nicht.  Diese 
Werthe  mögen  &„„.p  ^„„j.i>-"  genannt  werden.  Wenn  alsq  die  Gleichung 
3an-f  1)  ii&eh  Einsetzung  der  atj  wieder  rational  gemacht,  d.  h.  wenn  die 
oij  aus  den  Gleichungen  3nn-i-i)  und  3^)  bis  3„n)  eliminirt  werden ,  so  wird 
die  resultirende  Gleichung  für  6n«+i  die  Werthe  ^^„tij  ^nn4-\  ^-  ^*  ^• 
liefern.  Fälle ,  wo  diese  Gleichung  infolge  besonderer  Werthverhältnisse  der 
Grössen  a^.,.am  in  Bezug  auf  hnn+\  mehrfache  Wurzeln  hat,  können  aus- 
geschlossen werden.  Sollten  aber  solche  mehrfache  Wurzeln  allgemein 
existlren,  so  kann  durch  einen  rationalen  Factor  dividirt  werden  derart, 
dass  jede  der  Grössen  2>„„  •  ji  ^„«+1  ^«  8.  w.  nur  einmal  als  Wurzel  darin 
Torkommt»    In  dieser  Form  möge  die  Gleichung  sein 


Von  Dr.  Vbltmann.  327 


1     .   -     1  ,      _  t 


& 


wo  die  q>  Functionen  von  a^...am  sind.  Die  Coefficienten  dieser  Functionen 
bestimmen  sich  aus  den  angenommenen  numerischen  Werthen  der  h^,,.h„n' 
Die  Gleichung  liefert  [unter  Ausschliessung  besonderer  Werthe  der  a,  für 
welche  <p^{a)  =  0]  eine  Anzahl  =h  verschiedene  Werthe  von  bnn-^-x» 

Auf   gleiche  Weise    erhält    man    durch   Elimination    der   atj  aus  den 
Gleichungen  3|)  bis  3„n)  und  3„n^2)  eine  Gleichung 

aus  welcher  sich  eine  Anzahl  =A;  verschiedene  Werthe  von  l>n„^2  be- 
stimmen. 

ü.  8.  w.     Die  letzte  der  so  erhaltenen  Gleichungen  sei 
lo«-.««)     (f-  (a)  +  g>]  {ä).h„^ h  q>-  (a) . &^  —  ^• 


Die  Anzahl  der  aus  den  Gleichungen  SJ  bis  3nn)  erhaltenen  Werth- 
sjsteme  der  Oij  möge  mit  q  bezeichnet  werden.  Zu  jedem  derselben  liefert 
die  Gleichung  Snn+t)  ui^<)  somit  auch  ISJ  einen  Werth  von  l^nn+ii  die 
Gleichung  I32)  einen  Werth  von  b„„^2  u.  s.  w.,  die  Gleichungen  13^)  bis 
l^A^tin)  Also  ein  Werthsjstem  der  hnn+i  bis  hm'  Man  erhält  somit 
Werthsysteme  der  letzteren  Grössen,  deren  Anzahl  höchstens  =q  ist.  Jedes 
dieser  Werthsysteme  und  kein  anderes  System  von  Werthen  der  hnn+i  bis 
^M  stellt  mit  h^,,,bnn  zusammen  eine  zu  ai.,,am  coUineare  Beihe  dar. 
^I^sformirt  man  also  die  Beihe  ai..,am  durch  eine  beliebige  Substitution 

deren  Determinante  nicht  =0  ist  und  die  auch  irgendwelche  andere  oben 

^^geschlossene  Singularitäten  nicht  zur  Folge  hat,  in  eine  Beihe  a\...a'ni 

ood  setzt  diese  in  den  Gleichungen  3J  bis  3m)  9  sowie  13 J  bis  l^m-nn) 

^  die  Stelle  von  <ii...ami  so  erhält  man  ebenfalls  alle  diejenigen  Werth" 

^/steine  ban-f  1  his  b^  nnd  nur  diese,  welche  mit  b^.,,b„n  eine  zu  a\...  dm 

<^Qiiieare  Beihe  bilden.     Da  aber  eine  zu  a  ^ . . .  dm  coUineare  Beihe  es  auch 

^   tx^,,.am   ist  und  umgekehrt,   so  müssen  genau  dieselben  Werthsysteme 

■•+1  bis  bm  erhalten  werden,  wie  früher  zu  a.  ...am.    Die  Gleichung  13.) 

^^d   daher  dieselben  voneinander  verschiedenen  Werthe  von  l^nn-fi  in  der 

^^ahl  =Ä,    13^)   dieselben  Werthe  von  bnn\2  in  der  Anzahl  =ä;  liefern 

^-  «•  w. 


In  der  Gleichung  13)  müssen  somit  die  Quotienten 


1         1 

*^i)  -T'   -T 

"^    der  Gleichung  13,)  die  Quotienten 


1 


« 


}^ 


\ 


■■I 

,1 


ii  I 

I 

■  ■  I 
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.i  22 


14i) 


^0        ^i 


I 


2    '  2 


':\  u.  8.  w.,  in  der  Gleichung  ISm— im)  die  Quotienten 

m  m 


14in_nii) 


m  m 


für  beide   Reihen  ai.,,am   und  a'j . . .  a'm  dieselben  Werthe  haben, 
hieraus  hervorgehenden  Gleichungen  zwischen  den  ai..,am  und  den  a\  . . 
mögen  in  folgender  Weise  angedeutet  werden: 

9>ü(«)         ^öi^')        ^\i^)        ^\(^') 


1  2  1  1 

m  <?!(«)     9;(o')     9;(ö)     9i(a') 


'f-t  9>ü(«)     ^;(«) 


2        .     ~"        2 


^5)  g>;(a)        cpiCa-) 


vr(«)        ^r(«') 


ii«  wo  die  Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten  in  derselben  Weise  die  a\  . . 

enthalten ,  wie  diejenigen  auf  den  linken  Seiten  die  a^ . . .  a»,  • 


VI 

Das  unter  V  erhaltene  Resultat,  dass  für  zwei  collineare  Reihen  a^ . 
und  a\...am  die  Gleichungen  15)  stattfinden,  Ittsst  sich  in  folgender  ^ 
umkehren. 

Eine  Reihe  a'| . . .  a'm  möge  so  beschaffen  sein ,  dass  sie ,  statt  a^ . 
in  die  Gleichungen  3,)   bis  3;,„)   eingesetzt,    für  die   of/j  bestimmte 
variable  Werthsysteme  liefert.     Ferner  mögen  die  a\.,. a'm  die  Eigens 
haben,  dass  sie,  statt  der  a^...am  in  die  Quotienten  14)  eingesetzt,  d 
dieselben  Werthe  geben,  wie  die  Reihe  ai..,am'    Dann  sind  a\,.. a' 
a| . . .  Om  coUinear. 

Beweis.     Setzt  man  die  a\,,,a'm  in  die  Gleichungen  3^)  bis  3, 
^*  und  eliminirt  zur  Bestimmung  der  hnn-\-\  -  - -hm  in  der  früheren  Weise 

erhält  man  Gleichungen,   welche  aus  den  Gleichungen   13|)   bis  13|„ 
dadurch  entstehen ,   dass  in  denselben  die  a^,,,am  durch  a\,,. a'm  er 
^'•t  werden.     Nach  der  für  die  a'^.^.a'm  in  Bezug  auf  die  Quotienten  14] 

ti]|  machten  Voraussetzung   bestimmen  sich  also  die  hnn+i  "-^m  aus  Gl 

ungeui  welche  mit  den  früheren  13)  identisch  sind.     Die  Grössen  bt 
bis  hm  erhalten  daher  einzeln  dieselben  Werthe,  wie  früher. 


fn 


tn 
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Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Werthe  auch  in  derselben 
Weise  zusammengehören ,  dass  also  für  die  beiden  Reihen  Oj . . .  0«,  und 
a\,.,am  dieselben  Wertbsysteme  der  bnn+i«-*^m  erhalten  werden.  Setzt 
man  in  den  Gleichungen  15)  statt  der  a'i...am  die  a^  ...am»  so  wird  den- 
selben genügt.  Da  die  Gleichungen  algebraische  sind,  so  kann  man  auf 
unendlich  vielfache  Weise  die  Reihe  a\ . . . am  stetig  so  in  ai,.,am  über- 
gehen lassen,  dass  den  Gleichungen  beständig  genügt  wird  und  zugleich 
keine  der  ausgeschlossenen  besonderen  Fälle  stattfinden.  Die  ans  den  Gleich- 
ungen 13|)  bis  13m-.nn)  hervorgehenden  Werthe  von  bnn+i  bis  hm  bleiben 
dann  ungeändert,  weil  die  Quotienten  14)  sich  nicht  ändern.  Hieraus  folgt 
aber  ohne  Weiteres,  dass  diese  Werthe  auch  stets  in  derselben  Weise  zu- 
sammengehören ,  dass  man  also  für  beide  Reihen  a^,,,am  und  a ^ . . . a'm 
die  nämlichen  Werthsysteme  der  h  erhält.  Da  dieselben  zu  den  letzteren 
collinear  sind,  sind  sie  auch  unter  sich  collinear. 

VIL 

Nach  V  ist  es  eine  nothwendige,  nach  VI  eine  genügende  Bedingung 
für  die  Collinearität  zweier  Reihen  ai..,am  und  a\...ami  dass  die  Gleich- 
ungen 15)  stattfinden,  in  welchen  auf  der  linken  Seite  eine  Function  der 
a^.,,amy  auf  der  rechten  dieselbe  Function  der  a | . . •  a'm  steht.  Wie  aus 
diesen  gebrochenen  absoluten  Invarianten  relativ  invariante  ganze  Functionen 
der  Coefficienten  abgeleitet  werden,  ist  in  Bd.  XXII  gezeigt  worden. 

Die  Gleichungen  15)  werden  nicht  alle  voneinander  unabhängig  sein. 
Da  aus  den  Gleichungen  3^)  bis  3„)  durch  Elimination  der  or^y  eine  Anzahl 
=  111  — nn  Gleichungen  erbalten  werden  und  diese  die  Collineationsbeding- 
ungen  (in  anderer  Form)  für  die  beiden  Reihen  a^.,,am  und  5^ . . . 5ni  dar- 
stellen ,  so  muss  auch  die  Zahl  der  auf  obige  Weise  erhaltenen  voneinander 
unabhängigen  Gleichungen  =m  —  nn  sein. 

Der  Satz  kann  auf  ein  System  von  mehreren  Functionen  ausgedehnt 
werden.  Jedoch  müssen  hinsichtlich  der  Auflösbarkeit  der  den  Gleichungen 
3|)  bis  3in)  entsprechenden  Gleichungen  ähnliche  Bedingungen  stattfinden, 
wie  in  dem  hier  behandelten  Falle  einer  Function.  Dies  ist  u.  A.  dann  der 
Fall,  wenn  das  System  wenigstens  eine  Function  enthält,  für  welche,  wenn 
sie  allein  transformirt  werden  sollte,  die  obigem  Beweise  zu  Grunde  liegen- 
den Voraussetzungen  gelten,  weil  dann  der  Beweis  ohne  Weiteres  auch  auf 
das  System  anwendbar  ist. 

Die  bei  dem  Beweise  ausgeschlossenen  besonderen  Fälle  sind  nicht 
nothwendig  auch  sämmtlich  von  dem  Satze  auszuschliessen.  Bei  stetiger 
Annäherung  an  einen  besondem  Fall  bleibt  der  Satz  giltig,  und  wenn  hierbei 
die  zu  bestimmenden  Substitutionscoefficienten  nicht  unendlich  gross  werden^ 
so  gilt  der  Satz  auch  in  der  Grenze. 

In  Fällen,  wo  die  ursprünglichen  Transformationsgleichungen  in  Bezug 
auf  die  SubstitutionsooefiBeieiiten  nur  unter  beaoTid^t^TL  ^^^vcii^gs^xi^^T^  ^s^* 
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a^^^»^"*'       ■— — 


80    dass    die  Richtung    der   x^-Axe   mit    derjenigen  von  l  überemsümii^^ 
2)  geht  durch  diese  Substitution  über  in 


WO 


^1  =        ^       <^ik  A,' Afc,       6g,  =  Xi  <^ik  f*if**,       633  =^  «1*  ViVkf 
(»,Ar  =  1,2,8)  (JTT)  (H) 


^83  = 


(u^  (tT)  AT) 

gesetzt  ist.  Die  weiteren  Entwickelungen  vereinfachen  sich  wesentlich , 
die  neun  Bichtungscosinus  noch  einer  Bedingung  unterworfen  werden,  'vr 
gestattet  ist,  da  wohl  die  x^-Axe  durch  A^,  A,,  A3  bestimmt,  dagegen  ^xe 
Lage  der  x^-  (oder  x^-)  Axe  in  der  x, 0:3 -Ebene  noch  willkürlich  gebliel>^ii 
ist,  indem  sich  bekanntlich  die  neun  Richtungscosinus  als  Functionen  drei. ^ 
unabhängigen  Winkel  ausdrücken  lassen.     Die  Bedingung  laute: 

623  =  0. 

Aus  der  so  transformirten  Gleichung  des  Ellipsoids  wird  diejenige  c^Be 
ellipsoidischen  Schnittes  erhalten ,  wenn  an  Stelle  von  x^  die  Normale  {  s^visl 
stituirt  wird,  wobei  nach  einem  Satze  der  analytischen  Oeometrie 

3)  Z=2^«M 

i  =  l,/,3 

unter  (a, ,  a^y  a^  den  angezogenen  Punkt  verst-anden.     Mithin  ergiebt 
als  Gleichung  des  ellipsoidischen  Querschnittes: 

&22^2'+^S3^3*+2Z^2ir2  +  2?6,3*3  +  ^?-^=0 


oder 


Demnach  ist: 

oder  mit  Benutzung  der  bekannten  Relation: 

^1  ^23*  +  ^22^31*  +  ^33^2^=  ^11  ^22^33  —  ^» 

WO  4d  die  Determinante  der  quadratischen  Form  q)  bezeichnet, 

j/622^33    ^  ^«^M>' 

und  dabei  ist: 

1,2,3  1^ 

^22^33=^  {(^u(^kk  —  aik^)h^  +  2^  [aHkaik  —  akiakk)hh     (Ä^t^^*)» 

^  =  «11  «22  »83  +  2  «12  «23  «31  —  «11  ^3*  —  «22^1*  —  «33  «12*- 


Betrachtet  man  parallel  zu  dem  ellipsoidischen  Schnitte  von  den 


<«  «len 


jsöglicben  Tangentialebenen  an  das  EUipsoid   die  demselben  am  nÄcl^^ 


XIX. 

Bestimmung  der  Fotentialfanction  eines  homogenen 

Ellipsoids. 

Von 

Dr.  Jahnke. 


Nachdem  schon  die  Herren  Weingarten*  und  Scheibner*  die  Theorie 
des  Fourier*8chen  Doppelintegrals  angewandt  hatten,  um  die  Laplace- 
Poisson'sche  Differentialgleichung  resp.  für  die  Massen-  und  FlRchenpoten- 
tial Functionen  herzuleiten,  hat  Roch*  mit  Benutzung  derselben  Theorie  und 
unter  Voraussetzung  jener  Differentialgleichung  für  die  Potentialfunction 
eines  Körpers  folgenden  Ausdruck  aufgestellt: 


1)  7=^fJ'M{x)d6, 


WO  M{x)  die  Schwere  der  zur  x-Axe  normalen  und  durch  den  angezogenen 
Punkt  gelegten  Ebene  bezeichnet  und  die  x-  Linie  durch  die  Winkel  ^  und 
^  bestimmt  ist,  wenn 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Normalen  sämmtlich  nach  einer  Seite  zu 
ziehen  sind,  womit  zusammenhangt,  dass  in  Vi  die  Grenzen  der  Integration 
0  und  n  sind,  während  in  F«  der  Kegel,  welchen  die  Normalen  der  vom 
angezogenen  Punkt  an  den  Körper  gelegten  Tangentialebenen  bilden,  die 
Werthe  von  t/;  und  •&  angiebt,  innerhalb  deren  die  M  endlich  sind. 

Im  Folgenden  soll  Roch's  Ausdruck  zur  Berechnung  der  Potential- 
function eines  homogenen  Ellipsoids  angewendet  werden.  Dabei  werde  die 
Dichtigkeit  der  Einheit  gleich  gewählt.  Die  zu  einem  Querschnitt  des  El- 
lipsoids 

2)  <p=     ^    aiklih=^^  {aik  =  ciki) 

gehörige  Normale  l  habe  die  Richtungscosinus  Xj,  it^i  h'  ^^^^^  <^®™  ^™ 
Räume  festen  Coordinatensjstem  (£i,  1^,  I3)  werde  ein  zweites  {x^^x^^x^) 
eingeführt,. das  mit  jenem  durch  die  Beziehungen  verbunden  ist: 

&«i<«i  +  ^<«i  +  v<«3  ($=  1,2,3), 

•  CreUe*t  Jom 
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und  dieses  Doppelintegral  verwandelt  sich  einer  Jacobi 'sehen  Formel  sn- 
folge  in  ^ 

0 
wo 

gesetzt  ist.  Infolge  des  zwischen  den  c  und  d  bestehenden  Zusammen- 
hanges wird  

7)  D^^Js^  +  ^s^^Ckk  +  ^sy^j'kh  +  ^A 

wenn  /f  die  Determinante  der  quadratischen  Form  n*  und  //kk  deren  zu  Ckk 
gehörige  Unterdeterminante  bezeichnet,  und  bei  Rücksicht  auf  die  Bedeu- 
tung der  Grössen  c: 

wo  /Ikh  analoge  Bedeutung  wie  /fhk  besitzt,  nämlich 

^AA  =  a,  •  ajfcifc  —  an?  (*  ^  »  ^  ^)- 

Die  übrigen  in  5)  enthaltenen  Doppelintegrale  lassen  sich  durch  par- 
tielle DifiPerentiation  von  5'*')  reduciren.     Der  Coefficient  von  ok^  ist: 


OD  OD 


0    0  0  0 

wo 

dB 
I>hh  =  ^ =  ^s^  +  s{Jii  +  Jkk)  +  ahh 

OChh 

gesetzt  ist ,  und  der  Coefficient  von  2  oa  a  <  (A  ^  t)  ist : 

*     *  OD 

r  r^hhda       ri 

ff       ff       ^:=  —  iw.    i      — 


wo 


0    0 

0 

—  s/lhi  +  aki 

gesetzt  ist.     Hiernach  nimmt  die  Potentialfunction  des  EUipsoids  in  Bezug 
auf  einen  inneren  Punkt  die  Gestalt  an: 

OD 

8)  v^^nCa^s)^^ 

b 

wo 

1,2.3 


G{s)  =  l-^yiauaiDki 
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ist;*  und  dieser  Ausdruck  gilt  für  eine  beliebige  Richtung  der  Co- 
ordinatenaxen,  wenn  nur  der  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  gewählt  wird.** 
Der  Fall  eines  äusseren  Punktes  lässt  sich  durch  einen  einfachen  Oe- 
danken  auf  den  eben  behandelten  zurückführen.     Es  ist  nämlich 

Da  also  die  Potentialfunction  —  wenn  den  hier  auftretenden  Wurzel- 
fl^rössen  das  positive  Zeichen  beigelegt  wird  —  positiv  sein  muss,  so  ist 
F«,  wie  man  auch  sagen  kann,  gleich  dem  positiven  Theil  von 


0     0 


0     0 

oder  von  ^ 

0 
Dieses  Integral  ist  aber  nur  so  lange  positiv,  als  G(s)  positiv  bleibt.   Wird 
daher   die  positive  Wurzel  von 


1^""' 


Bh 


i 


mit  a  bezeichnet,  so  wird  o^ 

9)  Va  =  nrG{s)~ 

6 

Dasselbe  Verfiahren  lässt  sich  noch  in  anderen  Fällen ,  wie  beim  Kreis- 
ringe und  anderen  Rotationskörpern  mit  Erfolg  einschlagen,  wie  ich  bei 
einer  nächsten  Gelegenheit  zu  zeigen  gedenke. 

Schlussbemerkung.  Die  Formel  5)  —  welche  u.  a.  die  Potential- 
fanction  des  homogenen  Ellipsoids  für  den  Fall  eines  inneren  Punktes  als 
ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  der  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes  darstellt,  wobei  die  Coefficienten  Doppelintegrale  sind  —  kann  auch 
benatzt  werden ,  um  Eigenschaften  der  Anziehungskräfte  inhomogener  EUip- 
soide  zu  erkennen. 

*  Die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ist  zolässig,  denn  einmal 
«teilt  der  Ausdruck  unter  demselben  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  eine  stetige 
Fanction  von  8  dar,  da  er  unstetig  nur  für  die  Wurzeln  von  D  =  0  werden  könnte, 
welche  aber  negativ  sind;  andererseits  ist  er  für  einen  bestimmten  Werth  von  8 
auch  stetig  in  Bezug  auf  den  Parameter  Chh  resp.  cm  ,  wie  man  sich  leicht  fiber- 
seagt. 

**  Vergl.  Hertens,  Bestimmung  des  Potentials  eines  homofp^ 
Grelle*«  J.  Bd.  70. 
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N&mlioh  bei  der  Herleitnng  von  5)  ist  allerdings  die  Dichtigkeit  gleidi 
Eins  angenommen  worden;  die  Entwickelong  bleibt  jedoch  genau  dieedbt^ 
wenn  ein  Ellipsoid  mit  beliebiger  Massenvertheilong  gewfthlt  wird;  nur  ist 
dann  A;iKf  an  Stelle  von  M  zu  setzen,  wo  Tc  den  mittleren  Werih  der  auf 
einem  Querschnitte  herrschenden  Dichtigkeit  bezeichnet. 

Nehmen  wir  nun  etwa 

WO  die  analytische  Function  /'nur  von  dem  Verhältniss  —  abhftngt,  so  stellt 

fi 

sich  die  Potentialfunction  des  auf  seine  Hauptaxen  bezogenen  Ellipsoids  dar 
in  der  Form: 

oder,  wenn  die  Jacobi'sche  Substitution  wieder  angewendet  wird: 


7=jJn,P-^f,{l^)da, 


wo 

/•.(',)  =  A',)(l-i.*) 

gesetzt  ist.    Dabei  bleiben  die  Integrationsgrenzen  dieselben  wie  oben. 

Für  p  =  2  behält  der  Ausdruck  von  V  den  gleichen  Werth  bei  allen 
EUipsoiden,  die  in  den  Grössen  a^j/o^  (v=  1,  2,  3)  übereinstimmen. 

Denken  wir  uns  also  ein  Ellipsoid  aus  unendlich  dünnen  ellipsoidischen 
Schalen  bestehend  und  diese  von  EUipsoiden  begrenzt,  welche  dem  gegebe- 
nen ähnlich   sind  und   zu   ihm  ähnlich  liegen,  und  denken  wir  uns  femer 
die  Dichtigkeit  so  vertheilt,  dass  ihr  mittlerer  Werth  in  den  dieselbe  Schale 
berührenden  Querschnitten   n~^  proportional,   d.  h.  dem  Quadrate  des  zu- 
gehörigen Radius  vectors  der  Fusspunktenfläche  umgekehrt  proportional  ist, 
so  besteht  der  Satz:  Ein  solches  Ellipsoid  übt  auf  einen  inneren  oder  äus- 
seren Punkt  dieselbe  Anziehung  aus  wie  ein  ähnliches  und  ähnlich  liegendes 
Ellipsoid,   dessen  Dichtigkeit   demselben  Gesetz  unterworfen  ist,    auf  d< 
correspondirenden   Punkt   (im   Ivorj'schen   Sinne).      Für  den   Fäll   einei 
Kugel,  wo  n^=r^  lautet  der  Satz  einfacher  so:  Eine  Kugel,  in  welcher  die 
Dichtigkeit  derart  vertheilt  ist,  dass  ihr  Mittelwerth  in  allen  Querschnitten 
welche  Tangentialebenen  an  dieselbe  (zur  gegebenen  Kugel  concentrische^ 
Kugelschale  bilden,   der  gleiche  ist,  übt  dieselbe  Anziehung  aus  wie  ein«^ 
concentrische  Kugel  mit  der  gleichen  Massenvertheilung  auf  den  correspon. 
direnden  Punkt.     Wird  |)  =  — 1   gewählt,   so  verhalten  sich  die  auf  zw< 
correspondirende  innere  oder  äussere  Punkte  bezogenen  Potentialfimction< 
der  beiden  oben  genannten  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoide,  w» 
die    Massen    der    mit    derselben    constanten   Dichtigkeit   erfüllt   gedachte^^  - 
Körper. 
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Für 

Jc=^n-P  (P  =  0,  1,  ...) 

Iftsst  sieb   die  auf  einen  beliebigen  Punkt  bezogene  Potential  Function  noch 
als  einfaches  elliptisches  Integral,  und  für 

sowie  für 

Jc^n^P+^  (p  =  l,  ...) 

in  endlicher  Form  darstellen ,  wie  man  leicht  unter  Benutzung  der  auf  das 
Doppelintegral  bezüglichen  Jacobi*schen*  Formeln  erkennt. 

♦  Jacobi,  1.  c. 


X«ll»  xxxiv.  ^  "^^ 


XX. 
Ueber  Kreisfusspiinktourven. 

Von 

Dr.  Otto  Richter 

in  Leipsig. 


Hierzu  Taf.  X. 


Gegeben  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  üf ,  und  in  ihm  ein  Durch- 
messer A^Ä2»  Fällt  man  von  irgend  einem  auf  dem  Radius  MA^  (bez. 
dessen  Verlängerung  über  A2  hinaus)  gelegenen  Punkte  N  Lothe  auf  alle 
Tangenten  des  Kreises,  so  bilden  die  Fusspunkte  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung („PascaTsche  Schnecke"),  welche  ich  im  Folgenden  Kreisfusspunkt- 
curve  der  ersten,  zweiten,  dritten  Art  nenne,  je  nachdem  MN<^^  =,  ^MA^ 
ist.  Die  Kreisfusspunkt curve  zweiter  Art  ist  also  die  Cardioide  (mit  Spitze 
in  N),  Jenen  Kreis  nenne  ich  den  erzeugenden  Kreis  der  Curve;  der 
Radius  desselben  sei  mit  r,  die  Entfernung  des  Poles  oder  Doppelpunktes  N 
vom  Mittelpunkte  M  mit  e  bezeichnet:  r  =  MAj  =  MA^^  e^MN,  Bei 
den  Curven  erster  Art*  ist  N  isolirter  Doppelpunkt;  diese  Curven  sind 
ganz  convex   oder  mit  einer  hohlen  Einbiegung   (und   also   dann  mit  zwei 

T  T 

reellen  Wendepunkten)  versehen,  je  nachdem  c<  oder  ^ij  ist;  fttr  c  =  -s" 

ergiebt  sich  eine  Curve  mit  Flachpunkt  ( Hjperosculationspunkt  mit  unend- 
lich grossem  Krümmungsradius).  —  Bekanntlich  ist  jede  solche  Curve  in 
zweierlei  Hinsicht  RoUcurve  (Epicykloide  und  Hypocjkloide);  auch  kann  sie 
dadurch  erzeugt  werden,  dass  man  von  N  aus  alle  Strahlen  UU  nach  der 
Peripherie  des  über  NM  als  Durchmesser  errichteten  Kreises  zieht  und  von 
ü  aus  auf  NU  eine  constante  Strecke  (r  =  MA^  =  MA^  =  ÜP^ ,  Fig.  2)  abträgt 
Es  werde  aber  hier  gleich  noch  eine  (ebenfalls  nicht  neue)  Erzeugungs weise, 
des  Folgenden  wegen ,  erwähnt  (Fig.  1  a).  Sind  C, ,  Cj  die  Mitten  von  NA^ , 
NA^^  0  die  Mitte  von  NM^  und  wird  der  Kreis  um  0  gezeichnet,  welcher 
durch  C, ,  Cj  geht;  ist  ferner  P,  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  schneidet 
N Py^  den  vorhin  genannten  Kreis,  welcher  ^Jlf  zum  Durchmesser  hat,  in  (7; 
wird  in  dem  Kreise,  wovon  ein  Durchmesser  C, (7^  ist,  der  Radius  OJ^NP^ 

*  Die  Figuren  sind  für  Curven  erster  Art  entworfen,  mit  AusDuhme  der 
Fig.  öc. 
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gezogen,  in  J  die  Tangente  gelegt  und  diese  mit  ^P^  zum  Schnitte  (ß) 
gebracht;  ist  endlich  MK  das  Loth  von  M  auf  jene  Tangente,  so  folgt  aus 
der  UnVeränderlichkeit  der  Länge  t^P,  {=MA^=^^A^A^^C^C^  —  2'0J 
=  iV^G  +  MB==  NG  +  UG)  sofort  iV^ff  =  ÖPj ,  mithin  JP^  =  JN  (so  dass 

also    der  Kreis   um  /  durch  P^   auch  durch  N  gehen  muss,   wobei  für  den 

OJ      r 
Kreis  0,  auf  welchem  J  liegt,  das  Verhältniss  1^77;  =  —  ist).     Also  hat  man 

den  Satz: 

a)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  (/)  auf  einem  gegebenen  Kreise 
(Durchmesser  C^C^)  liegen  und  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  (A^) 
geben,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  ein,  deren  Doppelpunkt  iV,  und 
'welcbe  von  der  ersten ,  zweiten ,  dritten  Art  ist ;  je  nachdem  N  in ,  auf  dem 
Kreise  oder  ausserhalb  desselben  gelegen  ist. 

Diese  Kreise  kann  man  als  doppelt  berührende  bezeichnen,  inso- 
fern man  den  Durchgang  durch  den  Doppelpunkt  als  Berührung  auffassen 
darf.  Ist  P  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  N^  C|,  C^  (A^,  P  einander 
zugeordnet),  und  schneidet  PJ  die  durch  Äi  und  N  parallel  C^J  gezogenen 
Geraden  (oder,  was  dasselbe  ist,  die  Parallelen  zu  C\J  durch  N,  A2)  in  F,, 
•^19  ^^  gehören  diese  beiden  Punkte  bez.  den  durch  iV,  Ä^  und  N^  A^  gehen- 
den Kreisen  an,  deren  Mittelpunkte  C],  C^  sind;  überdies  liegen  sie  auf 
dem  Kreise  J  selbst,  und  die  Radien  der  Kreise  J,  C7,  oder  J,  C^  verhalten 

sich   ebenso  zu   einander,   wie   die  Entfernungen  ihrer  Mittelpunkte  von  P, 

JP  OJ      e 

d.  h.  der  Quotient  -=ri  ist  constant,  und  zwar  =——  =  —  •     Hieraus  folfft: 

PJ  PO     r  ° 

h)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  für  welche  das  Verhältniss  des  Radius  zum  Abstände  des  Mittelpunktes 
von  einem  gegebenen  Punkte  constant,  und  zwar  ebenso  gross  wie  das  Ver- 
hältniss des  Radius  des  gegebeneu  Kreises  zum  Abstände  seines  Mittelpunktes 
vom  gegebenen  Punkte  ist,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  erster,  zweiter, 


dritter  Art  ein ,  je  nachdem  jenes  Verhältniss  ^^  1  ist. 

Man   beweist  femer  (Fig.  Ib),  dass,   wenn  J'  ein  Punkt   des  Kreises 
NM  ist,    F\^  F\  die   Schnittpunkte   von  NJ'  mit   den  Kreisen   (7,,  Cg; 
P'p  P'^  die  Schnitte  des  Kreises  um  J'  durch  F\,  P'j  mit  der  Parallelen 
itt  C|P',  und  CjP'2  ^urch  P,  dann  P\  und  P\  Punkte  der  Kreisfusspunkt- 
curve sind,  und  zwar  der  Kreis  7'  dieselbe  in  ihnen  berührt.     Dabei  ist 

auch  das  Verhältniss     ^^  ,/    constant,  und  zwar  =  — •     Also: 

NJ  e 

c)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  für  welche  das  Verhältniss  des  Radius  zum  Abstände  des  Mittelpunktes 
▼on  einem  auf  dem  gegebenen  Kreise  liegenden  gegebenen  Punkte  constant 
^t,  btUlen  eine  Kreisfusspunktcurve  erster,  zweiter,  dritter  Art  ein,  je  nach- 
dem dieses  Vsrhältniss  ^1  ist. 
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V,-'^«^,  -^ 


Die  Normale  der  Curve  in  einem  Punkte  P^  geht  durch  die  Mitte  von 
NQ^^  wenn  Q^  denjenigen  Punkt  des  erzeugenden  Kreises  bedeutet,  dessen 
Tangente  den  Punkt  P,  liefert  (NP^\MQ^  J^P^Q^.  Qi  mag  der  erzeu- 
gende Punkt  von  P^  heissen. 

Die  Punkte  P  und  N  sind  Brennpunkte  der  Kreisfusspunktlinie, 
und  zwar  N  bekanntlich  ein  Doppelbrennpunkt. 

Mit  Bezug  auf  jeden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  N  ist,  ist  der  Curve 
ein  Kegelschnitt  kreisverwandt  (Fig.  2).  Die  Kegelschnitte  sind  bez. 
Ellipsen,  Parabeln,  Hyperbeln  bei  den  Curven  erster,  zweiter,  dritter  Art. 
Unter  ihnen  ist  jedesmal  einer  besonders  ausgezeichnet,  nämlich  derjenige, 
wovon  der  eine  Brennpunkt  mit  /V  zusammenfällt  und  die  zugehörige  Leit- 
linie das  Mittelloth  von  y4^y4^  (in  M)  ist.  Der  Grundkreis  dieser  Kreis- 
verwandtschaft hat  offenbar  NM  als  Radius.  Bezeichnet  man  den  andern 
Brennpunkt  des  ausgezeichneten  Kegelschnittes  mit  K,  seinen  Mittelpunkt 
mit  M,  so  entsprechen  den  Punkten  N,  M  vermöge  der  Kreisverwandtschaft 
zwei  Punkte  P,  P,  welche  derart  liegen,  dass  (),  A',  -4j,  A.^  harmonische 
Punkte  sind  ((),  iV  einander  zugeordnet),  und  P  die  Mitte  von  NQ  ist, 
wobei  dieser  Punkt  P  mit  dem  auf  S.  338  und  339  genannten  identisch 
ist,  und  die  Beziehung  P.4^,P/1^=  PN  besteht.  Den  Hauptscheiteln  A^,  A^ 
des  in  Rede  stehenden  Kegelschnittes  entsprechen  die  Punkte  ^,,  iig»  ^^^ 
Nebenscheiteln  B, ,  B^  aber  zwei  Punkte  Pj ,  P^  der  Curve,  welche  (ausser- 
halb  der  Axe  A^A^  gelegene)   Hjperosculatiouspunkte  sein  müssen. 

Durch  Uebertragung  einfacher  Kegelschnitts^atze  vermittelst  der  Kreis- 
verwandtschaft ergiebt  sich  Folgendes: 

1.  Es  giebt  eine  Schaar  von  Kreisen,  von  welchen  jeder  die  Kreis- 
fusspunktcurve  in  zwei  Punkten  P^^  P^  berührt;  dies  sind  die  Kreise  J' 
(Fig.  Ib),  welche  im  Satze  c)  S.  339  erwähnt  sind  [sie  entsprechen 
den  Berührungskreisen  des  Kegelschnittes,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
Nebenaxe  desselben  liegen.*  Die  Kreise  J  (Fig.  la),  Satz  a)  und  h) 
S.  338  und  339,  entsprechen  den  Tangenten  des  Kegelschnittes]; 

2.  solche  zwei  Punkte  Pj,  Pg  liegen  mit  P  in  gerader  Linie  (hierzu 
und  zu  Folgendem  vergl.  Fig.  3),** 


*  Des  Spüteren  wegen  sei  bemerkt,  dass  ein  solcher  Berührkreis  eines 
Kegelschnittes  eine  Hanptscheiteitangente  in  demjenigen  Punkte  schneidet, 
welcher  mit  dem  zugehörigen  Brennpunkte  und  dem  Kreiscentrum  in  gerader  Linie 
liegt,  was  zuerst  Quetelet  bemerkt  hat  (Nouv.  M(5m.  de  TAcad.  de  Hruxelles, 
t.  V,  pag  25).  üebrigens  liegen  die  Berührpunkte  selbst  auf  der  Parallelen  zur 
Hauptaxe  durch  denjenigen  Punkt,  in  welchem  die  zum  genannten  Brennpunkte^ 
gehörige  Leitlinie  des  Kegelschnittes  von  der  eben  erwähnten  geraden  Linie  ge 
schnitten  wird. 

♦*  Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  die  Tangenten  von  P  an  die  Curve  dieselbe 
gerade  in  den  Hyperoscalationspunkten  berühren. 
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3.  werden  auch  ausgeschnitten  von  einem  Kreise,  welcher  die  Axe 
Ä^A^  in  N  berührt,  und 

4.  von  einem  durch  A^^  A^  gehenden  Kreise. 

Durch  einfache  Betrachtungen  folgt  hieraus  weiter,  dass,  wie  schon 
erwähnt, 

5.  die  Mittelpunkte  B  (in  Fig.  1  b  J'  genannt)  jener  Berührkreise 
auf  dem  über  NM  als  Durchmesser  errichteten  Kreise  liegen,  dass 

6.  die  Verbindungslinie  der  beiden  erzeugenden  Punkte  von  Pj,  l\^ 
nämlich  ()j,  ()^,  stets  durch  den  Punkt  N  läuft,  weiter 

7.  deren  Leitstrahlen  von  N  aus,  NQiy  N Qt  unter  entgegengesetzt 
gleichen  Winkeln  gegen  die  Axe  Ay^A^  der  Curve  geneigt  sind,  und 

8.  der  durch  N  gehende  Durchmesser  A\  Äig  eines  Berührkreises 
derart  beschaffen  ist,  ^2k%^  A^A y\A^Ä ^\MB  ist,  überdies  A\AWQyQ^ 
und  NL X.QiQ<ii  wenn  X  der  Schnitt  von  QxQ%  niit  P^P^  ist,  und  also 
PL^=PN.  Insbesondere  hat  man  aber  den  Secantensatz  PP^.PP^ 
=  const.  =  PA^,PA^=  PN  (auf  diesen  Satz  hat  wohl  zuerst  Chasles 
aufmerksam  gemacht).'"     Hiernach  und  wegen  5  hat  man  den  Satz: 

Berühren  sich  zwei  Kreise  Jf , ,  ^2  ^^  ^j  ^^  hüllen  alle 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf^i  liegen,  und  welche  jfg^^^^^* 
winklig  schneiden,- eine  Kreisfusspunktcurve  ein;  dieselbe  ist 
von  der  ersten  oder  dritten  Art,  je  nachdem  ^2  ausserhalb 
oder  innerhalb  j?,  liegt;  N  ist  ihr  Doppelpunkt. 

Der  durch  Zusammenfassung  von  1,  5,  8  entstehende  Satz  ist  aber 
nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren,  für  alle  Fasspunktearven 
giltigen  Satzes,  welchen  ich  bereits  vor  langer  Zeit  gefunden  habe,  ohne 
in  der  Literatur  eine  Spur  davon  zu  entdecken,  ausgenommen  eine  neuer- 
diugs  erschienene  Arbeit  von  H.  G.  L.  Schotten,*  wo  sich  eine  Andeutung, 
sowie  der  (freilich  analytische)  Beweis  für  den  speciellen  Fall  der  Car- 
dioide  findet.  Es  wäre  aber  seltsam,  wenn  jener  an  und  für  sich 
sehr  einfache  Satz  so  lange  sollte  verborgen  geblieben  sein.  Jedenfalls 
dürfte  der  hier  gegebene  Beweis,  vielleicht  auch  die  Fassung  des  Satzes 
neu  sein,  um  den  Satz  bequem  aussprechen  zu  können ,  schicke  ich  einige 
Bemerkungen  voraus. 

Es  sei  eine  beliebige  Curve  6  gegeben.  Die  Fusspunktcurve  derselben 
mit  Bezug  auf  einen  beliebigen,  aber  fest  gewählten  Pol  C  bezeichne  ich 
mit  2?;»)  diejenige  Curve  aber,  welche  entsteht,  wenn  man  von  C  aus  nicht 

unter    rechtem,     sondern    einem    beliebigen    constanten    Winkel    ij; 


•  Daher  ist  die  Entfemong  der  Hjperosculationcpunkte  (P, ,  ^t»  Fig.  2)  von 
P  gleich  PN 

*«  Wigsenschaftl.  Beilage  som  ^  ''«n«  etc.  zu  Hersfeld 

1887:  „Ueber  Fus8pankteonreo% 
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Strahlen  nach  den  Tangenten  von  (S  zieht,  mit  %^.*  Dabei  kann  man 
voraussetzen ,  dass  unter  allen  Umständen  die  Bedingung  0  <%f<n  erfUlt 
sei,  weil  offenbar  ^n+tp  mit  ^^p  identisch  ist. 

Sind  weiter  @q,  (Sf  zwei  einander  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Cor- 
ven,  C  ihr  äusserer  Aehnlichkeitspunkt,  und  wird  die  kleinere  Carre  S* 
aus  ihrer  Lage  um  C  soweit  gedreht,  bis  der  cos  des  Winkels  zweier 

entsprechender  Strahlen  jp',  jp^  der  Curven  6',  (£o  gleich  —  ist, 

und  wird  in  dieser  Lage  6' mit  6  bezeichnet,  so  soll  gesagt  werden,  dass 
sich  die  Curven  6^  ^^^  ^   ^^  gedreht-ähnlicher  Lage  befinden;  ge* 
nauer,  wenn  der  Winkel  zweier  entsprechender  Strahlen  (z.  B.  von  jp  gegei» 
Po)   9   genannt,  und  entsprechend  (S  durch   iStp  ersetzt  wird:**   dass  sie^ 
die   Curve  @y  in  gedreht -ähnlicher  Lage  gegen  So  mit  Bezug  auf  q> 
Drehungswinkel  und   C  als   Aehnlichkeitspunkt  befindet.      Betrachtet 
alle  Curven  6^^  (entsprechend   den  verschiedenen  Werthen  von  9),  so  sm^ 
dieses  Curvensjstem   ein  System   von  Curven  in  gedreht-ähnliche  ^ 
Lage  heissen.     Dabei  liegen  entsprechende  Punkte  der  Curven  i^^,  welcb^B^ 
einem  Punkte  Pq  von  Sq  entsprechen,  jedesmal  auf  einem  Kreise  durch  ^^i 

und  zwar  dem  Kreise,   wovon  ein  Durchmesser  P^C  ist.     Dem  Winkel         9 

TT  3re 

muss  man  dabei  die  Spielräume  von  0  bis  -^  und  von    -^  bis  2^^  gebe   ^^a» 

Falls  @o  sich  nicht  ins  Unendliche  erstreckt,  ist  S«  oder  (Ssk  identisch 

dem  Punkte  C;  ausserdem  ist  €2/1-9  =  €-9*     ^^  °^^  festgesetzt  werd< 

dass  g>  nur  von  0  bis  -^   variiren  soll,   dagegen  fUr  einen  Winkel  9  zi 

sehen  ^n  und  29r,  welcher  =27c~(p  ist,  S<p' =  €2» — 9  durch  S.^  ersot "Czi 
werden  soll. 

Der  in  Rede  stehende  allgemeine  Satz  lautet  dann  so: 

Die    Pusspunktcurve   ^^    irgend    einer    gegebenen    Gran  d- 

T 
curve   Qq  mit  Bezug   auf  einen   gegebenen   Pol  N  ist  zugleich 

§if         mit  Bezug  auf  Q^  als  Grundcurve,   welche  sich  gegen     €0 

in  Bezug  auf  N  als  Aehnlichkeitspunkt  und  q>  als  DrehwinK^^ 
in  gedreht-ähnlicher  Lage  befindet.  Die  Pusspunktcurve  wi.  '^^ 
dabei  von  der  Schaar  der  Curven  ^^  eingehüllt,  während  ^^' 
dererseits  jede  Schaar  entsprechender  Tangenten  der  (einaÄ^®' 
ähnlichen)  Curven  iStp  einen  Punkt  der  Pusspunktcurve  als  ^^' 
meinsamen  Punkt  hat,   so  dass  auch  umgekehrt  jedem  Pun^^^ 

*  Die  Zweideutigkeit,  welche  entsteht  (da  man  von  N  aus  zwei  Stral:»^^'* 
unter  dem  Winkel  t^  gegen  eine  Gerade  ziehen  kann),  wird  durch  Festsets 0>^ 
eines   bestimmten  Drehungssinnes   des  Winkels,   von  der  Tangente  zum  Strtf^^^ 
gerechnet,  beseitigt.    Die  andere  Curve  ist  dann  als  ^n—^p  zu  bezeichnen. 
**  Wieder  mit  Festselzuug  eines  bestimmten  Drehungssinnes. 
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der  Fusspunktcarve    sein    Strahlbüschel    als    Schaar   entspre- 
chender Tangenten  der  einhüllenden  Cnrven  @^  zugeordnet  ist. 

So  wird  z.  B.  die  Lemniscate  von  allen  den  gleichseitigen  Hyperbeln 
eingehüllt,  deren  Mittelpunkte  mit  dem  Lemniscatenmittelpunkt  zusammen- 
fallen, und  deren  Scheitel  auf  den  Kreisen  liegen,  die  über  den  beiden 
Halbaxen  der  Lemniscate  als  Durchmessern  errichtet  sind;  und  entsprechende 
Tangenten  dieser  Hyperbeln  schneiden  sich  jedesmal  in  einem  Punkte  der 
Lemniscate. 

Einen  analytischen  Beweis  für  diesen  Satz  zu  geben,  scheint  wenig 
angemessen,  da  die  analytische  Behandlung  solcher  Aufgaben  die  inneren 
Beziehungen  der  betrachteten  geometrischen  Gebilde  eher  zu  verdunkeln  als 
aufzubellen  pflegt.     Mir  scheint  der  folgende  Beweis  am  einfachsten  zu  sein. 

Beweis.*  Man  denke  sich  drei  Kreise,  die  sich  in  einem  Punkte  N 
schneiden.  Ihre  anderen  Schnittpunkte  seien  ^,  B^  C.  Ein  Dreieck  SaS^Sci 
dessen  Ecken  5«,  ^S*^,  ^o  bez.  auf  den  drei  durch  BCy  CA^  AB  gehenden 
Kreisen  laufen,  während  die  Seiten  S^Se^  ScSa,  Sa 8t  sich  bez.  um  A ,  B,  C 
drehen,  wird  beständig  sich  selber  ähnlich  bleiben.  Die  Seiten  des  grössten 
dieser  Dreiecke  sind  parallel  den  Centralen  der  drei  Kreise;  das  kleinste 
Hlllt  mit  A'  selbst  zusammen  (Maximaldreieck  —  Nulldreieck).  Indem  man 
alle  diese  einander  ähnlichen  Dreiecke  ins  Auge  fasst  und  eine  beliebige 
Figur  ®  in  den  Lagen  der  verschiedenen  Dreiecke  betrachtet  (so  dass  @q 
zum  grössten  Dreiecke  Sa^Sb^Sj^  dieselbe  Lage  hat  wie  ®^  zum  beliebigen 
Dreieck  Sa^Sb^Sc^,  welches  um  (p  gegen  das  Maximaldreieck  5«^  fi^^S^e^  ge- 
dreht ist,  und  also  die  Figuren  (S^Sj^S^vSe^^  und  ®oSa^Sb^So^  einander 
ähnlich  sind),  so  kann  man  auch  von  einer  Bewegung  der  Figur  @  bei 
der  Drehung  des  Dreiecks  SaSbSc  reden.  Ist  z.  B.  ®  ein  Punkt  $,  so 
bewegt  sich  ^  auf  dem  Kreise,  wovon  ein  Durchmesser  N^q  ist,  so  dass 
das  System  der  Figuren  ®  stets  ein  System  in  gedreht-ähn- 
licher Lage  mit  Bezug  auf  N  als  Drehpunkt  darstellt,  und  zwar 
eine  Figur  &^  gegen  ®o  sich  mit  Bezug  auf  q>  als  Drehwinkel  in  gedreht- 
ähnlicher Lage  befindet.  Ist  ®  eine  gerade  Linie  9t,  so  wird  sich,  wenn 
wieder  die  Lage  von  91  im  grössten  Dreieck  mit  di^  bezeichnet  wird ,  91  um 
einen  festen  Punkt  D  drehen ,  welcher  als  Pusspunkt  des  Lothes  von  N  auf 
9^0  gefunden  wird,  indem  man  vom  grössten  Dreieck  Sa^Sb^Se^  ausgeht; 
oder,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Dreieck  Sa^Sb'^Se^  ausgeht,  indem 

man  von    N  aus   nach   9i<p   die  Gerade  unter  dem  Winkel  -n^q>   zieht** 

(Fig.  4).     Aus  diesen  Betrachtungen,   die  eigentlich  selbstverständlich  sind. 


*  Vergl.  hierzu  etwa  J.  Petersen,  Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung 
geometrischer  Constructionsanfgaben ,  deutsch  von  Fischer-Benson,  S.  79flgg. 

**  Die  Zweideutigkeit  ist  wieder  durch  Festsetzung  eines  bestimmten  Dreh- 
ungssinnes zu  beseitigen.  Der  Winkel  9  von&^jSftV  ffeffen^«'^»'  i.  B.,  von  letz- 
terer Geraden  nach  der  enteren  hm  "»k  Vyc^'QBQSG^^^xi^ 
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ergiebt  sich  bereits  der  zu  beweisende  Satz,  wenn  man  jetzt  nach  der  Be- 
wegung der  Tangenten  einer  Curve  6  fragt,  die  sich  mit  dem  Dreieck 
SaStSe  bewegt.  Jede  einzelne  Tangente  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt, 
und  die  verschiedenen  Lagen  einer  bestimmten  Tangente  (entsprechend  den 
verschiedenen  Lagen  des  Dreiecks  SaSbSc^  d.  i.  den  verschiedenen  Drei- 
ecken Sa^Sif^^Se^)  sind  entsprechende  Tangenten  der  verschiedenen  Lagen 
von  S  oder  der  verschiedenen  Curven  Q^, ,  wobei ,  wie  bemerkt  wurde ,  6^ 
sich  in  gedreht- ähnlicher  Lage  gegen  6'q  befindet.  Ausgehend  von  irgend 
einer  Lage  6^),  findet  man  nach  dem  vorhin  Gesagten  die  Drehpunkte  D  der 

Tangenten  von  6,  indem  man  von  N  die  Geraden  unter  dem  Winkel  ^y  —  ^p 

gegen  die  Tangenten  von  (Stp  zieht;  d.  h.  mit  früherer  Bezeichnungsweise, 
die  Drehpunkte  D  bilden   die  'fn         von   Sg),   insbesondere  {q>=^0)  auch 

die  g«  v<^^  ^  •  ^ 

2 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen.  Jede  ^q,  berührt  die  Drehpunktscurve 
(oder  Fusspunktcurve  von  So)  in  ebensovielen  Punkten ,  als  sich  Tangenten 
von  einem  gegebenen  Punkte  an  die  gegebene  Curve  6  ziehen  lassen.  Es 
ist  selbstverständlich,  dass  diese  Berührpunkte  von  vornherein  in  gewisser 
Anzahl  paarweise  conjugirt  imaginär  sein  oder  es  im  Verlaufe  der  geschil- 
derten Bewegung  werden  können.  So  werden  z.  B.  bei  einer  Kreisfusspunkt- 
curve  der  ersten  Art  die  Berührpunkte  des  Berührkreises  {J'  Fig.  Ib, 
B  Fig.  3)  von  zwei  bestimmten  Stellen  an  {B^^  B^  Fig.  2) ,  wo  sie  zusam- 
menfallen (so  dass  diese  beiden  Kreise  Hyperosculationskreise  sind, 
s.  S.  340),  conjugirt  imaginär. 

Aber  selbst  der  Satz  S.  342  ist  wiederum  nur  einem  weit  umfassen- 
deren Satze  untergeordnet.  Es  liegt  ihm  (vergl.  seinen  Beweis)  die  Betrach- 
tung einer  Curve  G  zu  Grunde,  welche  sich  von  einer  gegebenen  Curve  6"^, 
aus  derart  verändert,  dass  sie  I.  der  letzteren  beständig  ähnlich  bleibt  und 
dass  IL  jeder  ihrer  Punkte  P  denjenigen  Kreis  beschreibt,  dessen  Durch- 
messer N Pq  ist,  wenn  unter  P^  der  dem  Punkte  P  von  C^  entsprechende 
Punkt  von  S^  verstanden  wird.  Der  Satz  sagt  alsdann  aus,  dass  die 
Gebilde,  welche  die  sämmtlichen  Schaaren  entsprechender 
Tangenten  der  Curven  6  hervorbringen  (nämlich  die  Schnittpunkte 
der  Tangenten),  dieselbe  Curve  erzeugen,  wie  die  Curvenschaar 
ß  selbst.  Dies  ist  die  Form  des  Satzes  S.  343,  in  welcher  er  sich  ver- 
allgemeinern lässt.  Da  eine  nähere  Erörterung  dieses  umfassenderen 
Satzes,  welcher  der  bequemen  Anführung  wegen  der  Satz  (91)  genannt 
werden  möge,  nicht  hierher  gehört,  so  möge  er  blos  durch  einige  Beispiele 
erläutert    werden,    welche   sich   auf  die   Kegelschnitte   und   Kreisfusspunkt- 


haben,  wie  der  Winkel  <p  von  fR(p  gegen  9¥ot  derselbe  von  9^0  nach  dicp  hin  ge- 
rechnet. Dann  ist  bei  demselben  Drehungssinne  der  oben  genannte  Winkel  -^—9 
von  fRf  gegen  ND  zu  rechnen. 
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curven  bezieben.  Vorber  sei  nocb  bemerkt  ^  dass  die  in  Rede  siebende  Ver- 
allgemeinerung im  Wesentlicben  auf  eine  Verallgemeinerung  des  Begriffes 
der  „gedrebt-übnlicben  Lage^  binauskommt  (S.  342),  indem  man  festsetzt, 
dass  die  Function,  welcbe  das  Verbältniss  zweier  entsprecbender  Strecken 
der  betracbteten  äbnlicben  Figuren  angiebt,  nicbt  der  cos  ibres  Winkels  zu 
sein  braucbt,  sondern  eine  beliebige  Function  sein  kann.  Zu  jedem  defi- 
nirten  System  in  „gedrebt-äbnlicber  Lage^  gebort  dann  eine  bestimmte 
Winkelfunction ,  und  umgekebrt  wird  bei  derselben  Ansgangsfigur  @q  und 
demselben  Aebnlicbkeitscentrum  C  jeder  eindeutigen  Winkel function  ein  ganz 
bestimmtes  System  6  in  gedreht -äbnlicber  Lage  entsprechen.  In  diesem 
Sinne  kann  man  z.  B.  sagen,  dass  aucb  die  Kreise  J  (Fig.  1  a)  sich  in  ge- 
dreht-ähnlicher Lage  befinden,  und  zwar  [auf  Grund  der  Sätze  ä)  und  b) 
S.  339]  sowohl  mit  Bezug  auf  ^  als  mit  Bezug  auf  P  als  Aebnlicbkeits- 
centrum, —  Es  mögen  nun  drei  Specialfälle  des  Satzes  (^)  folgen,  welche 
also  dem  Satze  S.  342  nebengeordnet  sind. 

1.  Setzt  man  an  Stelle  der  obigen  Bedingung  II  die  folgende:  dass 
jeder  Punkt  P  diejenige  Gerade  beschreibt,  welche  in  Pq  auf  NPq  senkrecht 
steht,  so  lautet  der  hieraus  sich  ergebende  Specialfall  des  Satzes  (^),  weil 
alsdann  eine  Gerade  9t  diejenige  Parabel  umhüllt,  welcbe  C  zum  Brenn- 
punkte und  9{o  2^^  Scheiteltangente  hat,  folgendermassen : 

Verändert  sich  eine  Curve  6  von  einer  gegebenen  Curve  6q 
aus  derart,  dass  sie  beständig  Qq  ähnlich  bleibt,  und  jeder 
Punkt  P  diejenige  Gerade  beschreibt,  welche  in  Pq  (dem  ent- 
sprechenden Punkte  von  6^)  auf  CPq  senkrecht  steht  (unter  C 
das  gegebene  Aebnlicbkeitscentrum  verstanden),  so  wird  die 
Einhüllungscurve  von  6  zugleich  eingehüllt  werden  von  allen 
Parabeln,  welche  6'  zum  Brennpunkte  und  die  Tangeute  von  (Sq 
zu  Scheiteltangenten  haben.  Jede  Schaar  entsprechender  Tan- 
genten der  Curven  6  hüllt  eiue  der  Parabeln  ein. 

Insbesondere,  wenn  (^q  ein  Kreis  ist  (wobei  die  6  einen  Kegelschnitt 
einhüllen,  vergl.  die  Anmerkung  S.  340): 

Jeder  Kegelschnitt  wird  eingehüllt  von  den  Parabeln, 
welche  einen  der  beiden  Brennpunkte  zum  gemeinsamen  Brenn- 
punkte, und  die  Tangenten  desjenigen  Kreises,  welcher  den 
Kegelschnitt  in  den  Hauptscheiteln  berührt,  zu  Scheiteltan- 
genten haben*    Oder,  was  genau  dasselbe  ist:  Alle  Parabeln,  welcbe 

*  Dieser  Satz  ist  ebenso,  wie  die  folgenden,  auch  leicht  direct  nachzuweisen. 
Der  Berührpunkt  einer  solchen  Parabel  mit  dem  Kegelschnitte  liogt  auf  demjeni- 
gen Strahle,  der  vom  andern  Brennpunkte  des  letzteren  aus  zur  Parabelaze  parallel 
gezogen  ist,  wenn  man  die  Parabelaze  in  dt;r  Richtung  vom  Parabel brennpunkte 
zum  Sf.heitel  rechnet.  Durch  Anwendung  der  Kreisverwandtschaft  ergiebt  sich 
aus  dem  obigen  Satze  ein  interefisanter  Sats  über  Kreisfusspunktcurven.  —  Uebrigens 
befinden  sich  aach  dl«  B^rfihrlrv  ^''«»ebohnittea«  di«  \bx^  \&^\Xl^^xl\^«^A 
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den  Doppelpunkt  einer  Kreisfasspunktcurve  zum  Brennpunkte 
und  die  Punkte  dieser  Curve  zu  Scheiteln  haben,  hüllen  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ein,  je  nachdem  die  KreisfusspunktcurTe 
von  der  ersten  oder  dritten  Art  ist. 

2.  Die  Bedingung  II  (S.  344)  möge  durch  diese  ersetzt  werden:  dass 
jeder  Punkt  P  den  durch  Pq  gehenden  zu  C  P^  symmetrisch  gelegenen  Kreis 
beschreibt,  für  welchen  das  Verhältniss  CP\\CPq=^X  einen  gegebenen 
Werth  hat  (wo  P\  seinen  andern  Schnitt  mit  CP^  bezeichnet),  so  wird  eine 
Gerade  9i  einen  Kegelschnitt  beschreiben.  Nimmt  man  gleichzeitig  für  @q 
einen  Kreis,  welchem  dasselbe  Verhältniss  X  zukommt  (so  dass,  wenn  die 
Enden  seines  durch  C  gehenden  Durchmessers  P^^  F'q  sind,  CP'qI  CPq^=1 
ist),  so  wird  derselbe  (oder  die  Kreisschaar  (S)  eine  Kreisfusspunktcurve* 
einhüllen.     Daher  hat  man  auf  Grund  des  Satzes  (^)  (yergl.  Fig.  la): 

Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  den  Kegelschnitten 
eingehüllt,  welche  P  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Paare  ent- 
sprechender (paralleler)  Taugenten**  der  Kreise  C^,  C^  zu  Haupt- 
Scheiteltangenten  (oder  die  Taugenten  des  Kreises  Cj^g  zu  Nebenaxen) 
haben.  Diese  Kegelschnitte  sind  Hyperbeln  oder  Ellipsen,  je 
nachdem  die  Curve  von  der  ersten  oder  dritten  Art  ist.  Jeder 
dieser  (in  gedreht* ähnlicher  Lage  befindlichen)  Kegelschnitte  wird 
von  einem  System  entsprechender  Tangenten  der  Kreise  7  (mit 
P  als  Aehulichkeitscentrum)  eingehüllt.  Man  übersieht  sehr  leicht,  dass 
diese  Kegelschnitte  alle  durch  den  Doppelpunkt  N  laufen,  und  der 
andere  Berührpunkt  jedesmal  auf  der  Parallelen  durch  N  zur  Hauptaxe  des 
Kegelschnittes  liegt.     Man  kann  also  auch  sagen: 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt,  während  seine  Peri- 
pherie beständig  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  so  bOllt 
er  eine  Kreisfusspunktcurve  erster  oder  dritter  Art  ein,  je 
nachdem  er  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist.  Der  Brennpunkt 
ist   zugleich  Doppelpunkt  der  Eingehüllten.     Die  numerische  Ex- 

centricität  der  Kegelschnitte  ist  offenbar  gleich  —  (s.  S.  338). 

3.  Berücksichtigt  man,  dass  die  Kreise  J  sich  auch  mit  Bezug  auf  N 
als  Aehnlichkeitscentrum  in  gedreht  ähnlicher  Lage  befinden  [vergl.  Satz  a), 
S.  339] ,  so  erhält  man  genau  wie  bei  2 : 

Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  den  Kegelschnitten  ein- 
gehüllt,  welche  N  zum   Brennpunkte  und   die  Paare  entspre- 

auf  der  Nebenaze  haben^  in  gedreht -ähnlicher  Lage,  nämlich  mit  Bezug  auf  jeden 
der  imaginären  Brennpunkte. 

*  Vergl.  den  Satz  b)  S.  S39,  wobei  also  P  (Fig.  la)  das  Aehnlichkeitscentrum 
der  in  gedreht -ähnlicher  Lage  befindlichen  Kreise  J  ist. 

**  Entiprechend  mit  Bezug  auf  F  als  Aehnlichkeitspunkt. 


Von  Dr.  0.  Richter.  347 

chender  Tangenten  der  Kreise  C^,  C^*  zu  Haoptscheiteltan- 
genten  (oder  die  Tangenten  des  Kreises  NM  zu  Nebenaxen)  haben. 
Jeder  dieser  (in  gedreht -ähnlicher  Lage  befindlichen)  Kegelschnitte 
wird  von  einem  System  entsprechender  Tangenten  der  Kreise 
J  eingehüllt,  und  seine  BerOhrpunkte  liegen  auf  der  Paral- 
lelen zu  seiner  Hauptaxe  durch  P,     Oder,  was  dasselbe  ist: 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt  iV,  während  seine  Neben- 
axe  beständig  einen  durch  N  hindurchgehenden  gegebenen 
Kreis  berührt,  so  wird  er  eine  Kreisfusspunktcurve  (mit  N  als 
Doppelpunkt)  einhüllen,  welche  von  der  ersten  oder  dritten  Art 
ist,  je   nachdem   er  eine  Ellipse  oder  Hyperbel   ist.     Die  nume- 

rische  Excentricität  ist  bleich  —  • 

r 

Die  Sätze  2  und  3  können  folgendermassen  zusammengefasst  werden: 
Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  zwei  Systemen  doppelt 
berührender  Kegelschnitte  in  gedreht- ähnlicher  Lage  ein- 
gehüllt; das  eine  besteht  stets  aus  Hyperbeln,  das  andere  aus 
Ellipsen.  Das  eine  System  hat  P,  das  andere  N  als  Aehnlich- 
keitscentrum  und  gemeinsamen  Brennpunkt,  und  zwar  besteht 
das  erste  aus  Hyperbeln  oder  Ellipsen,  das  zweite  umgekehrt 
aus  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  je  nachdem  die  Curve  von  der 
ersten  oder  dritten  Art  ist.  Die  numerische  Excentricität  deS 
einen  Systems  ist  dasReciproke  von  der  des  andern.  Die  Mittel- 
punkte des  ersten  Systems  liegen  auf  einer  Kreisfusspunktcurve  dritter  oder 
erster  Art,  die  des  zweiten  auf  einer  solchen  zweiter  Ari  Unter  den  Hyper- 
beln befinden  sich  stets  zwei  zerfallende,  nämlich  die,  deren  Mittelpunkte  bei 
der  Curve  erster  Art  P,  bei  der  dritten  Art  A^  sind;  die  ersteren  bestehen 
aus  der  Axe  PN  und  einer  der  von  P  an  die  Curve  gehenden  Tangenten,  die 
letzteren,  welche  zusammenfallen,  aus  den  beiden  Doppelpnnktstangenten. 

Es  mögen  nun  die  Betrachtungen  S.  340  fortgesetzt  werden.  Ist  (Fig.  3) 
der  erzeugende  Kreis  M^  der  Doppelpunkt  A^  und  auf  dem  Kreise  NM  der 
Mittelpunkt  B  eines  Berührkreises  gegeben,  so  findet  man  die  Berührpunkte 
/*!,  r,  desselben  nach  den  Sätzen  S.340  u.  341.  Ein  ganz  anderes  Verfahren 
ergiebt  sich  aber  auf  Grund  des  Satzes  S.  342  (vergl.  namentlich  den 
Beweis  desselben) :  man  ziehe  (Fig.  3)  durch  s4\  oder  A'^  die  Parallele  zur 
Axe  und  zeichne  den  Hilfskreis,  welcher  mit  dem  Berührkreise  B  concentrisch 
ist  und  jene  Parallele  berührt  —  die  Tangenten  von  N  aus  an  diesen  Hilfg- 
kreis  werden  die  Punkte  P^y  P^  ausschneiden.** 

*  Entsprechend  natürlich  jetzt  mitBezug  auf  ^ als  A  ehnlichkeitspunkt ;  s.  Fig.  Ib. 
**  Alle  diese  Hilfskreise  hüllen  eine  Curve  ein,  welche  sowohl  zur  Axe  NM^ 
als  auch  zu  einer  drtranf  lenkrechtftD  A*-  ««mmetrisch  ist.    Im  Falle  der  Cardioide 
ist  es  eine  zweispitiige  Oy} 
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Aus  den  bereits  angeführten  Sätzen  folgt  weiter,  dass  der  Winkel  von 
00i02  gegen  die  Axe  (Fig.  3)  gleich  dem  Winkel  NQ^M^NQ^M,  ferner, 
dass,  wenn  R^  den  Fusspunkt  des  Lotbes  Yon  iV  auf  MQ^  bedeutet,  dann 
P^Q^R^NL  ein  Kreisfünfeck  ist.  Triflft  also  das  Loth  von  P,  auf  die  Axe 
die  letztere  in/S'^,  so  ist  demnach  P^Q^S^B^NL  ein  Kreissechseck,  folglich 

LS,P^L=^  LS,  Q,0  =  ^-LOiQS,=  ^^LNQ,M  =  LP,  Q^N,    anderer- 

seits  LP^S^N^LP^Q^N;  mithin  LS^PiP^  L  P^S^P,  d.h.  PP^S,  ist  ein 
gleichschenkliges  Dreieck,  also 

y>/>j  =zPSi  =  PM+  WÖl.cos L  P^NAy 
^PM+r.cosLP^NA,. 

Wird  der  andere  Punkt,  in  welchem  N P,  die  Curve  triflft,  mit  P\ 
bezeichnet,  so  hat  man  ebenso 

PP\  =  PM  +  r,cosLP\N^4, 
^^PM-^r.cosLP^NA,', 

nennt  man  also  die  Leitstrahlen  PP, ,  PP\  zweier  Curvenpunkte  P, ,  /^\, 
welche  mit  dem  Doppelpunkte  iV  in  gerader  Linie  liegen ,  w  und  w\  so  ist 

w  +  w  =  const.  =  2 .  /'iW, 

während  sich  P^  P\  um  N  dreht  Weil  aber  auch  die  Länge  P^  P\  con- 
stant  =  2r  ist,  so  entspringt  hieraus  der  folgende  merkwürdige  Satz 
(s.  Fig.  5  a): 

Der  Mittelpunkt  und  der  eine  Nebenscheitel  einer  Ellipse 
seien  mit  5ft  und  $  bezeichnet,  die  Punkte,  auf  welche  dl  und  ^ 
fallen,  wenn  man  die  Ellipse  auf  eine  Ebene  legt,  mitiVundP. 
Dreht  man  dann  in  der  Ebene  die  Ellipse  so,  dass  beständig 
ihre  Hauptaxe  durch  A'  und  ihre  Peripherie  durch  P  geht,  so 
beschreiben  ihre  Brennpunkte  eine  Kreisfusspunktcurve,  deren 
Doppelpunkt  N  ist. 

Von  der  Ausgangslage  der  Ellipse  aus  lässt  sich  diese  Fusspunktcurve 
sehr  leicht  punktweise  zeichnen.  Ist  nämlich  in  dieser  Lage  (Fig.  5a) 
P'  irgend  ein  Peripheriepunkt,  etwa  in  der  Nachbarschaft  von  P,  so 
braucht  man  nur  um  P'  als  Mittelpunkt,  den  Kreis  zu  schlagen,  dessen 
Radius  gleich  PN  ist;  schneidet  derselbe  die  Hauptaxe  der  Ellipse  in 
A",  und  bedeutet  H  den  Hauptscheitel,  welcher  mit  P  den  Ellipsen- 
quadranten einschliesst,  in  welchem  P'  nicht  liegt,  so  trage  man  an 
PA^  in  N  den  Winkel  FNH'^P'N'H  ab  und  mache  H'N  =  HN'; 
dann  wird  If  die  Lage  von  H  sein ,  die  derjenigen  Lage  der  Ellipse 
entspricht,  in  welcher  P'  nach  P  gekommen  ist  Da  jedoch  jener  Hilfs- 
kreis um  P'  die  Hauptaxe  in  zwei  Punkten  A',  A^"  schneidet,  so  ent- 
sprechen dem  Punkte  P'  auch  zwei  Lagen  von  H\  und  also  zwei  Lagen 
der  Ellipse  überhaupt.  D.  h. :  von  der  Anfangslage  aus  lässt  sich  die  Ellipse 
auf  zwei  Arten  in  der  8.  347  geforderten  Weise  bewegen,,  und  also  können 


Von  Dr.  0.  Richter.  349 


>  ^  .^'  v^  >fc^  »'■ 


die  Brennpunkte  auch  zwei  Kreisfusspunktcarven  beschreiben,  welche 
N  als  geraeinsamen  Doppelpunkt  und  auch  P  gemeinsam  haben,  d.  h.  mit 
einem  Worte  confoeal  sind.  Man  beweist  leicht  direct,  dass  die  beiden 
Richtungen,  in  welchen  sich  jeder  Brennpunkt  von  der  Anfangslage  aus  ver- 
schieben lässt,  aufeinander  senkrecht  stehen.  Auch  in  den  beiden  anderen 
Punkten,  in  welchen  sich  die  beiden  Kreisfusspunktcurven  durchsetzen, 
müssen  sie  sich  daher  rechtwinklig  schneiden;  dies  folgt  aus  dem  Secanten- 
satze  S.  340,  ebenso  wie,  dass  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  mit  P  in 
gerader  Linie  liegen.  Die  beiden  ersten  Schnittpunkte  entsprechen  den 
beiden  äusseren,  die  beiden  anderen  den  inneren  gemeinsamen  Tangenten 
der  erzeugenden  Kreise  {M\  M"  Fig.  5a).  Dass  sich  die  beiden  Curven 
überall  rechtwinklig  schneiden,  folgt  nach  einem  bekannten  Satze  schon 
daraus ,  dass  sie  confoeal  sind.  Stets  ist  übrigens  die  eine  der  beiden  Cur- 
ven von  der  ersten,  die  andere  von  der  dritten  Art;  stets  sind  ihre  beiden 
erzeugenden  Kreise  gleich  gross  und  liegen  symmetrisch  zu  P,  weshalb  auch, 

wenn  man  für  die  zwei  Curven  das  YerhSltniss   —  (s.  S.  338)  mit  q  .  ([' 

bezeichnet,  g'.$"=l  ist  —  Aus  der  Erzeugungsweise  der  Kreisfusspunkt- 
curven durch  Abtragen  einer  constanten  Strecke  mittels  des  Kreises  über 
iVif/  als  Durchmesser  (S.  338)  folgt  sofort  weiter,  dass  jeder  Punkt  des 
Axenkreuzes  der  Ellipse  (nicht  blos  die  Brennpunkte!)  zwei  Kreis- 
fusspunktcurven beschreibt;  denn  die  Strecke  S\8\^  wenn  zwei  Punkte  der 
Kreisfusspunktcurve,  welche  mit  iV  in  gerader  Linie  liegen,  so  bezeichnet 
werden  (Fig.  5  a),  ist  gleich  dem  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  und 
wird  durch  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  desselben  halbirt,  so  dass  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse  zwei  Kreise  beschreibt,  je  zwei  gleich 
weit  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  abstehende  Punkte  (Punktepaar)  einer 
EUipsenaze  aber  jedesmal  dasselbe  Curvenpaar,  und  zwar  zwei  Punkte  der 
Nebenaxe  jedesmal  ein  Paar  sich  doppelt  berührender  Curven,  dagegen  ein 
Punktepaar  der  Raup  tax  e  ein  Paar  von  Curven,  welche  die  Brenn- 
punkte gemein  haben.  Mit  Festhaltung  der  Punkte  A^,  P  (Fig.  5a) 
werden  sich  alle  möglichen  Ellipsen  mit  verschiedenen  Hauptaxen  2a,  aber 
mit  derselben  Nebenaxe  26  =  2.A^/'  in  der  S.  348  angegebenen  Weise  be- 
wegen lassen.  Dann  werden  die  Brennpunkte  jeder  Ellipse  ein  confocales 
Curvenpaar  beschreiben ,  und  alle  diese  Curvenpaare  sind  wiederum  mitein- 
ander confoeal:  es  entsteht  also  ein  Doppelorthogonalsystem  von  Kreis- 
fusspunktcurven* (Fig.  5  b).  Jedem  Curvenpaare  entspricht  umgekehrt  eine 
Ellipse  mit  bestimmter  Halbaxe  a,  die  „ erzeugende **  Ellipse.  Unter  diesen 
Curvenpaaren  sind  drei  hervorzuheben :  die  beiden  extremen ,  sowie  ein  mitt- 
lerer. Die  beiden  extremen  sind:  1.  a  =  5  (erzeugende  Ellipse  ein  Kreis): 
die  Curve  erster  Art  dieses  Paares  ist  der  Punkt  iV  selbst,  die  Curve  dritter 

*  Denkt  man  sich  in  dieser  Figur  den  Pankt  ^  ins  Unendliche  gerückt,  so 
entsteht  ein  Doppelsystem  eoofooi^'^  ~  ^ 
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Art  der  Kreis  durch  N  um  Py  doppelt  gezählt.*  2.  a==co  (Ellipse  be- 
stehend aus  zwei  Parallelen):  die  Curve  erster  Art  ist  die  Yerlttngerang 
von  PN  über  P  hinaus,  die  dritter  Art  aber  PN  sammt  Verlängerung  dieser 
Strecke  über  N  hinaus.     3.  a  =  f  5;  die  Brennpunkte  dieser  Ellipse  beschrei- 

ben  zwei  Curven ,  für  welche  das  Yerbältniss  —  (S.  338)  bez.  2  und  ^  ist; 

d.  h.  die  Curve  erster  Art  dieses  Paares  ist  eine  solche  mit  Flachpunkt 
(s.  S.  338) ,  welche  gerade  in  der  Mitte  steht  zwischen  den  Curven  erster  Art 
mit  Einbiegung  und  den  ganz  convexen  Curven  erster  Ari 

Jeder  andere  Punkt  einer  so  sich  bewegenden  Ellipse  durchläuft  aber 
eine  Curve  vierter  Ordnung  anderer  Art,  und  diese  Curven  sind  augen- 
scheinlich dieselben,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  von  einem  Punkte  N 
eines  Kreises  Leitstrahlen  zieht  und  von  deren  Endpunkten  nicht  auf  den 
Strahlen  selbst,  sondern  unter  einem  constanten  Winkel  gegen  sie  geneigt 
eine  constante  Strecke  abträgt. 

Es  liegt  sehr  nahe,  zu  fragen,  was  dabei  eine  derart  bewegte  Ellipse 
einhüllt?     Man  kommt  zu  folgendem  Satze: 

Gegeben  sei  ein  Kreis  (Mittelpunkt  JT) ,  und  eine  Ellipse,  fftr 
welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Halbaxen  gleich  dem 
Durchmesser  des  Kreises  ist.  Bewegt  sich  dann  die  Ellipse 
so,  dass  ihre  beiden  Azen  beständig  durch  zwei  Gegenpunkte 
des  Kreises  JT,  Jlf|  und  JSf^,  gehen,  so  wird  ihre  Peripherie 
durch  einen  festen  Punkt  N  auf  M^M^  laufen  und  eine  Kreis- 
fusspunktcurve  dritter  oder  erster  Art  einhüllen,  welche  N 
zum  Doppelpunkte  hat.  Die  Berührpunkte  je  zweier  parallel- 
aziger  Ellipsen  dieses  einhüllenden  Systems  werden  von  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  durch  die  Brennpunkte  der  eingehüll- 
ten Curve  ausgeschnitten,  deren  Asymptoten  den  Azen  der 
beiden  Ellipsen  parallel  sind,  und  die  durch  deren  Mittel- 
punkte hindurchgeht.     Setzt  man  die  Strecke  NK=2m^  und  sind  a, 

b  die  Halbaxen  der  Ellipse,   so  ist  —  =  i-±  —  •  —  Vergl.  Fig.  5c. 

m       o        a 

Eine  übergrosse  Menge  von  Folgerungen  lässt  sich  aus  diesen  Betrach- 
tungen noch  ziehen;  jedoch  kann  hier  nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden.** 

Vielmehr  sollen  noch  aus  der  Kreisverwandtschaft  (S.  339)  einige  Eigen- 
schaften der  Kreisfusspunktcurve  abgeleitet  werden,  die  sich  wesentlich  auf 
die  Krümmung  beziehen. 


♦  Dieser  Kreis  hat  auf  Grund  früherer  Sätze  die  Eigenschaft,  durch  die  ausser- 
halb der  Axe  gelegenen  Hyperosculationspunkte  aller  Curven  erster  Art  des  Systems 
zu  geben;  s.  Aom.  *  S.  341. 

**  Nachträgliche  Anmerkung.  Es  ist  mir  gelungen,  den  letzten  Satz 
auf  die  allgemeinen  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung  zu  übertragen, 
und  dabei  bin  ich  zn  höchst  überraschenden  Ergebnissen  gelangt  Die  betreffende 
Abhandlung  wird  nächstens  erscheinen.    October  1889. 
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£3  sei  (Fig.  6)  P^  ein  beliebiger  Pankt  der  Carve,  Q^  sein  erzeugender 
Pankt;  ein  beliebiger,  sie  in  P^  berührender  Kreis  ^  schneide  sie  noch  in 
E  und  P,  deren  erzeugande  Punkte  Q,  H  seien;  endlich  sei  J  der  Schnitt 
von  QE  mit  HF.  Die  so  festgestellte  Figur  denke  man  sich  mit  Hilfe 
der  oben  angegebenen  ausgezeichneten  Kreisverwandtschaft  transformirt. 
Dann  verwandelt  sich  P^  in  einen  Punkt  TT|  des  Kegelschnittes,  ft  in  einen 
den  letzleren  in  TTj  berührenden  Kreis  ft',  E,  F  in  die  beiden  anderen 
Schnittpunkte  E,  0  von  ß'  mit  dem  Kegelschnitte;  die  Geraden  OE^  HF^ 
weil  sie  auf  NE  bez.  NF  senkrecht  stehen,  in  die  Kreise  über  N£  bez. 
iV0  als  Durchmessern,  und  ihr  Schnittpunkt  J  in  den  zweiten  Schnittpunkt  I 
dieser  beiden  Kreise ,  deren  Mittelpunkte  E',  <t>'  genannt  werden  mögen.  Da 
N  der  eine  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  ist,  so  wird  demnach  E'0  |iE0 
sein.  Bekanntlich  ist  aber  die  Kegelschnittsnormale  in  TTj  unter  demselben 
Winkel  gegen  die  Axe  geneigt,  wie  irgend  eine  Senkrechte  auf  E0  oder 
(da  E'0'l|E0)  wie  irgend  ein  Loth  auf  E'0',  z.  B.  N\;  denn  diese  Gerade 
steht  in  der  That  senkrecht  auf  E'0'  als  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden 
Kreise ,  deren  Mittelpunkte  E',  0'  sind.  Wandert  also  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  St\  während  dieser  den  Kegelschnitt  immer  in  TTj  berührt,  auf  der 
Normalen  dieses  Punktes,  so  läuft  I  auf  der  Geraden  AI,  deren  Richtung 
gegen  die  Axe  unverändert  bleibt.  Dieses  Ergebniss,  wieder  rückwärts  auf 
die  Kreisfusspunktcurve  übertragen,  bedeutet:  dass  der  Punkt  J  auf  einer 
festen,  von  N  ausgehenden  Geraden  NJ  wandert,  wenn  der  die  Curve  in  P^ 
berührende  Kreis  seine  Grösse  ändert.  Es  ist  aber  GH  die  Polare  von  J 
in  Bezug  auf  den  Kreis  üf;  und  da,  wie  eben  bewiesen  wurde,  bei  jeder 
Veränderung  von  ^  der  Pol  J  eine  Gerade  durchläuft,  so  muss  sich  dabei 
GH  um  einen  Punkt  0^  drehen,  welcher  der  Pol  von  NJ  sein  wird. 
Da  der  Pol  jeder  durch  0^  gehenden  Geraden  also  auf  NJ  liegt,  so  gilt 
dies  auch  von  dem  Pole  des  Lothes  von  0^  auf  die  Axe;  dieser  liegt  aber 
auf  der  Axe  selbst,  fällt  also  mit  A'  zusammen.  Der  Fusspunkt  X  jenes 
Lothes  ist  also  der  zu  iV  gehörige  vierte  harmonische  Punkt  von  N^  ^j,  J^^ 
d.  h.  (s.  8.  340)  er  ist  mit  Q  identisch. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  der  Kreis  ß  die  Curve  zum  zweiten 
Male  berührt,  also  E  und  f  zu  P^  zusammenfallen,  vereinigen  sich  (r,  H 
und  J  zu  dem  erzeugenden  Punkte  von  P^^  nämlich  Q^]  also  geht  die  Ge- 
rade NJ  durch  Q^,  ist  also  unter  einem  Winkel  gegen  die  Axe  geneigt, 
welcher  dem  vou  NQ^  gegen  die  Axe  entgegengesetzt  gleich  ist  (s.  S.  340); 
und  da  0^  der  Pol  dieser  Geraden  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Tangente 
in  öj,  d.  i.  P^Oi^  durch  Oj  geht,  und  ebenso  das  Spiegelbild  von  P^Q^  in 
Bezug  auf  die  Axe. 

Alles  zusammengefasst  giebt  den  Satz  (Fig.  G): 

Es  sei  Pi  ein  beliebiger  Punkt  der  Kreisfusspunktcurve  und 
ft  ein  veränderlicher  Kreis,  der  aber  beständig  die  Curve  in  P^ 
berührt   und  ausserdem   in  den  (veränderlichen)  Punktea  £^  F 
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im  Endlichen  gelegene  Azenbrennpunkte  *  nnd  werden  von  drei  Systemen 
doppelt  berührender  Kreise  eingehüllt,  die  nach  unserer  Sprechweise  sich 
in  gedreht -ähnlicher  Lage  befinden,**  und  zwar  jedes  System  mit  Bezug 
auf  zwei  von  den  Brennpunkten  als  Aehnlichkeitscentren.  Hieraus  folgt 
sofort  [zufolge  des  Satzes  (9(),  S.  344]  eine  Verallgemeinerung  der 
Sfttze  2,  3,  8.  346,  347  für  die  Cartesischen  Ovale  (indem  man  in 
2,  S.  346  nicht  einen  Kreis  für  So  wählt,  welchem  dasselbe  k  zukommt, 
sondern  einen  ganz  beliebigen  Kreis): 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt,  während  beständig  seine 
Nebenaxe  einen  gegebenen  Kreis  berührt,  so  hüllt  er  eine 
Cartesische  Curve  ein,  für  welche  der  genannte  Brennpunkt 
auch  Brennpunkt  ist.  Jede  derartige  Curve  wird  von  sechs 
solchen  Systemen  doppelt  berührender  Kegelschnitte  in  ge- 
dreht ähnlicher  Lage  eingehüllt,  indem  jeder  Brennpunkt 
Aehnlichkeitscentrum  für  zwei  Systeme  ist.  Selbstverständ- 
lich sind  die  numerischen  Excentrioitäten  dieser  sechs  Kegel- 
schnittssysteme nicht  alle  unabhängig,  vielmehr  sind  nur  zwei 
unabhängige  darunter.  Bezeichnet  man  nämlich  die  nume- 
rischen Excentrioitäten  irgend  zweier  Systeme  mit  e,  17,  so  sind 

11. 

die  der  vier  übrigen  gegeben  durch  — >  — i   — »  — >  so  dass  stets 

drei  Systeme  aus  Ellipsen  und  die  anderen  drei  aus  Hyperbeln 
bestehen.  Nennt  man  in  leicht  verständlicher  Weise  die  drei 
Brennpunkte  der  Curve  den  äusseren,  mittleren,  inneren 
Brennpunkt,  so  entsprechen  dem  äusseren  Brennpunkte  zwei 
Systeme  Hyperbeln,  dem  inneren  zwei  Systeme  Ellipsen,  dem 
mittleren  ein  System  Hyperbeln  und  ein  System  Ellipsen.  — 
Die  Bertthrpunkte  aller  Kegelschnitte  eines  Systems  liegen 
allemal  in  gerader  Linie  mit  einem  Brennpunkte  der  Curve, 
und  diese  Geraden  sind  parallel  den  Axen  der  Kegelschnitte.**** 


*  Für  jeden  von  ihnen  besteht  ein  Secantensatz. 

**  Ich  bemerke  f  dass  deswegen  jede  solche  Curve  (entsprechend  dem  Satze 
S.  841)  folgendermassen  definirt  werden  kann:  Eine  Cartesische  Linie  wird  ein- 
gehüllt von  allen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  welche  einen  andern  gegebenen  Kreis  rechtwinklig  schneiden.  Und:  eine  solche 
Curve  wird  eingehüllt  von  allen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen 
Kreise  liegen  und  welche  einen  andern  gegebenen  Kreis  unter  einem  Durchmesser 
schneiden.  —  In  der  ersteren  Weise  wird  jede  Carve  auf  zweierlei  verschiedene 
Arten  erzeugt 

***  Es  ist  hier  nur  von  solchen  Cartesischen  Curven  die  Bede,  welche  drei 
reelle  Axenbrennpunkte  haben.  Sind  zwei  davon  imaginär,  so  bedarf  der  Satz 
einer  Abänderung. 

Leipzig,  October  1888. 
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Darstellung  der  hjrperelliptischen  Integrale  zweiter  und 
dritter  Gkittung  und  erster  Ordnung  durch  Integrale 

erster  Gattung. 

Von 

Dr.  G.  SCHIRDEWAHN 
in  BrMlan. 


Einleitung. 

In  vorliegender  Arbeit  soll  die  in  meiner  Dissertation:  „üeber  das 
Umkehrproblem  der  byperelliptischen  Integrale  dritter  Gattang^  für  Inte- 
grale dritter  Gattung  bereits  im  Resultat  gegebene  allgemeine  Darstellung 
durch  Integrale  erster  Gattung  zugleich  mit  der  entsprechenden  Darstellung 
der  Integrale  zweiter  Gattung  behandelt  werden.  Die  Methode  ist  wesent- 
lich eine  Verallgemeinerung  des  von  Jacobi  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Integrale  eingeschlagenen  Verfahrens*  und  von  Herrn  0.  Staude  fOr  einen 
speciellen  Fall  bereits  angewandt.**  Der  in  letzterer  Arbeit  in  §  6  aus- 
gesprochene  Hinweis  auf  die  (an  die  Theorie  der  Thetacharakteristiken  sich  an- 
schliessende) Gruppirung  der  Integrale  in  Bezug  auf  die  sechs  Verzweigungs- 
punkte des  hyperelliptischen  Gebildes  erhält  hiermit  seine  pr&cisirte  Fassung. 
Auf  Grund  der  von  Herrn  Staude***  eingeführten  Ein-  und  Drei-Indices- 
bezeichnung  gelingt  die  Aufstellung  einer  Thetaformel,  welche  die  Darstel- 
lung der  Integrale  für  gleiche  untere  Grenzen  liefert;  der  üebergang  zu 
ungleichen  Grenzen  geschieht  durch  eine  Verbindung  des  Resultats  mit  eben- 
derselben Thetaformel.  Endlich  zeigt  sich,  dass  die  Darstellung  der  Inte- 
grale zweiten  Grades  auch  aus  derjenigen  der  Integrale  dritten  Grades  durch 
Differentiation  nach  dem  ünstetigkeitspunkte  unter  nachherigem  Gleichsetzen 
desselben  mit  einem  Verzweigungspnnkte  hervorgeht. 


*  Jacobi,  Ges.  Werke,  herausgegeben  v.  Weierstrass,  Bd.  I  8. 626flggi 
bSSÜgg. 

**  Staude,  Ueber  hyperellipt.  Integrale  sweiter  und  dritter  Gattung.    Aolft 
math.  Bd.  8  8.  81  flgg. 

***  Stande,  Ueber  die  algebraiaohen  Cbarakteristiken  der  lijp«if 
functioneD.    Math.  Ann.  Bd.  XXV. 
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Capitel  I. 
Gestalt  und  ümformnng  der  Integrale. 

Das  hyperelliptisohe  Gebilde,  welches  wir  zu  Gmnde  legen,  ist  bestimmt 
dnrch  die  Gleichung 

Die  Oi  sind  Verzweignngspnnkte,  nnd  eine  variable  Stelle  der  zugehörigen 
doppelblättrigen  Biemann*schen  Flftche  ist  bestimmt  durch  }  und  5  als  },  8. 
Als  Form  der  Integrale  erster  Gattung  withlen  wir: 

2)   ^i^ßh-ii)^^+ßh-ii)^^^^  »  =  1,2,   si^y^y 

Die  Unstetigkeitsstelle  des  Integrals  dritter  Gattung  ist  msm*  wo  5^  =  }/r{a)). 
Zu  Q)  gehören  zwei  Parameterintegrale 

2-)  ^'^/(^"fl'^fe?    »=1.2. 

Die  Unstetigkeitsstelle  des  Integrals  zweiter  Gattung  sei  der  Verzweignngs- 
punkt  ax^. 

Die  darzustellenden  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  sind: 

•£1 '  '~'(«i.-oi.)(«i.-«i.) 

3a) 


»1  »1  >,«, 


n 


( 


,(UA|A^  = : :^ — : : 


3  b)  U8i  a|«f 

^y  »1-"  2«^   J  g,-«  25,) 

Die  von  den  Constanten  befreiten  Integrale  werden  wir  dabei  unter  der 
Bezeichnung 

3')  t/(^AiXi)=t/W'    «^^'^     ö  =  öIo 

zusammenfassen  kQnnen,  was  eine  gemeinsame  Umformung  beider  Integrale 
erlaubt 
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Zuerst  zeigt  die  Identit&t: 

-  (8  -  Öl)  (8  -  9«)  K  -  öi,)  («i,  -  «OcH^Xo  -  ^^i) 
..  =  (az,-öX,)(öao-8i)(«^""Ö«H8-ai^)(8-ö|,) 

^  +  («a,  -  öAo)  K  "  Öl)  (^A, ""  9t)  (J  -  «1.)  (8  -  «Xo) 

+  («io-'^^)(^it"8i)(fl;it-9«)(j-«Xo)(»"^ii)' 

dass   jedes    Differential    ^  ~  ^' '  ^ ""  9« :  .-i    durch    solche    von    der    Form 

-'TT-   darstellbar  ist,  wofern  nur  ai,=|=öi^>   ^ass  mithin  die 

Formen  JE?  und  77  die  nöthige  Allgemeinheit  besitzen.     Ferner  giebt 

li-a  ""  «i,  — öx,.8x  — a.Jrf-a 

identisch : 

(8i  — öü ^(J*-  «1 ) 

Folglich  ist  nach  Multiplication  mit  ^  und  Addition 

Da  femer.  i-a,  =  *-°^-«'-««  =  ^^-«'^<'^^-fl»)-^<-««^^''^-«'\  so  ist 

Ausserdem  gilt  für  ungleiche  Aq,  X^,  X^  die  Identität: 
^,,     ^^,  «Ip-ai-^-ig         ga,-8i'gA,--8«         qXt""8i'^X,-82 

Dieselbe  gestaltet  den  Nenner  für  a  =  ai    in 

7a)  gJQ-ai'gXo-a« 

und  ftlr  a  =  CD  in 

'öii-«a«-»v**>-*"*^    «i^"^«i.-«^-«i.-»-«Zt     *V^-*ir^at-®""^V 
um.    Damit  erhalf  "''■nnen: 
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8a) 


-riaQ 


d  ÄJcaoiiio  = =5 — 


?-<-::* — ^,4  4.-22 — ^f^\ ! r-^<— ! — du.  +  — ^ — dt4.} 

s^gV^:t,'«Xo-qz,  (fli'9»  g«-9i       1    Qirqz,'qio'Qx,»9«"Öi  9i-9i       *. 

8b)  dTJmM^ '-^ 

li-Hrh-f^Xx       («ar9«^      ^Xt"9i^    (        Si-«a,-S8-öa,      )^Ai"9i,     .  ^V9f , 
1— ^ — duy'¥-^ — duo> <-^— du.  +  -^— rfi 


«zr^^-%"^^-^'^^  öx,-öi,-«Zo"^ii-'*''^ii  ^v^it-^v®^-**^"^^ 

Die  einzige  Bedingung,  welcher  diese  in  (UjU,)  symmetrische  Darstel- 
lung unterliegt,  ist  die  Ungleichheit  der  drei  Indices  Ag,  A, ,  A,.  Dieselbe 
ist  für  Differentiale  zweiter  Grattung  von  selbst  erfüllt,  schliesst  aber  für  die 
untere  Grenze  des  zum  Integral  dritter  Gattung  gehörigen  Parameterinte- 
grals V  die  Werthe  aj^ ,  aj^  vorläufig  aus;  jedoch  gelingt  es,  sich  auch 
von  dieser  Beschränkung  frei  zu  machen  (vergl.  Cap.  III,  Ende). 


Capitel  IL 

Darstellung  des  Integrals  zweiter  Gattung  mit  gleichen  unteren 

Orenzen. 

Für  die  Sigmafunctionen  *  gilt  folgendes  Additionstheorem ,  in  dem  die 
^0)  ^it  ^S9  ^89  ^4>  ^5  ^^®  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  5  in  beliebiger  Reihenfolge 
bedeuten,  so  zwar,  dass  A,=|=Aib> 

^iflir^x^\%(^)  ^hx,xM  H,x,x^^^)  ^x^iM-^^+w) 

A)  +^XtX,X,{^)  <^ZoW  ^Äo(*^)  ^X,X,h^^  +  ^  +  ^)\ 

-  <^i.(«*)  ^x,  W  %  iy>)  <^a,(«*+t'+«')|. 

Die  partielle  Differentiation  von  A)  nach  wh  (A=1,  2)  giebt,  wenn 
gleichzeitig  w^lw^  =  0/0  gesetzt  und  mit  aj^  (u  +  v)  aj^  (u) .  ff^^  ^  ^s  (^)  ^ividirt 
wird: 


*  Ueber  den  Zusammenhang  der  c  mit  den  8  vergl.  Staude,  Parameter* 
darstellung  eta    Math.  Ann.  Bd.  XXIY. 


) 


A') 
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^  ( "at^  %  (")  °x,  (")  °Xi  (" + o)  -  «y  «i,  («)  fft,  (»)  Ot.  (w + 1>)  j 

worin  o<«  (t4)  =  -^^ ;  o«*)  =  { o»'  (a)  }„=o  • 

Eine  zweite  partielle  Differentiation  nach  r^  (t  =  1 , 2)  giebt  fttr  v,  /v,  b  0/0 : 

+  (.%-  «1.)  K-  ax,)  (»X.-  «X.)  J-^^*-^ ^»^^^)  -  - 

Mit  resp.   a^^dui  und  —  Oidut   multiplioirt    und    addirt    geben   die 
vier  Formeln  von  A") 

+K-«x.)^(<Xx.ox^-«rxix.<')''«* 

=  K-«x.)K-«xJ(«x.-«x.)|4^J(»^i'»!C-<''^^)K'<*«.+<'i?'*•^^ 

Nach  der  Parameterdarstellung*  ist  fttr  gleiche  untere  Grenzen 

ax  Oi  —  Ox  oi  =- —f 

fl|  — 9i 

öj(«)  =  9^ai-a,)(aa-j,). 

Damit  nimmt  die  rechte  Seite  von  1)  genau  die  Form  von  dE(^h^  ab- 
gesehen von  einem  constanten  Factor  (ai  —  ^i,)  an«  f^o  dass 

TT  J  i.i,i,  i,t,t}l 

•  Stand«  ik».  0.  8.  SM. 
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rtf< 


Die  Formel  A) ,  Cap.  II,  giebt  fdr  t«  =  r,  t;  =  u,  ir  =  — u*«"*  =  fi^  , 
Entsprechend  giebt  die  Formel  A'),  Cap.  II,  für  i*  —  t;  =  «*«*«,  u  = 


^  K.  lt.) 


Daher  ist,  da  u  —  u*i *«  =  uj^^  =  17,  nunmehr  allgemein 

Jih  (I)  (2) 

Das  Theorem  der  Darstellung  lautet  somit  in  expliciter  Form: 

Theorem. 

Sind    },«|    und   ^^s^   zwei    variable  Stellen    des  du 

«*  =  ^(S)  =  «o— S-öi-i-ös-iös  — «-04  — »-«ö  — 8  definirten  ^ 
perelliptischen  Gebildes  und 

».=/(.,-*)^+/(h-*)^.    •'.-=/(-8.)£    (■■=• 

Integrale  erster  Gattung  (mit  Verzweigungspunkten  als  nnt^ 
Grenzen),  so  wird  die  Darstellung  der  Integrale  zwei^ 
und  dritter  Gattung: 
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n 


(ol|ii) 


in  denen  ai    und  cd,  +  ^o»  je  die  Unstetigkeitsstellen  sind, 
durch  folgende  Formeln  gegeben: 

fjM  ^  = ^^i^^i^^^ — y-- ^^^^^^^^^^ 


1.2 


-  >    t*A  jK -  öl)  OV.^  +  («0-  Ös)  <^f>^^    , 
^^  A,  24  X5  2a  X4  ig  J 

-*/-  '  <ya«XiX.  (v,  +  ll,/v,  +  «j)      -4^         a^A  2,24!. 

f*if*sf*s  sind  dabei  die  in  der  Reibe  012345  zu  ^qK^k^  ge- 

X  X  tA 

hörigen    übrigen    Ziffern;    ferner    geht    „i„     für    X  =  fi 

Äj  A,  fi| 

in  K  über. 

Es  erübrigt  noch  zu  zeigen ,  dass  die  Darstellung  der  Integrale  zweiten 
Prüdes  direot  durch  Differentiation  nach  <o  und  Oleichsetzung  von  cd  mit  a^ 
^^8    der  Darstellung  der  Integrale  dritten  Grades  herleitbar  ist.     Zu  dem 
^-ude  multiplicirt  man  (77)  mit  Sa  und  erhält: 

"i^    Differentiation  giebt: 


CO 


a 


\  giebt: 


^it  Bücksicht  hierauf  nehmen  die  Darstellungen  der  Integrale  E  und 
QTeeetzt  wird,  folgende  Gestalt  an: 

(A) 
l(|X|  i^i^t^  2q^i^  ^  ^^1^ 


364    Darstellung  der  hjperellipt.  Integrale  etc.  Von  Dr.  G.  Sohibdewahh. 


(1)  C2) 

Die  Gmppirung  der  Integrale  zu  den  Verzweigangspunktgruppen  ist 
aus  der  Gestalt  der  Darstellungen  beim  blossen  Hinblick  ersichtlich;  die 
Art  der  ünstetigkeitspunkte  und  der  unteren  Grenzen  bestimmen  jeweilig 
den  ersten  Tbeil  der  Darstellung  bezüglich  des  Index  der  Z- Function, 
während  die  Nullpunkte  der  quadratischen  Zählerfunction  der  Integrale  in 
Verbindung  mit  den  ünstetigkeitsstellen  dasselbe  bezüglich  des  zweiten 
Theiles  leisten.  Es  sei  auch  darauf  hingewiesen,  dass  stets  IqIiX^  ^^ 
ungleiche  Indices  vorstellen,  mithin  ^xif;>^=<'x  VxJf^)  ^^  zweite  Differential- 
quotienten einer  geraden  Function  einen  festen,  bestimmten  Werth  besitzen, 
der  sich,  wie  die  entsprechende  Constante  der  Jacobi 'sehen  Darstellung, 
durch  Integrale  zwischen  Verzweigungspunkt  und  Periodicittttsmoduln  leicht 
darstellen  lässt. 

Breslau,  Januar  1889. 


Ueber  eine  Anwendung  der  Symbolik  bei  einer  Aufieabe 

aus  der  Theorie  der  Kegelsclmitte. 

Von 

Dr.  Carl  ScmnDT 

aus  Oietfltn. 


1.  Bestimmung  der  Schnittpunkte  der  Geraden  Ux=tl^x^'\rfl^x^  +  u^x^ 

=  0  mit  dem  Kegelschnitt  f{x^  x)  =  £aik^i^k=  0. 

Ist  Xi^  x^y  x^  ein  Punkt  der  Geraden  u,   und  v  eine  beliebige  Gerade 

durch  denselben,  so  ist 

tt«  =  0,     t;,  =  0, 
daher  kann  man  setzen 

Setzt  man  diese  Werthe  in  f{x^x)  ein,  so  erhält  man  bei  gegebenen  u,, 
u^,  1I3  eine  quadratische  Form  von  v^,  t;,,  v^^  die  gleich  Null  gesetzt  das 
Punktepaar  darstellt,  in  welchem  die  Gerade  u  den  Kegelschnitt  f=0 
schneidet 

Man  kann  nun  diese  reducible  Form  in  derselben  Weise  in  ihre  linearen 
Factoren  zerlegen,  wie  es  Clebsch  in  seinen  Vorlesungen  über  Geometrie 
mit  der  Form  ZoikXiXk  gethan  hat.  Dort  ist  nämlich  Folgendes  gezeigt: 
Ist  ZüikXiXk  reducibel,  und  bezeichnet  man  mit  OlX^+ a^x^  +  a^x^  den 
einen  Factor,  so  verhält  sich  o^ia^ia^  wie 

2)  =«8i-/^3'  «w '^iS  +  V^l 

Für  den  andern  linearen  Factor  hat  man  den  Quadratwurzeln  ttberall  die 
entgegengesetzten  Werthe  beizulegen. 

Um  dies  auf  unsem  Fall  anzuwenden,  muss  man  die  Coefficienten 
unserer  quadratischen  Form  und  ihrer  adjungirten  Form  berechnen,  und  zu 
diesem  Zwecke  bedient  man  sich  mit  Vortheil  der  Methode  der  Symbolik. 

Wir  setzen  symbolisch 
3)  f(x. «)  =  (a,  «1  +  fl,Äi  +  OjÄ,)«  =  (61  x^  +  b^x^  +  53Ä5)«. 

Dann  wird,  wie  man  sich  leicht  dorch  Ausrechnen  ttberaeugt,  die  adjungirte 
Form  symbolisch  durch 
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4)  V(«,«)  =  4  («,&,«)« 

dargestellt,  wobei  (a^h^u)  die  Determinante 

Ol      Og      «5 


b,     h, 


Ui 


bedeutet.     Macht  man  nun  in  3)  die  Substitutionen  1),  so  erhftlt  mt 

t 


5) 


/= 


Vi 


«2      «8 

V.     v. 


Daher  ist  der  Coefficient  von  v^^  gleich: 

(a8«,  —  a3Uj)«  =  ag*U3«  +  a3*V  — 2080511,113 
oder,  wenn  man  die  Symbole  durch  ihre  Werthe  ersetzt,  gleich 

ÖMV  +  ÖS8V-2083M,f<3. 

Analoge  Ausdrücke  findet  man  für  die  Coefficienten  von  v^*  ni 
Der  Coefficient  von  2ü2V^  ist  gleich 

(OjUi  —  o,U3).(oiU,-  OgU^)  =0|03Uittj  +  a^a^u^u^  —  OgOsV  —  «i*^ 

^     g^  ^  =  Öl8t*l  t*2  +  «12 1*,  i<3  -  028«1*  -  «11  *«»"8 

Nun  ist  symbolisch 

/•=  ((O3U3 -  fl3U,)t;i  +  (03 w,  -  o, u^)v^  +  {ttiU^  —  Ogiii) r,)» 

=  ((^«"8  -  h^i)  Vi  +  (&8«*i  —  ^  «a)  «^2  +  (^«*«  —  ^**i)  «'s)*- 
Bezeichnet  man  in  der  Determinaote 

«1     ög     flj 
61     6g     6j 


1*.  Uc 


w. 


die  Adjuncten  der  Elemente  der  ersten  bezw.  zweiten  Zeile  mit 


«1      «2     «8» 


so  ist 


i^i     A     ßs  I 

/■=  («1  Vi  +  (^i^t  +  o^v^y  =  (ft  v^  +  ftvg  + 183  v,)*. 
Daher  ist  die  adjungirte  Form  mit  den  Variablen  y^^  y^^  y^  gleich 

4(«,/».y)». 

Nun  ist  nach  einem  bekannten  Determinantensatz 

«8/^1  — «lA  =  **2(«»^'«*)' 

«1 A  —  «2^  =  «*8 (^»  ^  **)» 
folglich  ist  die  gesuchte  adjungirte  Form  gleich 

i  (o,  6,  u)K  (wj  yi  +  w^y,  + 1*3^3)* 
oder,  wenn  man  die  Symbole  durch  ihre  Werthe  ersetzt,  gleich 
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Die  a^jnngirte  Form  ist  also,  wie  es  bei  redncibeln  Formen  noth wendig  ist, 
ein  vollständiges  Quadrat  und  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gerade  u  dar. 
Bezeichnet  man  nun  mit  $] »  ^ ,  $8  ^^®  Coordinaten  des  einen  gesuchten 
Schnittpunktes,  so  ist 

=  «siMsUj  +  asjUaUj  —  aijUa«  —  a^u^u^  - 1«3  /—  <p  (w,  u) 
*<)  :fliiV-2ai3UjU3  +  a33V 

:  Oj2Ujtt3  +  0,3^1^8  —  0^3 Uj*  —  Ü^^U^U^  +  Ui  ^— 9(t/,u) 

=  a^WjUj  +  ajjUaUj  —  «13  u,*  —  a«  Wj  tt3  +  Ug  ^—  q)  (u,  u) 
:  a^UiUj  +  OisUjU,  —  0,3 u^*  —  a^u^u^  -  u,  /— q)(u,u) 

Die  Coordinaten  des  andern  Schnittpunktes  erhält  man ,  indem  man  in  diesen 
Formeln  der  Quadratwurzel  überall  den  entgegengesetzten  Werth  beilegt« 
Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  u  mit  dem  Kegelschnitt  /'=0  sind 
real,  wenn  <)E)(u,  u)  negativ  ist, 
imaginär,  wenn  (p{u^u)  positiv  ist; 
sie  fallen  zusammen,  d. h.  u  ist  Tangente ,  wenn  9) (u,tt)  =  0  ist. 

Man   kaun   die  Coefficienten  der  reducibeln  Form  5)  und  somit  auch 
die  rationalen  Bestandtheile  von  ||,  $2»  ^s  ^  ^^^^^  andern  Form  darstellen. 
Bezeichnet  man  nämlich 

o  O  O 

1*8 

SO  ist  bekanntlich 


U,    Wj  1*3 

Vi    Vj    V3 


(Pi{u)  (p^{u)  q>^{u) 
<Pi(t;)  q>^{v)    g>^(v) 


mit  Benutzung  der  Gleichungen  1).     Nun  ist 


x^ 


*l  •*'2  -'8 

<p,(u)   q>^{u)  93 (u) 
9>iW   (Pi{v)   <p3(p) 


V«W    V8W 


Ui   Wg   U3 

Pi    t;,   ^3 


(Vg,   «gg   ag3 

«81    «8«    ^8 


=  zf .  (oji  «j  +  a,g  »g  +  0,30:3) , 


wo  jd  =  \aik\  die  Determinante  von  /*  ist. 

Mithin  ist 

<p(u,  u)  9 (p,  p)  —  9 (u,  p)*  =  /^ A«» ») 
oder 

/•(«,  »)  c=  ~  (g,  (tt,  tt)  9(»,  p)  -  9(f|^  r)«). 

Daher  ist 
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8) 


=  ^  («18  V  —  9>i  Vs)  +  «*a  ^^—  V  •.  ^  ( «23  9>  —  9«  Vs)  —  «*!  f^- 

•^(«38  9>  — V«*)- 

Man  kann  fttr  das  Verbältniss  £|:|2*^3  °^^  ^^^  .^^^^  Formeln 
indem  man  die  Elemente  der  ersten  Zeile  mit  an ,  die  der  zweite 
mit  at'2  xmd  die  der  dritten  Zeile  mit  o^s  multiplicirt  (•=!,  2,c 
dann  colonnenweise  addirt    Da 

9)  «n  Vi  (tt)  +  0.2  92  (**)  +  o«  Vs  (tt)  =  /^i«* 
ist,  so  erhält  man 

li:|2-5s=  9>  -  «Pi^i  -  («12 «8  -«IS«*«)  V^ 

•    —  9s  «*i  —  («u  «*2 — «i2«*i)  /--y 

=    -9>it^-(fl»Us-aj8M,)f/--9 

10)  :  g)  -  cpjti,  -  (d^u,  -  a^^H^  }/-  q> 

'       —  93**2  —  («21  «^  -  «22  «*l)  J^"-^ 
=      —91^3 -(«32^8 -«33^2)^-^9 

:     —  9,  Mg  -  (033  Uj  —  aji  U3)  ^-y 
:  g>  -  93^3  —  (031  «8  —  a32tti)  j/—  (p, 

2.  Die  Aufgabe ,  die  Tangenten  zu  bestimmen ,  welche  von  dem 
X  an  den  Kegelschnitt  f=0  gehen,  ist  der  vorigen  polar -reciprok. 
Bekanntlich  ist  die  Gleichung  des  Tangentenpaares 

oder 

12)  q,(u,u)  =  0, 

wenn  man  setzt 

13)  Ui=:x^y^-x^y^f    ^2  =  ^3^1—^1%»    ^^^iPf-^tyi- 
Die  adjungirte  Form  von  tp  (m,  u)  ist  d .  f{x^  x). 

Auf  dieselbe  Weise ,  wie  bei  der  ersten  Aufgabe  unter  6) ,  ergj 
als  adjungirte  Form  von  11)  mit  den  Variablen  f, ,  «2,  «'3: 

14)  d .  fix,  x) .  («1  p,  +  a^  r^  +  Xj,  p^y. 

Sie  ist  ein  vollständiges  Quadrat  und  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  de; 
X  doppelt  dar. 


Von  Dr.  C.  Schmidt.  369 

bezeichnet  man  nnn  mit  a^y  a^f  a^  die  Coordinaten  der  einen  Tangente, 
90   ^v^erliftlt  sich  (lt^:a^:at^  wie 

^)    -^ttf-fxft-XzV-^f''(hif-f%^  '(h^f-fJ^  +  ^iV-^f 

IDasaelbe  Resultat,    aaf  andere  Weise   abgeleitet,   findet  sich  in   den 
orlosangen  über  Geometrie  von  Clebsoh. 
Daraas  ergiebt  sich: 

Der  Punkt  x  liegt  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wenn  Jf{x^x) 
negativ  ist,   innerhalb  des  Kegelschnitts,  wenn  Jf{x^x)  positiv  ist, 
und  auf  dem  Kegelschnitt ,  wenn  ^f{Xj  x) ,  also  f{x^  x)  =  0  ist. 
Man  kann  die  Coordinaten  o^,  a,,  a^  der  Tangente  auch  in  ähnlicher 
^orm,  wie  unter  7)  und  10)  darstellen,  wenn  man  statt 

flu,    t*<,     9>(w,  tt),        (pi{u) 
^^^  bez w.  oik,    Xi,     ^ .  f{x,  x),     J.fi ix) 

3.  Die  Aufgabe ,  die  Tangenten  zu  bestimmen ,  welche  den  Kegelschnitt 
f  =  0  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  u^  =  0  berühren ,  kann  nun 
sowohl  auf  die  erste,  als  auch  auf  die  zweite  Aufgabe  zurückgeführt  werden. 

Der  Pol  der  Geraden  u  hat  die  Coordinaten  g>i(u)y  (jp^Cu),  g>^{u).  Von 
diesem  gehen  die  beiden  Tangenten  aus,  also  hat  man  in  der  Lösung  der 
Aafjgabe  2  statt  Xi  überall  (pi(u)  einzusetzen. 

Nun  wird 

fi  (»)  =  0/1  g>i  W  +  ö«  g>2  M  +  fl«3  Vi  («*)  =  ^  Wi » 
also 

f{x,  x)  =  ZXifi  ix)  =^Ilq>i (u)  ^lUi  =  ^q>{u,  u). 
Daher  geht  die  Gleichung  11)  des  Tangentenpaares  über  in  folgende: 

J  (<p(w,  u)  f{y,  y)  —  /^  V)  =  0. 
Die  adjungirte  Form  der  linken  Seite  14)  ist 

df{x,  x)  {g>iV^  +  <pj r,  +  ^3 Og)«  =^J^q> (<pi  v^  +(p^v^  +  q>^ v^y. 
Nimmt  man  als  Gleichung  des  Tangentenpaares 

16)  g) (u,  u)  f(y,  y)  -  ^tt/  =  0, 
^  wird  die  adjungirte  Form  der  linken  Seite 

17)  9  (<Pi  «'i  +  9»«  «^2  +  <)P3  »3)*  =  0- 

Demnach  verhalten  sich  die  Coordinaten  «n  o^i  ''s  ^^^  einen^  Tangente,  wie 


18) 


a^i  g>  —  Ju^*  :  «189'  —  '^«*i«*2  +  V3  V—v 


«23 V  -  ^t^^a  +  (PiV—V 
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Unter  8)  haben  wir  die  Coordinaten  li«  lt*  ^s  ^^  einen  Schnittpunktes 
der  (jeraden  u  mit  dem  Kegelschnitt  /*=0  bestimmt.  Daraus  ergeben  sich 
aber  anch  sofort  die  Coordinaten  «j,  a^^  a^  der  Tangente;  denn  es  ist 

«f  =  fl2ili+a«i«  +  aöl8^ 

daher  ergiebt  sich  

ff, :  er, :  ofg  =  g)  -  gjjUi  +  (a^u,  —  0,3««,)  /^ 

:     —  <Pi«8+(032**8  — 0^88«*«)/--^ 

=       —  ^'jt*!  +  (öl8**l  — «11^)  /^ 

.19)  <p  —  gj^u,  +  (0,5  u,  -  a,,  U3)  jZ-ip 

—  <P3**«  +  (<»«l  <*2  -  «22"l  )  ^-<P 

Genau  dieselben  Formeln  findet  man  aus  18),  wenn  man  dort  die  Ele- 
mente der  drei  Zeilen  bezw.  mit  crii,  a^^  atz  («=  1,2,3)  multiplicirt  und 
dann  colonnenweise  addirt.     Man  hat  dabei  zu  beachten,  dass  z.  B. 

«18       «I8**l  +  a28*^  +  ff88»^ 


ist. 


=  -^a,sUj~zfa„W5 


4«  Der  Aufgabe  3  polarreciprok  ist  folgende: 

Die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  zu  bestimmen,  welche 
von  dem  Punkte  x  an  den  Kegelschnitt  f=0  gehen. 

Die  Polare  des  Punktes  x  hat  die  Coordinaten  fi{x)^  f%{^)^  U{^)^  ^i^cl 
diese  schneidet  den  Kegelschnitt  in  den  gesuchten  Berührungspunkten.  Wir 
haben  daher  in  der  Gleichung  des  Panktepaares 

—  (qp  (u,  u)  tp  [v,  t;)  -  <3P  (w,  vf)  =  0 

Ui  durch  fi{x)  zu  ersetzen. 
Dann  wird 

fPi  (w)  =  «ii  /i  ix)  +  an  /i  {x)  +  cr.-s  ^3  {x)=^JXi 
und 

9» (u, u)  =  2:u,- g>< (u)  ^£fi{x)J0H^^  fix,  x). 

Folglich  heisst  die  Gleichung  des  Panktepaares 

20)  Jf{x,  x)q>{v,  v)  —  ^(x^v^+x^v^  +  x^v^y  =  0. 

Die  adjungirte  Form  der  linken  Seite  ist 

21)  -^/•(«,«).(/;y,+f,y,+/iys)*- 

Daher  ergiebt  sich  für  die  Coordinaten  des  einen  Berührungspunktes 
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22)  ==  "»^"'  ^^1^  ~  /s  ^-  -^Z"-  «22/*-  -^^2* 


:  «23/"-  -^«2^3  +  A  f^-  ^Z" 


:ff33/*— ^V- 
Unter  15)  haben  wir  die  Coordinaten  a^,  ctj,  «3  der  Tangente  bestimmt, 
welche   von  dem  Punkte  x  an  den  Kegelschnitt  geht     Daraus  können  wir 
wieder  die  Coordinaten  1^ ,  ^^  9  £3  ^^^  Berührungspunktes  finden ,  denn  es  ist 

^l  =  «ll«l+«J««2  +  a,3«3» 

5«  =«21«!  +  «22^2 +  «23  «37 

^    ^  .    vx      •   1.  ^3  =  «31«1  +  ««2«2  +  «33«3- 

Daher  ergiebt  sich 

ll  •  S«  •  ^8  = -^Z*— -^ /l  «l  +  («12^3  -  «13^2) /^Z? 

:       —  ^/-jiTj  +  (cr^a;,  —  crjgrcj)  ^—  /^/* 
:       —  Jf^  x^  +  (cr^giTg  —  «330:3)  j/—  z//* 

=       —  ^f%(Xii  +  («13^1  -  «11^3)  V-^f 
23)  :  df-  df^x^  +  («23 a:^  -  «,, rr3)  /- ^/^ 

:         -  /If^X^  +  (cfjgiTi  -  «3,  «3)  ^—^ 

=       —  /Sf^x^  +  (aiia?2  — or,ja:,)f/— z//* 
:       -  ^^3^2  +  («21^2  —  «22^1 )  ^-  "^f 

Dieselben  Formeln  findet  man  aber  auch  aus  22),  indem  man  dort  die 
Elemente  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Zeile  bezw.  mit  aii,  0^2,  ai3 
(t=  l,2y  3)  multiplicirt  und  dann  colonnenweise  addirt.  Man  hat  dabei  zu 
beachten ,  dass  z.  B. 

Oji     a„  a?i  +  0,2  «2  +  ^3^3 

«31       ^31  ^1  +  ^32  ^2  +  ^^8 


""  «13^2  ~  «12^3 


«tl  U  -  «31  /i  = 

ist 

Es  ist  klar,  dass  diese  rechnerische  Erledigung  des  Problems ,  von  den 

Thetarelationen  aus,  nur  solche  Endresultate  liefern  konnte,  welche  aus 
den  Formeln  der  allgemeinen  Theorie*  durch  geeignete  Specialisirung  her- 
leitbar  sind.  Rechnerische  Gründe  empfehlen  zudem  die  Beschreibung  auf 
Integrale  mit  entgegengesetzten  ünstetigkeitsstellen ,  ohne  dass  dadurch  der 
Allgemeinheit  Eintrag  gethan  würde,  da  die  Herstellung  weiterer  Formeln 
sich  blos  als  Anwendung  der  Additionstheoreme  der  Thetafunctionen  dar- 
stellt,  ähnlich  der  Methode,  welche  im  Anfang  des  Cap.  IV  befolgt  ist. 


♦  Vergl.  F.  Klein,  üeber  hyperelliptische  SigmafunetioneD.    Math.  Annalen 
Bd.  XXVI  und  XXXII. 

Heppenheim  a.  d.  Bergs tr.,  im  Februar  1889. 
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die  Gleichung  der  Asymptoten  der  üebergangscarve. 

Ist  c^=y,  80  zerfUllt  die  Uebergangscurve  in  die  nnendlich  ferne  Ge- 
rade und  in  eine  tricirculare  Curve  neunter  Ordnung,  und  ist  zugleich  r=5, 
so  ergiebt  sich  (von  der  doppelt  zählenden  unendlich  fernen  Geraden  ab- 
gesehen) eine  bicirculare  Curve  achter  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Punkte 
im  unendlich  fernen  Punkte  der  ^-Axe.* 

2.  Gleichung  1)  ist  in  Bezug  auf  a  und  h  vom  zwölften  Grade,  und 
zwar  fanden  wir  als  Glied  zwölften  Grades 

Femer  stellt  die  Gleichung 

einen  Kreis  dar,  dessen  Mittelpunkt  Sl  die  Strecke  AB  hm  Verhftltniss  -—r  =  — 
theilt    Ist  nun  k  eine  Wurzel  der  Gleichung 

2)     -»^Ä*  +  2r«(iw«-2c»)Är»+(4r*c«  +  45*c«-2r«5«-»i«)A;« 

+  2s»(iw«-2c«)Ä;~5*  =  0, 

so  berührt  der  betrachtete  Kreis  die  üebergangscurve  in  den  imaginären 
Kreispunkten,  d.  h.  Si  ist  der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  der  Üeber- 
gangscurve in  diesen  Punkten.  Ist  insbesondere  X;  reell,  so  ist  Sl  ein 
Doppelbrennpunkt  der  Üebergangscurve.  Die  Wurzeln  der  Gleichung 
2)  sind  nun  im  Allgemeinen  sämmtlich  verschieden,  folglich  hat  die 
Üebergangscurve  in  jedem  der  imaginären  Kreispunkte  im 
Allgemeinen  vier  verschiedene  Tangenten. 

Für  den  speciellen  Fall  des  gleicharmigen  KurbeL^etriebes  er- 
geben sich  hieraus  leicht  die  folgenden  Beziehungen:  Von  den  vier  Doppel- 
brennpunkten der  üebergangscurve  liegen  entweder  zwei  auf  der  Koppel 
und  zwei  auf  der  Normalhalbirenden  derselben  —  und  zwar  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  Koppelmitte  — ,  oder  alle  vier  auf  der  Normalhalbirenden, 
je  nachdem  c  +  y^2r  ist.  Ist  c  +  y=2r,  also  das  gleicharmige  Kurbel- 
getriebe ein  durchschlagendes ,  so  fallen  zwei  der  Doppelbrennpunkte  in  der 
Koppelmitte  zusammen;  die  beiden  anderen  liegen  auf  der  Normalhalbiren- 
den der  Koppel. 

3.  Für  6  =  r  liefert  Gleichung  1)  zweimal  a*  =  m*  — r*— «*  =  5*— y*. 
Die  Kreise  um  A  und  B  mit  den  Radien  r  bez.  s  berühren  also  die  üeber- 
gangscurve. 

4.  Beim  gleicharmigen  Kurbelgetriebe  ist  die  üebergangscurve 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Normalhalbirende  MY  der  Koppel,     um  in 


*  Dann  zerfallen  die  Koppelcurven  in  Kreise  und  Curven  vierter  Ordnung« 
Vergl.  Burmester,  Kinematik,  8.800  —  806. 
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diesem  Falle  die  Carves punkte  auf  MY  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  Gleic^l^. 
ung  1)  a=&,  r  =  s  und  erhalten  nach  einfacher  Umformung 

Die  üebergangscurve  besitzt  daher  auf  MY  zwei  Spitzen  S  and  T  xni| 
der  Tangente  MY  (Fig.  1).     Für  dieselben  ist 

rc  rc 


Die  Punkte  S  und  T  beschreiben  Koppelcurven  mit  drei  zasammem  fal- 
lenden Doppelpunkten  (Fig.  4). 

5.  Wir  untersuchen  zum  Schluss  die  Gestaltung  der  Eoppelcurvea  für 
ein  bestimmt  gegebenes  Kurbelgetriebe;  es  sei  z.  B.  c  =  2y,  r  =  5  =  y.  — 
Nehmen  wir  die  Koppelmitte  M  als  Coordinatenanfangspunkt,  Af  B  als 
x-Axe  und  setzen  wir  noch  x^-\-y^=^  k^y^,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung 
der  üebergangscurve  (Curve  cd  in  Fig.  1) 

60y*  +  (88A*-428A2  +  97)(|)V  +  *^(^'-l)'(-18^'-232X«  +  43)(|)V 


+  (X«-1)»(36A*  +  349X»-1)(|^W0. 


Die  Curye  ©  hat  —  wegen  r  =  s  =  y  —  die  Koppelendpunkte  ji  und  ^ 
zu  dreifachen  Punkten  mit  einer  dreifach  zählenden  Tangente  A.  A  B.     Für 

die  Spitzen  8  und  T  auf  JfF  folgt  y  =  +  -^.  also  LASB^  120^    Die 

beiden  Asymptoten  gehen  durch  M  und  bilden  mit  A  B  Winkel  von  30^. 

In  Fig.  2  ist  für  dasselbe  Kurbelgetriebe  die  Polcurve  p  constraiirt 
worden.  Die  Polcurve  ist  bekanntlich  fllr  jedes  Kurbelgetriebe  eine  bicit- 
culare  Curve  achter  Ordnung  mit  vierfachen  Punkten  in  A  und  B,  F^r 
r  =  5  fallen  die  beiden  Tangenten  in  jedem  der  imaginären  Elreispunkte  ts^^ 
der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen ,  so  dass  die  Polcurve  überdies  no^^» 
zwei  unendlich  ferne  Punkte  besitzt.  Im  gegenwärtig  betrachteten  Beisp^^^ 
sind  dieselben  reell;  als  Gleichung  der  Asymptoten  ergiebt  sich 

Von  den  vier  Tangenten  der  Polcurve  in  A  und  B  sind  je  zwei  imagia*^» 
die  beiden  reellen  bilden  mit  AB  Winkel  von  60®.  Auf  I£Y  liegen  z"^*® 
imaginäre  Doppelpunkte;  für  die  reellen  Punkte  G  und  H  ist  a=^2y. 

Die  Curven  w  und  p  theilen  den  Quadranten  XMY  der  beweg"**"^ 
Ebene  in  fünf  Flächenstücke:  FMS,  BFSG,  UBGY,  BPUV  mit  ^^^ 
Berührungspunkte  P  von  w  und  p  (vergl.  Fig.  3  in  fünffacher  Vergröße- 
rung), VBX.  Da  nun  jeder  Punkt  von  p  eine  Koppelcurve  mit  Rückk^*"^* 
punkt  beschreibt,  und  da  der  Rückkehrpunkt  die  üebergangsform  zwis<^*^^ 
dem  Knotenpunkte  und  dem  isolirten  Punkte  bildet,  so  können  wir  ^^ 
Formenwandel  der  Koppelcurve  für  alle  Systeropunkte  im  Quadranten  ^  -^  ^ 
ia  der  folgenden  Tabelle  darstellen: 
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1. 


7. 
8. 

9. 


Ort 
dM 

SyBtempnnktes. 


Flächenstück  FMS  . 


2.  :  Bogen  FS 

3.  I  Flächenstück  BFSG 

I 

r 

4  I  Bogen  BG 

I 

1 

6.    Flächenstück  ÜBGY 


Bogen  Bü 


Flächenstück  BP  UV 
Bogen  BV 

Flächenstück  VBX  . 


Doppelpunkte 

der 

erzeugten  Koppelcarre. 

8  Knotenpunkte 

1  Knotenpunkt,  1  Selbstberührungs- 
punkt  

1  Knotenpunkt,  2  coigugirt  imaginäre 
Doppelpunkte 

1  Rückkehrpunkt,  2  conjugirt  imagi- 
näre Doppelpunkte 

1  isolirter  Punkt,  2  coi^agirt  imagi- 
näre Doppelpunkte 

1  isolirter  Punkt,  1  Selbstberührungs- 
punKb  •••••••••••• 

1  isolirter  Punkt,  2  Knotenpunkte   . 

1  isolirter  Punkt,  1  Knotenpunkt, 

1  Büokkehrpunkt 

2  isolirte  Punkte,  1  Knotenpunkt  •  • 


Punkt  1,  Fig.  6. 
w     2,     „    6. 


«     4. 
«     6, 


»    7. 

„    8. 


w 


9. 


Punkt  6,  Fig.  11. 


In  der  vom  Punkte  P  erzeugten  Koppelcurre  (Fig.  10)  ist  ein  Knoten- 
punkt mit  einem  Rückkehrpunkte  vereinigt^  überdies  besitzt  dieselbe  einen 
isolirten  Punkt.  Für  die  Fälle  6  bis  8  konnten  die  Unterscheidungsmerk- 
male der  betrefifenden  Koppelcurven  bei  dem  zu  Grunde  gelegten  Maassstabe 
nicht  deutlich  veranschaulicht  werden. 

Braun  schweig,  27.  Juni  1889.  R.  Müller. 


XXV.  Eine  Erweiterung  des  DoppelYerhältnissbegriffes. 

1. 

Auf  einer  Geraden  q  seien  vier  Punkte  Ä^  B^  C^  D  gegeben,  für 
welche  (ÄBCD)^  J.  Wir  können  dieses  DoppelverhSltniss  —  wie  sich 
durch  ähnliche  Dreiecke  zeigen  lässt  —  in  folgender 


Weise  construiren.    Wir  errichten  in  Ä  und  D  zu  q 
die  resp.  Normalen  a,  d.    Auf  J.  bestimmen  wir  zwei 

Dann 


Punkte   A,  Ä^  derart,   dass  -7—r  = • 


Fuf.i. 


ziehen  wir  Ä^  B.     Diese  Gerade  treffe  d  in  2>*.    Wir 
projiciren  D*  aus  j4^  auf  q  und  erhalten  C. 

Diese  Construction  wollen  wir  verallgemeinem. 

Aj  B,  C,  D,  E  seien  fünf  Punkte  auf  ^,  von  AJ^' 
denen  wir  vier  —  -4 ,  J?,  2>,  JS?  —  kennen«     Aus  ihnen  werde  der  fünfte 
—  (7  —  durch  folgende  Construction  abgeleitet  (Fig.  1).    Wir  errichte»,  val 


^    ^ 


w 


B 

-da 
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A,  D,  E  die  Senkrechten  a«  d,  e  zu  q.  Auf  a  bestimmen  wir,  wie  oben, 
die  Punkte  Ä^,  A^,  Dann  ziehen  wir  A^ B,  Diese  Gerade  schneide  D  in  D^. 
A^B^  treffe  q  und  «  resp.  in  S^^  nnd  2J^  ¥nr  ziehen  die  Gerade  AiJB*. 
Ihr  Schnittpunkt  mit  ^  sei  C. 

Aus  dieser  Construction  folgt: 

1)  {AS^BD)  =  J 
nnd 

2)  (^  Sj  ci;)  =  J. 

Wir  eliminiren  S^^,  indem  wir  fttr  1)  und  2)  setzen: 

3)  S^A(AB-^AD)  =  {/1-l)AB.AB 
nnd 

4)  S^A{AC''JAE)  =  {J^1)AC.AK 

Mithin  ist: 

AB.AC.DE 

'  AD.AE.BC* 

Eine  einfache  Rechnung  zeigt,  dass 

AB.DE^  BE.AB  -  AE.BD. 

Setzen  wir  dies  in  5)  ein,  so  folgt: 

AC  BE     AC  BD         i AnrmJLi AnrTP\ 

Die  Abhängigkeit,  welche  wir  in  6)  unter  den  Punkten  A^  B^C^  D^E 
aufgestellt  haben,  wollen  wir  mit  dem  Symbol  {ABC DE)  bezeichnen.  Wir 
haben  somit  fOr  dasselbe  die  definirende  Gleichung: 

I)  {ABCDE)  =  ^  =  -{ABCD)+{ABCE). 

Wir  wenden  uns  zu  einer  Gruppe  von  sechs  Punkten  ABCDEF.    FOnf 
^  Fig.Z.  von  ihnen,  ABDEF^  seien  gegeben.  Wir 

construiren  (Fig.  2)  zuerst  einen  Punkt  8^ , 
F*     *■*--.  ^        ^  den 

cAf--      b   """:f  *?)  {ÄBS,D)=^. 

"  J     -*  «s^  ^        ^Hierauf  bestimmen  wir  C  in  der  Weise,  dass 
..•-'^*  8)  {AS^CEF)=:J 

ist.    Aus  7)  und  8)  eliminiren  wir  S^.    Zu 
A  k  diesem  Zwecke  setzen  wir  für  7)  nnd  8): 

9)  AS^{BD-JAD)  =  J.BA.AD 

nnd 

10)  AS^ij4C.EF+J.AE.AF)  =  J.AE.AF.Aa 

Also  ist: 
--,  AC.BD  .  AB.AC.EF 

Drucken  wir  diese  Abhftngigkeit  der  sechs  Punkte  A,  B,  C,  D,  E,  P  mit 
4mn  Symbol  {ABCDEF)  aas,  so  ergiebt  sich  die  definirende  Gleicbmig: 
U)       {ABCDEF)  ^J^  {ABCD)  -  {ABCE)  +  {ABCF). 


<d. 
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/  Damit  ist  der  Weg  gezeigt,  nm  eine  Abhängigkeit  zwischen  n  Punkten 

At  B^  C,  ...|  N  festzustellen.     Wir  definiren  dieselbe  durch  das  Symbol: 

lU)  {ÄBCD...N)=j4=^±  [{ÄBCD)-'(ABCE)  +  ...  ±{ÄBCN)]. 

Bei  dieser  Gleichung  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  n  gerade  ist  und 
das  untere,  wenn  n  ungerade  ist.  Soll  jetzt  zu  den  n— 1  Punkten  Ä^  Bf 
J}j  ...,  ^  der  Punkt  C  gesucht  werden,  so  verfahren  wir,  wie  folgt;  Wir 
construiren  in  iL D  ...^ die  Normalen  a,  d,  ...,  n  zu  q.    Auf  a  bestimmen 

-wIt  A^A^  nach  der  Bedingung  "-r-r= — - —     Je  nachdem  nun  n  gerade 

oder  ungerade  ist,  ziehen  wir  A^B  oder  A^B.  Mit  dieser  Linie  schneiden 
wir  d.  Den  Schnittpunkt  D*  verbinden  wir  mit  A^  oder  A^ .  Wir  zeichnen 
den  Punkt,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  e  trifft,  ziehen  nach  il^  oder 

A^  und  fahren  in  dieser  Weise  fort,   bis  schliesslich  eine  Gerade  durch  A^ 

ocLer  A^  aus  q  den  gesuchten  Punkt  C  schneidet 

Wir  führen  einige  Benennungen  ein,   welche  die  Stellung  der  Punkte 

in    der   allgemeinen  Gruppe    charakterisiren.      A   sei   der  Hauptpunkt, 

B  der  Anfangspunkt  und  C  der  Endpunkt  der  Gruppe. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  der  entwickelten  Abhängigkeit  der  n  Punkte 

-^t  B,  ...,  N  noch  eine  andere  Form  geben.     Lösen  wir  die  Doppel  verhält- 

liisse  von  III)  auf,  so  ergiebt  sich: 

^ir    ftlhren  nun  den  Begriff  des  Exponenten  der  Punkte  C,  D,  ...,  ^  in 

^£ug  auf  die  festen  Punkte  A^  B  ein.     Seien  diese  Exponenten  mit  Pc» 

AC  AD  AN 

Pi*    ,..,  pn  bezeichnet,  so  ist  Ptf  =  ^'  ^^^BB'   "'*  ^^^'BN'     ^^ 

'iQt^^n  wir  diese  Schreibweise,  so  geht  III)  über  in: 

■^  Pe         Pd       Pe        Pf  ""  P«        . 

2. 

Wir  projicireii  jetzt  die  Figur,  welche  die  Construction  des  Punktes  G  aus 

^  -fiD . . .  ^  darstellte ,    aus  einem   beliebigen  Centrum  auf  eine  beliebige 

^^^«ne.    Hierdurch  erhalten  wir  eine  neue  Figur,  welche  zu  der  ursprüng- 

uolieii  perspectivisch  liegt.     Doppelverhältnissgleichheiten   der  einen  Figur 

tlV>eriragen  sich  auf  die  andere.     Daher  ergiebt  sich  für  die  neue  Figur  (3) 

folgendes:    Die  Geraden  a,  d,  t,  ...,  f»,   welche  die  Projectionen   von  a, 

^9  «..,  n  der  ursprünglichen  Figur  sind,   müssen  durch  einen  Punkt   T 

gehen.    Er  ist  die  Projection   des   unendlich  fernen  Punktes  T«i   welcher 

^  XQ  ^  senkrechte  Richtung   angiebt.     Verbinden   wir  T  noch  mit  den 

'^Ottkten,  welche  die  Projectionen  von  B  und  G  gi»'  «n  6,  c  diese 

Verbindungslinien,   so  haben  wir  in  der  neaen  \  el  von  n 
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Geraden  a,  &,  c,  ...,  n  darch  T,     Dieses  ist  perspectivisch  zu  der  Reihe 
der  Punkte,  welche  Ay  B^  C,  ..,,  N  entsprechen.     Folglich  ist  das  Doppel- 

verhftltniss  von  je  vier  Strahlen  dieses 
Bttschels  gleich  dem  resp.  Doppolverhält- 
niss  der  Punkte,  durch  welche  diese 
Strahlen  gehen.  Die  Doppelverhältnisse 
der  Punkte  sind  aber  den  resp.  Doppel- 
verhKltnissen  ihrer  Originale  gleich.  Die 
Abhängigkeit  der  letzteren  Doppelver- 
hKltnisse  von  J  haben  wir  in  Gleichung 
III)  aufgestellt,  üebertragen  wir  diese 
AbbäDgigkeit  auf  die  Strahlen  a,  b,  c,  ...,  n,  welche  durch  T  gehen,  und 
bezeichnen   wir  dieselbe  mit  dem  Symbol  (a&c.n),   so  gilt  für  dasselbe: 

(a6cd...f»)  =  z/=  +  [(a6cd)  — (a6ce)  +  «««  +  (ahcn)] 
V)  _^      rainac  fsinhd      smhe  ,  5i«6f»\"| 

--  Vsinhc\8inad      sinae  '^sinan^J 

Wir  nennen  a  den  Hauptstrahl,  h  den  Anfangsstrahl  und  c  den 
Endstrahl  der  Gruppe  von  n  Strahlen  durch  T. 


3. 

Wir  wenden  uns  nochmals  zum  Punkte  2,  von  dem  unter  2  die  Rede 
war.  Er  muss  mit  den  Punkten  Ä^  Ä^^  Ä^^  welche  die  Bilder  der  gleich- 
namigen Punkte  von  der  ursprünglichen  Figur  sind,   das  nämliche  Doppel- 

ÄÄ 
verhältniss  bilden ,  wie  T^^  mit  den  letzteren  Punkten.     Nun  war  J  =  -t—t^ 

=^{AiA^AT^).     Folglich  ist  in  der  neuen  Figur  (AiA^AT)^^. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  köunen  wir  eine  allgemeinere  Coustruction 
des  Punktes  G  aus  AB...Ny  J  ableiten,  als  die  unter  1  entwickelte,  und 
femer  eine  Coustruction  des  Strahles  c  aus  den  Strahlen  abd,.,n  und  J. 

Bei  der  ersten  Coustruction  ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade 
und  bestimmen  auf  ihr  eine  Punktegruppe  nach  der  Bedingung  (A^  A^  AT)  =  J. 
Dann  zeichnen  wir  ein  Polygon,  dessen  Seiten  abwechselnd  durch  A^  und 
Ag  gehen  und  dessen  Ecken  auf  den  Geraden  liegen,  welche  T  mit  DE ,,.  N 
verbinden.  Wir  beginnen  diesen  Polygonzug  mit  einer  Geraden  durch  A^ 
oder  A^ ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist  Auf  der  Schlusslinie  des 
Polygons  liegt  C  (Fig.  3). 

Bei  der  zweiten  Coustruction  sind  n  — 1  Strahlen  ab...n  durch  einen 
Punkt  T  gegeben.  Wir  construiren  auf  a  die  Punktegruppe  (A^A^AT)  =  z/. 
Hierauf  ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade  g ,  welche  h  in  B  schneide. 
B  verbinden  wir  mit  Ai  oder  A^ ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
Diese  Verbindungslinie  treffe  d  in  D*.  Wir  ziehen  D*A^  oder  D*Ai  und 
fahren  so  fori     Wir  erhalten  ein  Polygon  BD*E*..,  N*^   dessen  letzte 
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Ecke  C  in  p  liegt     Durch  C  geht  c    Ein  üeberblick  über  beide  Construc* 
tionen  zeigt,  dass  diese  zwei  verschiedene  Deutungen  derselben  Figur  sind. 

4. 

Wir  stellen  nun  fQr  die  Punktegruppe  {j^BC ...  N)  =  d  einige  spe- 
ciellQ  Lagen  zusammen,  bei  denen  die  allgemeinen  Constructionen  sich  ver- 
einfachen. 

1.  Ist  /f=  +  ^j  so  ist  ^—1  =  —  ^.  Fuhren  wir  unter  dieser  Be- 
dingung die  Construction  von  C  nach  der  in  1  entwickelten  Methode  durch, 
so  können  wir  einen  der  Punkte  ^j,  A^  beliebig  wählen.  Die  Strecke 
zwischen  ihm  und  dem  andern  Punkte  muss  durch  Ä  halbirt  werden. 
Zeichnen  wir  C  nach  der  in  3  abgeleiteten  Construction,  so  ist  T  der  vierte 
harmonische  zu  Ä  in  Bezug  auf  ÄiÄ^.  Dementsprechend  wollen  wir  in 
diesem  Falle  C  den  n^^^  harmonischen  zu  B  in  Bezug  tixxf  AD ...  N 
nennen.  Die  Gruppe  (ABC ...  N)=^^  sei  eine  harmonische  Gruppe. 
Für  sie  geht  N  über  in : 

^Pe        Pd       Pe  —  Pn 

2.  Ist  jd  =  —  ly  SO  ist  /i  — 1  =  — 2.  A^  liegt  in  der  Mitte  von  A 
und  dem  willkürlich  gewählten  Punkte  A^.  T  ist  der  vierte  harmonische 
zu  A^  in  Bezug  auf  AA^.  Der  Punkt  C  ist  mit  den  übrigen  durch  die 
Relation  verbunden:  i         i        i  i 

+  — = •••H » 

Pe         Pd       Pe  Pn 

bei  der  das  obere  Zeichen  für   ein  gerades,  das  untere  für  ein  ungerades 
n  gilt. 

3.  Wir  nehmen  an,  dass  der  Punkt  A  unendlich  fern  liege.  Dann 
geht  III)  über  in: 

(ABC...N)^J=±^[BD-BE...±BN] 

^^®'^'  ±JBC=BD-BE...±BN. 

Machen  wir  B  zum  Nullpunkt  und  sei  BC,  BD...  gleich  c,  d,  ..., 

Die  Construction  von  C  führen  wir  in  diesem  Falle  am  einfachsten  so 
durch,  dass  wir  die  Richtungen  der  unendlich  fernen  Punkte  A^^  A^  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  einen  Punkt  von  q  —  etwa 
durch  B  —  zwei  Gerade,  deren  Neigungen  gegen  q  der  Bedingung  ge- 
nügen :   -—  =  ' — -*  •     Dann   sind  A. ,  A  die  unendlich  fernen  Punkte 

dieser  Geraden. 

Soll  G  der  n^®  harmonische  zu  B  sein,   d.  h«  soll  construirt  werden: 

+  ^  =  d  — e...  +»,  so  ist  ^i^T^i  und  im  üebrigen  willkürUcb. 
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Ist  zf  =  — •  1,  d.  L  soll  constroirt  werden:  +c  =  d— e...  +  «»f80 hallnt 
die  Richtnngslinie  von  A^  den  sonst  willkürlichen  Winkel  g>^. 

4,  Rückt  der  Anfangspunkt  Ä  der  Gruppe  ins  Unendliche ,  so  wird  der 
Endpunkt  Cm  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Dieselbe  erhält  eine  einfachere  Form,  wenn  wir  AC^  AD^  ...  gleich  e.<i, ... 
setzen.     Dann  ist:  ^       i        i  i 

H =T •••"!"  — • 

Für  ^=\  ist  Cm  gegeben  durch: 

-^  ——  =S — •  •  »"^ • 

—  2c      d  e  —  n 
Für  ^  =  —  1  ergiebt  sich  Cm  aiis: 

_1       1  1  ,1 

*    c       d  e  —  n 


5. 

Wir  machen  von  den  aufgestellten  Erklärungen  eine  Anwendung  auf 
die  Curventheorie. 

In  einer  Ebene  B  seien  n  —  l  Gerade  aß8 .,,  v  und  ein  Punkt  P  ge- 
geben.    P  sei  Scheitel  eines  Strahlenbüschels  in  B.    Jeder  Strahl  q  schneidet 
aus  den  Geraden  aßS  ...v  w—  1  Punkte  ABB  ...  N.    Wir  suchen  den  n** 
Punkt  (7,   welcher  der  Bedingung  genügt:   {ABCB...N)^J  und  fragen 
nach  dem  Orte  der  Punkte  C     Zur  Beantwortung  dieser  Frage  gehen  ^' 
von  der  Ebene  B  in  den  Baum  über.     Wir  errichten  in  P  eine  Normale  p 
zu  B.     In  o  d  ...  V  denken  wir  uns  die  Normalebenen  A  D  . . .  N  zu  B  con- 
struirt.     In  der  Ebene  A  ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  8  von  a  uo^  P 
zwei  Gerade  cr^,  a^,  deren  Neigungen  q>^^  q>^  gegen  a  durch  das  Verhälii^^ 

f — -  =  — - —  bestimmt  seien.     Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl ,  so  erhaltea  ^^ 

den  Ort  der  Punkte  C  in  folgender  Weise:  Wir  legen  zuerst  eine  Et>®^^ 
durch  «j  und  ß.    Wir  zeichnen  ihre  Schnittlinie  ä*  mit  der  Ebene  D.  X)^^ 
ziehen  wir  die  Transversalen  zu  a,,   6*  und  p.     Sie  erfüllen  eine  He0^' 
schaar  R^     Die  Ebene  E  schneidet  B'  in   einem  Kegelschnitte,   wel<?^^ 
durch  den   unendlich  fernen  Punkt  von  p  geht.     Wir  constrniren  jetst    ^ 
Transversalen  zu  diesem  Kegelschnitte»   zu  p  und  a^.     Sie  gehören 
Regelfläche  dritten  Grades  R'  an.   |?  ist  eine  doppelte  Gerade  von  B^ 
Ebene  F  schneidet  aus  R^  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  on« 
lieh  fernen  Punkt  von  p  zum  Doppelpunkte  hat.   Die  Transversalen  zu  di< 
Curve  dritter  Ordnung,  zu  p  und  a^,  liegen  auf  einer  Begelflfiohe  vi9^ 
Ordnung  R^,  welche  p  zur  dreifachen  Geraden  hat.    R^  schneiden  wir  mi^ 
und  fahren  in  dieser  Weise  fort.     Schliesslich  gelangen  wir  zu  einer 


»a. 


C^,  Cp,  «o  tt»t  sicli  der  gefndcae  Z«sftBi««ttküii^  twvM'W«!  Oy<Y  ^^  *^^ 
drUdEea:  Eis  enttpreelieBdes  Sebneapaar  umKtiUl  mil  a,  <%  ^^>( 
den  Gerades,  welcke  die  eatspreelieadi^a  Kii\)puiiklfi^  ^l^v  9^^^^^^ 
Terbinden,  eiaen  Kegelschnitt« 

Dieser  Sats  gestattet  eine  einfache  Linea)coii»tnuHi\M\  \W  0\UYKk  t^ 
ans  Cq.  Halten  wir  nlmlich  X^Xp  fest«  wtüin^mt  )*«  i\\P  K\\tvi^  t^  \\\\\yA\ 
l&uft,  so  ergiebt  sieb  C^  als  Ort  entsprechender  8Urah)«kii  ^\m\  %\<^\  \M\9\A\^\\s^ 
welche  P  ond  X^  xa  Scheiteln  haben.  Die  i\>rr<vii|Hnuh»iu  «li^i'  Hhuhli^H 
dieser  Büschel  wird  dadurch  festgesetit,  das«  jVd^r  8l4rahl  |iy  luU  Mi  n«  |ii 
und  XqYq  einen  Kegelschnitt  bestimmt  An  ihn  ^hl  m$  X|i  ndii«  »v^i^lM 
Tangente,  welche  q^  entspricht 

Tritt  an  Stelle  der  Sehne  X>JxJ^ii^^  TangenUi  In  .V^  an  (\||  m\  wll'it 
aas  der  entsprechenden  Sehne  Xp  Yp  die  TangenUi  In  Xm  IMI  f'  •  \H\t 
Kegelschnitt,  welcher  a,  n^  ^,,  ^^  und  diese  TauKailliin  Wttbrki  WIM 
jetzt  q»  im  Schnittpunkte  Yon  ^«fy,  d.  b.  in  P  barttbflii     Nl  Mfl  ftU 
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Die  Tangenten  in  zwei  entsprechenden  Punkten  von  G^^Cp 
an  diese  Curven  umhüllen  mit  a,  n  einen  Kegelschnitt,  derii 
P  von  der  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  be- 
rührt wird. 

Damit  ist  ein  Mittel  gegeben,  um  aus  den  Tangenten  von  Cq  diejeoiga 
von  Cp  mit  dem  Lineal  zu  zeichnen. 

Zürich,  März  1 889.  Dr.  Chr.  Bbtel. 


XXYL  Znr  Theorie  der  mehrwerthigen  Fnnctionen. 

l.  In  einigen  wichtigen,  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Äkadmk 
erschienenen  Arbeiten*  betrachtete  Herr  L.  Fuchs  die  Theorie  der  Du»- 
rentialgleichungen  von   ganz   neuen  Standpunkten  aus,  und  setste  maneko 
merkwürdigen,   bisher  unbeachtet  gebliebenen  Eigenschaften  derselben  ins 
Licht.    Dabei  bemerkte  er,**  dass  ein  mehrwerthiges  Integral  einer  Diffneii* 
tialgleichung   von  zweierlei  Art  sein  kann;    entweder  n&mlich  die  WerÜie 
des  Integrales,   welche  irgend  einem  Werthe  der  unabhängigen  Vezänder- 
lichen  entsprechen,  yertheilen  sich  über  die  complexe  Ebene  in  discretes 
Punkten,  oder  sie  bedecken  eine  oder  mehrere  Flächen.    In  diesem  letsteoi 
Falle  kann  nach  ihm  das  Integral  als  eine  analytische  Function  der  imal> 
hängigen  Veränderlichen   keineswegs  aufgefiEisst  werden.      Diese  letzte 
hauptung  wurde  schon  von  Casorati***  angefochten,     Dass  aber  auch 
Fuchs 'sehe  Ausdrucksweise  nicht  ganz  correct  ist,  erhellt  aus  dem  Cifi- 
tor 'sehen  Satze, "^^  nach  welchem  die  Werthe,  welche  eine  Function  f&reir»^n 
und  denselben  Werth  der  Variabein  annimmt,  eine  abzählbare  Menge  bildeSi 
und  folglich  keine  Fläche  bedecken  können.     Nichtsdestoweniger  kann  ^^ 
oben  angeführte  Eintheilung  als  Leitfaden  zu  einer  Classification  der  malv- 
werthigen  Functionen  dienen;  und  dadurch  kann  man  leicht,  mit  Benntioii^ 
einfacher  functionentheoretischer  Sätze,    zur  Begründung   einiger  von  d^ 
Fuchs'schen  Theoremen  gelangen.     Indem  ich  die  Ausführung  dieses  i^^ 


*  Ueber  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feste  VenweigUDgqtca^ 
besitzen  (Sitzungsber.  1884,  S.  699);  —  üeber  den  Charakter  der  Integrale  n.  ^^• 
(Sitzungsber.  1885,  S.  6);  — -  üeber  die  Werthe  u.  s.  w.  (Sitzungsber.  1886,  S.  *''^)- 
Siehe  auch:  Poincarä,  Sar  un  th^or^me  de  M.  Fuchs  (Compt.  rend.  XCIX,  ^-^^ 
und  Acta  math.  VII,  S.  1). 

»*  Sitzungsber.  1886,  S.  11—12. 

***  Les  fonctions  d'une  Beule  variable  etc.,  Les  lieux  fondameotaux  ete.  i^^ 
math.  VIII.) 

t  Beweis  von  Vol terra  in  den  Rendiconti  delPAcc.  dei  Lincei  I88S2  ^" 
funzioni  analitiche  polidrome,  —  und  von  Poincarä  in  den  Rendiconti  del  ^^' 
mat.  di  Palermo  1888:  Sar  une  propri^t^  des  fonctions  analytiques.    Sieh^  ^^ 
meine  Notizen  in  den  letztgenannten  Rendiconti  1888,  S.  135  und  150. 
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ten  Gedankens  auf  eine  spätere  Gelegenheit  verschiebe,  beschränke  ich  mich 
gegenwärtig  auf  wenige  Worte  über  die  Eintheilung  der  mehrwerthigen  Func- 
tionen in  zwei  Familien  und  auf  einige  damit  zusammenhängende  Betrach- 
tungen. 

2.  Ist  y  =  f{e)  eine  monogene  Function  und  J,  die  Punktmenge,  welche 
die  Werthe  von  y  för  einen  bestimmten,  aber  willkOrlichen  Werth  von  e 
in  der  ^- Ebene  darstellt,  so  können  sich  zwei  Fälle  ereignen.     Entweder 

a)  ist  die  Punktmenge  J«  in  keinem  Bereiche  überall  dicht,*  oder 

b)  die  Punktmenge  1%  oder   ein  Theil  derselben   ist  in  einem  oder 
mehreren  Bereichen  überall  dicht. 

Es  leuchtet  ein,  dass,  welches  auch  g  sei  (von  speciellen  Werthen  etwa 
abgesehen),  die  Beschaffenheit  von  Js  sich  nicht  ändert;  man  kann  demnach 
die  Functionen  in  zwei  „  Familien '^  eintheilen,  je  nachdem  J.  für  willkür- 
liche Werthe  von  e  von  der  Beschaffenheit  a)  oder  h)  ist. 

Die  erste  Familie  umfasst  insbesondere  die  einwerthigen  und  die  endlich- 
vielwerthigen  Functionen  und  ihre  ümkehrungen,  die  zweite  die  drei-  oder 
mehrfach -periodischen  Functionen  und  ihre  ümkehrungen. 

Man  kann  im  Allgemeinen  folgenden  Satz  aufstellen: 

Die  Function  y  =  f{e)  und  ihre  ümkehrung  iS  =  <p  (y)  gehören  einer 
und  derselben  Familie  an. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  hat  man  nur  zu  zeigen,  dass,  wenn  y=:f(js) 
von  der  zweiten  Familie  ist,  dasselbe  von  z=^(p{y)  folgt  Setzen  wir  also 
voraus ,  y  =  f(z)  gehöre  der  zweiten  Familie  an.  Dann  kann  man  aus  dem 
Inbegriffe  der  Werthe  von  y  für  e^=  Z^  eine  derartige  überall  dichte  Theil- 
menge  H{Yi)  ausscheiden,  dass  die  Differenz  irgend  zweier  Elemente  der- 
selben eine  vorgegebene  Grösse  absolut  nicht  übertrifft.  Die  Function 
if  =  g>(y)  nimmt  für  y  =  Ti  (t=  l,  2,  ...)  unter  Anderem  den  Werth  js  =  Z^ 
an.  Geht  man  nun  in  der  y- Ebene  von  F,(i}>])  nach  Fj  längs  einer  sehr 
kurzen  Linie,  welche  durch  keinen  singulären  Punkt  der  Function  e  =  q}{jf)  hin- 
durchgeht, und  nimmt  man  Z^  als  Anfangswerth  dieser  Function  an,  so 
wird  der  Endwerth  Zj^^  derselben  von  Z^  sehr  wenig  abweichen.  Indem 
man  für  alle  Werthe  2,  3,  ...  von  i  derart  verfährt,  erhält  man  eine 
Werthemenge  Z^,  Z/^\  Z,^\  ...,  welche,  wie  man  leicht  zeigt,  überall 
dicht  ist  und  deren  sämmtliche  Elemente  dem  Werthe  y=Y^  entsprechen. 
Damit  ist  bewiesen,  dass  e=^q>(y)  der  zweiten  Familie  angehört. 

3.  Es  sei  insbesondere 

1)  y  =  M 

das  Integral  einer  algebraischen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
mit  isiolirten  singulären  Punkten 

_  y'"  +  t|;,ry,£?)y'"-i  +  ...  +  t^«fy,£f)  =  0, 

*  Siehe  G.  Cantor  in  den  Math.  Ann.  XV,  S.  2  und  Acta  math.  II,  S.  851. 


384  Kleinere  Ifittheilnngen. 

und  setzen  wir  yorans,  1)  sei  eine  unendlich  vielwerthige  Fanction  Tonder 
zweiten  Familie.  Ist  J^  eine  Überall  dichte  Theilmenge  Ton  1,9  u>d  >iB^ 
y^  y   zwei    einander    hinlänglich  nahe  gelegene  Elemente  Ton  7^,  jfj^y 

+  — 5ief,  yi  =  y  +  ;p^iB^  die  Werthe,  in  welche  y  bezw.  y  übergehen, 
wenn  man  von  »  ans  nach  jer,  =  jer  +  djer  längs  einer  sehr  kurzen  Linie  geht, 

so  weichen  die  n  Werthe  von  -^  von  den  n  Werthen  von  -^  sehr  wenig 

Ab  dB 

ab;   und   wenn  man  für  -;^9   -^  zwei  einander  entsprechende  Werthe  an- 

dB    dB  _ 

nimmt ,  so  sind  die  hieraus  entstehenden  Werthe  von  y^^ ,  y,  sehr  wenig  tou 
einander  verschieden.     Es  ergiebt  sich  daraus,  dass,  wenn  b  den  Werth  B^ 
annimmt,  J%  in  eine  andere  Überall  dichte  Menge  oder  wohl  in  mehrere 
derartige  Mengen  Übergeht. 

Es  möge  jetzt  k\  ein  Element  von  Ix  bedeuten,  welches  cf«  nicht 
gehört.  Ziehen  wir  in  der  jer- Ebene  durch  b  eine  geschlossene  Linie 
welche  durch  keinen  singul&ren  Punkt  der  Function  1)  hindurchgeht  ma.^ 
den  Werth  y  derselben  in  ti\  überftlhrt,  und  wenden  die  obige  Schln8swei^i>< 
nach  und  nach  auf  den  üeberschritt  von  jedem  Punkte  der  Linie  0  zu  eine 
naheliegenden  Punkte  derselben  an,  so  schliessen  wir,  dass  17  ein  Elem( 
einer  überall  dichten  Menge  sein  muss,  welche  natürlich  eine  TheilmeD] 
von  is  ist,  d.  h.: 

Die  Menge  der  Werthe  der  Function  1) ,  welche  einem  und  demselh^si 
Werthe  von  b  entsprechen,   ist  entweder  selbst  überall  dicht,   oder  sie 
steht  lediglich  aus  überall  dichten  Theilmengen. 

Man  tu a,  den  20.  August  1889.  G.  Vivakti. 


TAFEL  ^ 
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Text  des  Codex  Tleniiensis  no.  375  anf  fol.  2?'. 


I])fer[i]OTtiiD  differentianim  prima  sab  anperiorii  düpoticionü  nltima  ponitar.  ( 
qn^qne  ■nperioram  oom  omnibui  |  inferioriboa  conferatur.  in  qua  collectione  li  qoia 
«•aerit  ipedei,  super  preBentialitatein  coDlatam  locetur.  u  aero  '  «ecnnd^,  ad  aecundan 
fcvatnr.  Uerbi  ^ratia;  Seconde  ipeciei  diipoüdo  lic  fiat  Fonator  prima  multiplicaiii 
«xtreiua  maltiplicaiitii.  Proponatoc  ergo  nobit  in  prima  Bpede.l0.24.per  306  muftipliu 
hoo  modo,  iate  Bimt  differentie:  9876&43210. 
(Die  mm  folgenden,  Mwie  die  seitlich  itehenden  Buchitabenreihen  werden  hier  wegge! 
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hon  I  diel  prindpator,  toti  diei  DCmen  inatitait    Indpieni  ergo  a  sole  cni  übet  ■ 

«t   pre.^cedenti  hoiam  deputa  ueque  ad  XXHII  et  quicunque  primui  sit  planeta,  ab  eo 
■"■^  I  conformato. 

DB  AVDITIOBE.  |  Si  antem  addere  uoluimus.  UDUsquiaque '  Bab  ano  genere  ratiofo 
nrimoj  ponatar,  eri^atur,  Si  autem  excreueritin  aliqua  aifierentiarutn  delnariuB,  ad  eupi 
origatar.  8ed  d  nibil  remnDierit  in  aliqua,  [  difre  ponatur.    DE  DIMINVTIONE.  In  dimi 

a'       aoqne  [  unniqQiique  ponendae  e«t  in  prima  Etatioue  et  minor  de  inaiori  aure|rendue  ei 
i    Bnperior  minor  fuerit,  nel  etiam  nihil  haboerit,  imitae  aurerenda  de  eequentibm. 
'    -neonda,  in  prima  denariam,  idem  in  cuuctis  eignificabis.    est  autem  notandum,  in  addi< 
LiDinntione  f  inidnin  a,  primia  debere  surai.    DE  HEDIATIONE.    Cum  uero  mediare  ii 
ilnentea  inidum  a  prima  diETeretitia.    si  numeraa  inpar  faerit,  mediando  parem  I  pro 
>h  prorxima?]  eadem  difl'erentia  ...    DE  DIDISIÜNE.    Ultima  diuidenUsJ  Bob  ultima  di 
'' —    ü  minor  nel  equalia  fuerit.    ei  uero  ma;ior,  seciindetur.    ultima  diuidentia  quol 
lel   ul|timia   diuidendi   faerit,   denominatiooe   Hujiflr  primam  |  diuiBoriB   poiita, 
__,__       auiferatur  de  reliquo.     PRÜBÄTIO  D1U1|S1UK1S.     Si  diuUiouem  probare  |  u 
danominatioDem  |  per  diuiBorem  multiplica. 

Florem  .  Peperit .  Qenitriz  .  Karuib  .  Lux  ,  Cclcatis  .  Zell  .  Oenuit  .  Beatutu  ,  Totis . 
im  .Pratit.  jAnimam.Virii.  Lumina. Capitibus. Quid. Est .  Bauum  .Toti«.  Dedit.ädi 
I ,  Fraüibni .  Creator .  Cur[reiitibUB .  YonuloB .  Üuine .  Bonum  .  Tribuit .  Karitaa. 
Si    qni«   prime  Bpedei   aliquid   eiuadem   multiplicauerit,   difierentiam   maioria   de 

jra  et  denominä.ttonem  facere,  ditFerontiaa  eorum  inlcr  ae  ducerg  et  ei  dem  addere  ( 

Atima  mnltiplicantiii  sub  ulti|ma  maltiplicandi  ponitur,  et  uuaqu^que  euperiorum  cum  o 
WbrioriUi«  coufertur.  et  Bi  quid  pump  apeciei  excrevcct,  |  aupiT  pr<;eentia1itat«m  o 
yomtDr.  Bed  ai  denariui  excrescet,  au  auperiorem  ditl'erentiam  trausferatur.  Si  mul|tiplira 
probare  uolamna,  ipBam  noucnario  diaidemu«  et  lenduuin  pre  notu  Beruabimua.  Item  |  m 
OUitem  lepatantei  multiplicatumque  noucrario  diuideiiiua.  et  aupcrfliioB  inter  ae  ductuB  « 
nria  I  diniiione  diuidemuB  reaiduum  üae  errore  aimilcm  uot^  iuueniemuB.    0  8  16  5  4 
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Die  ersten  Bestimmungen  der  Rotationsdauer  der  Sonne 
durch  Beobachtung  der  Sonnenflecke. 


Eine  historische  Skizze 

Ton 

E.  Gelcich. 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  1- 16. 
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Der  eigentlichen  Besprechung  unseres  Themas  lassen  wir  zunächst 
einige  ganz  kurze  Worte  über  die  ältesten  Wahrnehmungen  der  Sonnen- 
flecke überhaupt  vorangehen. 

Obwohl  man  über  die  Existenz  der  Sonnenflecke  erst  mit  der  Erfindung 
des  Femrohres  Gewissheit  erlangte,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass 
grössere  Flecke  schon  früher  auffielen.  So  glaubte  man  z.  B.  im  Jahre  807 
einen  Merkurdurchgang  vor  sich  zu  haben,  während  es  sich  offenbar  um 
einen  grossen  Fleck  handelte.  Ein  anonymer  Schriftsteller  der  damaligen 
Zeit  berichtet  über  diese  Erscheinung  wie  folgt: ^)  et  Stella  Mercurii  XVI 
Kai.  Äprü.  Visa  est  in  Sole,  quasi  paruula  macula  nigra,  paülo  supenus 
medio  centro  ^usdem  sideris,  quae  a  nobis  octo  dies  conspecta  est.  Sed 
quando  primum  intrauit  et  euixit,  nübilms  impedientibus ,  minime  notare 
potuimus.  Da  nun  ein  Merkurdurchgang  nicht  so  lange  dauern  kann,  so 
kann  unser  Anonymus  nur  einen  Fleck  gesehen  haben.  Littrow  führt 
in  seinen  Wundern  des  Himmels  den  berühmten  Arzt  aus  Cordova,  Aver- 
roes  an,  der  die  ersten  Flecke  sah,  immer  jedoch  in  der  gleichen  üeber- 
zeugung,  es  handle  sich  um  einen  Merkurdurchgang.  Auch  Kepler  hielt 
einen  Fleck  ftir  einen  Merkurdurchgang^)  und  überzeugte  sich  erst  des 
Gegentheiles ,  als  ihm  die  Rechnung  nachwies,  der  genannte  Planet  habe 
sich  an  dem  betreffenden  Tage  nicht  in  Conjunction  mit  der  Sonne  be- 
funden.    Dafür  beanspruchte  er,  wenn  auch  nur  theil weise,  die  Ehre  der 


1)  Joan.  Beuber,  CoUec.  Soriptomm  rerom  germanicamm.   8. 27. 

2)  Er  beobachtete  den  Fleck  am  Sonnenlicht,  welohM  er  f*  ' 
obscura  aufißng. 

Hlit-lit  Ahtblg.  d.  SMiachr.  t,  Jf  Atb.  a  Pbjt-  XXXXV,  1. 


Historisch- literarisehe  Abtheilung. 

Entdeckung  der  Sonnenflecke ,  wie  dies  aus  der  Einleitung  zu  seinen  Ephe- 
meriden  von  1616  hervorgeht,^)  wo  er  schrieb:  Fdix  sum  eo  ipso,  quod 
primus  hoc  sectdo  maeularufn  ohseruator;  eripio  ergo  süio  tuo  pcUmam  hanc 
eodem  iure,  quo  Marius  QälUeo  sateUUii  Jouiälis  primum  visi  laudem  eripuU. 
Nam  8%  ego  nesciui,  me  sölis  videre  maciüas,  nesciuü  et  iUe  principio,  se 
Jouiales  sateUües  aspicere,  cum  tarnen  adspiceret  u.  s.  w.  Später  giebt  er 
zu,  dass  der  eigentliche  Entdecker  ein  gewisser  Johann  Fabricius,  Sohn 
des  Seelsorgers  David  Fabricius  zu  Ost  eil  in  Ostfriesland  war. 

Durch  die  Entdeckung  des  Femrohres  gewann  man  Mittel»  die  Flecke 
näher  zu  untersuchen,  und  wir  haben  nun  gleich  eine  Reihe  von  Beobach- 
tern, die  unabhängig  von  einander  arbeiteten.  Der  früher  genannte  Fabri- 
cius brachte  gelegentlich  einer  Reise  nach  Holland  ein  Femrohr  nach  seiner 
Heimath,  welches  er  mit  seinem  Vater  zusammen  gegen  das  Tagesgestim 
richtete.  Nicht  nur,  dass  er  die  Sonnenflecke  beobachtete,  sondern  er  merkte 
sich  auch  die  Zeit  an,  an  welcher  sie  bestimmte  Lagen  einnahmen,  und 
als  er  sie  wieder  in  gleicher  Stellung  bemerkte,  notirte  er  die  Rota- 
tionsdauer der  Sonne  an.  Seine  1611  in  Wittenberg  erschienene  Schrift: 
„Joan  Fabricii  Phrysi  de  maculis  in  sole  obseruatis  et  apparente  earnm 
cum  sole  conuersione  narratio.  Vitsberg.  1611*^  ist  unter  allen,  welch6  von 
diesem  Gegenstande  handeln,  die  erste. 

Pater  Christoph  Scheiner^  Professor  der  Mathematik  zu  Ingolstadt, 
beobachtete  die  Sonnenflecke  durch  ein  Fernrohr  im  März  des  Jahres  1611. 
Fabricius  und  sein  Vater  pflegten,  da  sie  die  Blendgläser  nicht  kannten, 
die  Sonne  von  der  äussersten  Grenze  des  Femrohres  nach  und  nach  in  die 
Mitte  zu  führen.  Scheiner  gebrauchte  dagegen  die  Vorsicht,  nur  dann 
seine  Untersuchungen  zu  pflegen ,  wenn  der  Himmel  leicht  verschleiert  war. 
Später  verwendete  er  ein  blaues  Ocular,  bis  er  schliesslich  auch  auf  den  6e 
danken  verfiel,  sich  der  dunklen  Kammer  zu  bedienen.  Er  leitete  die  Sonne  in 
dieselbe  durch  ein  holländisches  Femrohr;  durch  diese  Vorrichtung  konnte 
er  das  Phänomen  mehreren  Leuten  zeigen  und  es  so  bekannter  machen.  In 
damaliger  Zeit  war  die  Physik  des  Aristoteles  massgebend,  man  hielt 
die  Sonne  für  das  reinste  Feuer  und  es  darf  daher  nicht  wundem,  wenn 
sich  der  Ordensprovinzial  Theodor  Busäus  dagegen  sträubte,  die  Ent- 
deckung der  Sonnenflecke  plötzlich  bekannt  zu  machen.  Er  empfahl  zum 
Mindesten,  behutsam  und  vorsichtig  zu  Werke  zu  gehen,  so  dass  Schein  er 
das  Resultat  seiner  Beobachtungen  dem  gelehrten  Patricier  zu  Augsburg, 
Markus  Velser,  nur  brieflich  mittheilte.  Velser  zögerte  nicht,  diese 
Errungenschaften  bekannt  zu  machen,  ohne  sich  jedoch  der  Mitwirkung 
Scheiner's  zu  bedienen.  Die  bezügliche  Dmckschrift  trug  den  Titel: 
„Tres  epistolae  de  maculis  solaribus  scriptae  ad  Marcum  Velsemm,  cum 


1)  Hans  oh,  Vita  Kepleri  in  epistotis  ad  Keplerum  scriptiB.    Leiptig  1718. 
Ä  XXL 


Die  ersten  Bestimmungen  der  Rotationsdaner  der  Sonne  etc.  3 

obseruationem  iconismis.  Aug.  Vindel.  1612."  Den  dritten  Brief  unter- 
zeichnete Seh  ein  er  mit  den  Worten:  „ÄpeUes  latens  post  tahtdam.^  Nicht 
lange  darauf  erschien  eine  Fortsetzung  dieser  Beobachtungen,  betitelt:  ^De 
maculis  solaribus  et  stellis  circa  Jouem  errantibus  accuratio  descriptio  ad 
Marc.  Velserum  perscripta.  Aug.  Vindel.  1612."  Der  dritte,  vom  25.  Juli 
1612  datirte  Brief  trttgt  die  Unterschrift:  ÄpeUes  latens  post  tabulam,  vd 
si  mauis,  Ulysses  suh  Ajacis  dypeo.  Kurz  darauf  erhielt  Scheiner  einen 
Ruf  nach  Rom,  dem  er  alsbald  folgte;  in  der  ewigen  Stadt  setzte  er  seine 
Studien  mit  grossem  Eifer  fort  und  als  er  über  2000  Beobachtungen  ver- 
fügte, schrieb  er  das  Werk:  ;,Rosa  ürsina  s.  sol  ex  admirando  facul.  et 
macular.  suarum  phaenomena  variis  nee  non  super  polos  proprios  mobilis 
a  Christoph  Scheinero,  Germ.  Svevo  e  Soc.  Je.  Bracciani.  1630^,  welches 
von  den  Zeitgenossen  mit  grossem  Beifall  aufgenommen  wurde. 

Auch  Galilei  erhob  Anspruch  auf  die  Entdeckung  der  Sonnenflecke, 
indem  er  behauptete,  selbe  eher  gesehen  zu  haben,  als  ihm  Soheiner's 
Beobachtungen  bekannt  wurden.  Velser  sendete  nämlich  die  Briefe  Schei- 
ner's  an  Galilei  am  6.  Januar  1612,  und  da  meinte  Galilei,  Scheiner 
habe  von  seinen  Beobachtungen  Eenntniss  gehabt.^)  Dagegen  vertheidigte 
sich  Scheiner  in  der  Rosa  ürsina,   wobei  er  mehrere  Zeugen  anführte.') 

Im  Jahre  1788  erst  veröffentlichte  Zach  einige  Nachrichten ,  aus  wel- 
chen hervorging,  dass  Thomas  Harriot  in  England  Manuscripte  hinter- 
liess  mit  Aufzeichnungen  über  Beobachtungen  von  Flecken,  die  der  be- 
rühmte Engländer  vom  8.  December  1610  bis  zum  18.  Januar  1613  fast 
ununterbrochen  ausführte.  In  den  geschriebenen  Vormerkungen  erzählt 
Harriot,  dass  er  zu  diesen  Beobachtungen  durch  die  Erzählung  Joseph 
a  Costa's  veranlasst  wurde,  welcher  berichtete,  dass  man  in  Paris  Flecke 
an  der  Sonne  bemerkt. 

In  der  Folge  wurden  die  Beobachter  immer  zahlreicher,  unter  den 
älteren  derselben  zeichnete  sich  besonders  Hevel  aus. 

Die  Sonnenflecke  haben  wesentlich  zur  Aufstellung  der  verschiedenen 
Hypothesen  über  die  physische  Constitution  der  Sonne  beigetragen,  wir 
haben  uns  aber  mit  diesem  Theil  ihrer  Bedeutung  nicht  zu  beschäftigen. 
Wie  schon  fi-üher  bemerkt,  haben  schon  die  ersten  Beobachter  Fabricius 
und  Scheiner  gleich  den  Einfall  gehabt,  diese  Flecke  zur  Bestimmung 
der  Rotationszeit  der  Sonne  auszunützen.  Wir  wollen  nun  sehen,  welche 
verschiedene  Methoden  dazu  in  Vorschlag  kamen,  und  hoffen  damit  ein  sehr 
interessantes  Capitel  aus  der  Geschichte  der  Mathematik,  wenn  auch  nicht 
vollständig,  so  doch  möglichst  ausführlich  zu  erledigen. 


1)  Istoria  et  dimoBtraxioni  intomo  alle  macchie  solari  del  sign.  Galileo  Galilei 
in  Roma  1614. 

2)  Bode,  AstronomiBches  Jahrbuch  fQr  1788,  S.  164  ist  ein  Brief  von  Zach 
dd.  London  26.  November  1788  enthalten,  welcher  die  näheren  Autkütiftek  ^scn&ift;^. 
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n. 

Die  ältesten  Beobachter,  Fabricius  und  Seh  einer,  hatten  nrsprflng- 
lich  keine  anderen  Anhaltspankte  für  die  Bestimmang  der  BotationsdtB«, 
als  die  Bestimmung  der  Zeit,  welche  ein  Fleck  verwendete,  um  von  mm 
Sonnenrand  zum  anderen  zu  gelangen.  Oder,  vorausgesetst,  das«  der  Fleck 
unverändert  seine  Lage  behielt,  konnten  sie  eventuell  auch  die  Zeit  ib- 
warten,  bis  er  zweimal  nacheinander  wieder  dieselbe  Stellung  einnahn. 
In  dieser  Weise  ermittelten  sie  die  Rotationsdauer  mit  ungefl&hr  26  Tag«. 

Die  Vervollkommnung  des  Fernrohres  und  die  Einftlhnmg  des  Fadoh 
kreuzes  machten  erst  genauere  Beobachtungsmethoden  mOglich  und  diem 
folgten  auch  auf  dem  Fasse  graphische  und  rechnerische  Bestimmangsmittd, 
die  wir  nun  eben  in  der  chronologischen  Folge  ihres  Bekanntwerdens  be- 
handeln wollen. 

Soweit  wir  eruiren  konnten,  war  Christian  August  Hausen  (ordeni- 
licher  Professor  der  Mathematik)  der  erste  Gelehrte,  der  eine  Methode  sor 
Bestimmang  der  Rotationsdauer  der  Sonne  aus  Beobachtungen  von  Sonnea- 
flecken  gab  und  erschöpfend  behandelte.  Seine  1726  zu  Leipzig  erschienene 
Druckschrift  umfasst  48  Seiten  und  eine  Figurentafel  mit  20  Holzschnitten. 
Der  Titel  derselben  lautet: 

Tbeoria  motus  solis  circa  proprium  axem,  quam  disputatione  pro 
loco  in  amplissima  facultate  philosophica  obtinendo.  Ad  d.  XIV  Ao^- 
1726  proposuit.  Praeses  Christ.  Augustus  Hausen  Mathes.  prof.  Ordinär. 
Respondente  Christophoro  Btirkmann  Norimbergensi  88.  Th.  Cultore. 
Lipsiae.     Literis  Job.  Georg.  Schniebesii.^) 

Auf  den  ersten  Blick  ladet  die  Brochure  durchaus  nicht  zum  Stadinni 
dieses  Gegeastandes  ein,  denn  die  aa  und  für  sich  genug  einfache  Aafgsbe 
ist  sehr  umständlich,  wir  möchten  sagen  zu  umständlich  behandelt.  ^ 
wird  uns  auch  Mühe  kosten,  ihren  Inhalt  kurz  genug  wiederzugeben. 

Zunächst  erklärt  der  Verfasser  einige  Grundprineipien  der  stereograpbi- 
schen  Polarprojection ,   und   zwar  wie   man   die  Projection  eines  gegen  ^ 
Projectionsebene  geneigten  kleineren  Kreises  ^  und  den  Neigungswinkel  di*** 
beiden  Ebenen^)  durch  Constraction   oder  durch   die  Elemente  des  Ea^^ 


1)  Es  hat  uns  grosse  Mühe  gekostet,   diese    Quelle    aafzutreiben.    Aus      ^^ 
Wiener  Bibliotheken  war  die  Druckschrift  durchaus  nicht  zu  haben  und  wir 
danken  die  Bekanntschaft  mit  derselben  dem  gewöhnlichen  liebennwürdigen  -3^^ 
gegenkommen  des  Uerru  Dr.  Laubmann,  Eönigl.  Bibliotheksdirector  in  Münc--^^ 
der  sich  die  Mühe  gab,  dieselbe  ausfindig  zu  machen  und  uns  zur  Verfugun^^ 
stellen.     Die  Druckschrift  ist  mit  27  anderen  heterogenen  Abhandlungen  —»—--* 


mengebunden  und  das  ganze  Werk  trägt  die  BibliothekszahL  Dissert.  2071  (Band 
der  Königl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  in  München. 

2)  A..a.  0.  Prop.  I,  III. 

3)  Prop.  II. 
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bestimmen  kann.  Sodann  löst  er  graphisch  und  geometrisch  folgende  Auf- 
gabe*): M  (Fig.  1)  ist  ein  Punkt  der  Kugel  ABCD^  AC  die  Projections- 
ebene,  D  das  Auge,  m  sei  die  Projection  des  Punktes  M  auf  die  Ebene 
des  grössten  Kreises  ABCD^  welcher  mit  der  Ebene  des  Papiers  zusam- 
menfällt.    Es  ist  die  Projection  von  m  auf  AC  zu  bestimmen. 

Nan  geht  er  über  zur  Untersuchung  einiger  Bewegungsverhttltnisse  und 
ihrer  Reprodnction  auf  dem  Projectionsbilde.^) 

Ist  P  das  Auge  (Fig.  2),  ee'  der  Durchschnitt  der  Projectionsebene  mit 
der  Papierfläche,  DJ  ein  kleinerer  Kreis  der  Sphäre,  K  dessen  Projection. 
Denken  wir  uns  den  Kreis  DJ  \n  die  Papierebene  aufgedreht  und  ein 
Punkt  n  desselben  beschreibe  in  einer  gewissen  Zeit  den  Weg  tc/?,  so  repro- 
ducirt  sich  diese  Bewegung  in  der  Projection  durch  den  Bogen  ph  und 
Hausen  stellt  nun  die  Relation  auf: 

Geschw.  n :  Geschw.  p  =  TZ.DF:  Ta.dK. 

Da  es  nicht  leicht  ist,  sogleich  zu  entdecken,  wie  man  auf  diesen 
Sohluss  gelangt,  möge  hier  die  Beweisführung  des  Autors  Platz  finden. 

In  Fig.  3  sind  die  Punkte  T,  2^,  ^S,  a,  «,  P  der  Fig.  2  besonders  ge- 
zeichnet.    Man  führe  hs  j!  TS,     Es  bestehen  nun  die  Proportionen : 

hsias^TZiTa  ...  hs=—^ — > 

Ta 

woraus:  j^g     j}j;,TZ 

'äs'^  Ph.Ta' 

Nun  nimmt  Hausen  an,  dass  h  und  o  so  nahe  aneinander  fallen, 
dass  man  Ph=^Fa  setzen  kann,  woraus  er  erhält: 

£8:(t8=:P£.T£:Ta,Pa. 

Die  Methode  stützt  sich,  wie  man  sieht,  auf  approximative  Voraus- 
setzungen, die  heutzutage  nicht  mehr  zulässig  wären. 

Kehren  wir  nun  zu  Fig.  2  zurück,  so  ist  vermöge  der  Kreiseigenschaften : 

nß  =  — • 

der  daraus  entstehende  Werth  von  £8  in  obige  Proportion  eingeführt,   er- 

giebt  nach  Bestimmung  von  ö$: 

Ta.cP.En 
CS  = »ntS . 

Aber  auch  im  Kreise  K  (Fig.  2)  hat  man  die  Analogie: 


1)  Prep.  VI. 

2)  Prop.  IV,  V.  Unsere  Leeer  merken,  dass  wir  bei  der  BeBcbreibuDg  der 
Druckschrift  nicht  die  Reihenfolge  des  Autors  einhalten ,  da  ans  die  oben  gewählte 
pasbender  scheint. 


•  w*w^^V^^V  to  -  ^J^ 
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-         dK,<58 

pa 

daher 

dir   Ta.aP.2n 

^        DF  TE^ZF.fa"^^' 

Aus  der  Natur  der  Projection  folgt  die  Proportion: 

FE\Fa^nZipa 

und  somit  FZ.pa^Fa.nE  und  demnach: 

X      d-K    Ta     ^ 
^^^DF'!!:"^' 

woraus 

nß:ph  =  T£.DF:Ta.dK,   q.  e.  d. 

Hat  man  nun  drei  Lagen  eines  Sonnenfieckes   beobachtet,  so  werto 
dieselben  nach  Proposition  VI  (Fig.  1)  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  polar- 
stereographisch  projicirt.     Dadurch  erhält  man  den  Kreis  K  (Fig.  2)  ud 
nach  Proposition  I,  II,  III  dessen  Neigungswinkel  gegen  die  Ekliptik,  mifc 
anderen  Worten:  man  erhält  die  Neigung  der  Sonnenaxe. 

Aus  der  Projection  des  Parallelkreises  gewinnt  man  unmittelbar  die 
Bewegungsgrössen  ph  (Fig.  2),  woraus  sich  nß  berechnen  iSsst.  ScUiess- 
lieh  sind  noch  einige  Sätze  angeführt,  welche  lehren,  wie  die  Bewegnng' 
der  Erde  in  der  Zwischenzeit  der  Beobachtung  berücksichtigt  werden  soll. 

Bevor   wir   nun   zur   Besprechung    der   Methoden   von   Cassini  und 
De  risle  übergehen,    erinnern    wir  daran,    dass  infolge  der  BeiTegoB^ 
der  Erde  um  die  Sonne  wir  den  Nordpol  des  Tagesgestimes  bald  sehen  und 
bald  nicht,   und  dass  dieser  Pol  im  Laufe   eines   Jahres   um   den  Pol  der 
Ekliptik  einen  scheinbaren  Kreis  bewegen  muss.     Zweimal  im  Jahre  sehen 
wir  den  Pol  gerade   am  Rande  der   Sonnenscheibe  und  zweimal  im  Jahre 
projicirt  er  sich  uns  auf  jenen  Durchmesser  der  Scheibe ,  der  senkrecht  auf 
der  Ekliptik  steht.    Denkt  man  sich  auf  der  Sonnensoheibe  einzelne  Panhte 
markirt,  so  werden  diese  je  nach  der  Lage,  in  welcher  wir  den  Pol  sehen, 
infolge  der  Sonnendrehung  bald  gerade  Linien,   bald  Ellipsen  beschreiben, 
die  gegen  den  Nord-  und  gegen  den  Südpol  der  Sonne  offen  sein  können. 

Nach  dieser  einleitenden  Bemerkung  gehen  wir  nun  zur  Cassini^schen 
Abhandlung  über. 

Cassini M  giebt  zunächst  eine  Methode  an,  um  die  Lage  der  Sonnenaxe 
gegen  die  Ekliptik  zu  bestimmen ,  wie  sie  sich  uns  von  der  Erde  aus  gesehen 
projicirt.  Es  stelle  der  grosse  Kreis  in  Fig.  4  die  Sonnenscheibe  toTi 
äCB  ihren  Durchschnitt  mit  der  Ekliptik.  Zur  Zeit  der  Sonnenwende 
wird,  wenn  DE±ÄB  steht,  D  den  Pol  der  Ekliptik  vorstellen.  Macht 
man  DF  =  Dff  =  23'28',  und  führt  mau  HCF±FC,  LCM±OC,  so 
werden  HJ  und  LM  die  Projectionen  des  Sonnencentrums  auf  die  Sonnen- 


1)  Elements  d' Astronomie.     Paris  1740.    S.  81  flgg. 
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Scheibe  während  der   Axendrehung   der  Sonne  zar  Zeit  der  Nachtgleichen 
vorstellen. 

um  die  Lage  dieser  Projection  für  eine  beliebige  Zeit  zu  finden,  ver- 
binde man  F  mit  G  und  vom  Mittelpunkte  P  der  FQ  beschreibe  man  mit 
dem  Halbmesser  CF^=PG  den  Kreis  FSOO,  der  die  auf  der  Sonnenscheibe 
abgelegte  scheinbare  Bahn  des  Sonnenpols  um  den  Pol  der  Ekliptik  in  der 
Zeit  eines  Jahres  vorstellt.  Trägt  man  auf  diesen  Kreis  die  Länge  der 
Sonne,  z.B.  nach  B  auf,  zieht  Er  parallel  mit  SV  und  verbindet  man 
T  mit  C,  so  ist  Tdie  Lage  des  Pols,  wie  er  sich  uns  darstellt,  und  TFdie 
Projection  der  Sonnenaxe.  —  Den  einfachen  Beweis  dieses  Verfahrens,  der 
hier  schliesslich  übergangen  werden  kann,  ftthrt  Cassini  synthetisch  und 
ziemlich  umständlich  aus  und  nun  geht  er  zur  Beobachtung  und  Auftragung 
der  Flecke  über. 

Mit  einem  Quadranten  beobachtet  man  die  MeridianhOhe  beider  Sonnen« 
riänder  und  des  Fleckes,   sowie   die  Durchgangszeiten  am   Mittagsrohr  der 
Ränder   und   des  Fleckes.     Die  bezüglichen   Zeiten-   und   Höhendifferenzen 
geben  ein  Mittel,  um  die  Lage  des  Fleckes  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  FQON  (Fig.  5)  aufzutragen,  dessen  Abscissenaxe  mit  der  Lage 
des  Sonnenäquators  HJ  für  den  betreffenden  Tag  parallel  ist  {ÄB^=  Eklip- 
tik, D=  Pol  der  Ekliptik).    Ist  z.  B.  NO  in  soviel  Zeitsecunden  abgetheilt, 
als  die  Durchgangsdifferenzen  der  Bänder  betragen  und  NF  in  soviel  Bogen- 
minuten,  als  der  beobachtete  Sonnendurchmesser  erreicht,  so  lässt  sich  in 
leichter  Weise  die  Lage  des  Fleckes  X  durch  die  Coordinaten  NW=  Durch- 
gangszeit des  Randes  weniger  Durchgangszeit  des  Fleckes ,  und  NB  =  Höhe 
des   Fleckes   weniger   Höhe   des   üuterrandes   auftragen.    -    Hat   man    ein 
Femrohr  mit  vier  Fäden,  die  sich  im  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  unter 
Winkel  von  45^  schneiden,  so  beobachte  man  die  Sonne  zu  einer  beliebigen 
Tageszeit,   indem   man  das  Femrohr  so   stellt,  dass  sich  der   Sonnenrand 
längs  des  einen  Fadens,   z.  B.  FH  (Fig.  6)  bewegt     Beobachtet  man  die 
Zeit  vom  Durchgang  des  Fleckes  durch  den  Faden  AD^  welcher  den  Stun- 
denkreis vorstellt,  und  durch  einen  beliebigen  schiefen  Faden  MN^  so  ist 
wegen    LM0Ä=^4&^  und  ÄO±OF,  BX=XO.     Man   kann   somit   in 
Fig.  2  jetzt  ähnlich  wie  früher  vorgehen.     Als  Maass  der  Ordinate  nimmt 
man  dann  die  Durohgangszeit  vom  Stundenkreis  (AD)  bis  zu  einem  schiefen 
Faden  und  als  Abscisse  die  Durchgangszeit  der  beiden  Ränder  durch  den 
Stundenkreis.     Selbstverständlich   müssen  jetzt  die  Abstände  FG  und  GO 
der  Fig.  2  in  so  viel  Zeitsecunden   eingetheilt  werden,   als  zwischen  dem 
Durchgange  der  beiden   Sonnenränder  durch    den  nämlichen   Stundenkreis 
vergingen.     Wir  übergehen  schliesslich  eine  dritte  Methode,    die  für  den 
Fall   berechnet   ist,    dass   das  Fernrohr   nur  zwei   aufeinander   senkrechte 
Fäden  hätte,  da  sie  auf  ähnliche  Lösungen  führt. 

Nun  handelt  es  sich  darum,  die  Lage  der  Sonnenaxe,  beziehungsweise 
ihren  Neigungswinkel  gegen  die  Ekliptik  zu   bestimmen«    Bekanntlich  be»^ 
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schreiben  die  Sonnenflecke  zweimal  im  Jahre  vollkommen  gerade  T^ini>^>^ 
in  allen  übrigen  Zeiten,  je  nach  der  Länge  der  Sonne,  mehr  oder  miiAei- 
offene  Ellipsen,   die  bald  gegen  den  einen,  bald  gegen   den   anderen  Poi 
gekrümmt  sind.     Verfolgt  man  also  die  Lage  der  Flecke  zur  Zeit,  als  sie 
gerade  Linien  beschreiben,  und  trägt  man  erstere  nach  der  früher  angegebenoo 
Art  von  Tag  zu  Tag  auf  die  Sonnenscheibe  auf,  so  wird  jener  Diametary 
der  auf  diesen  Bahuen  senkrecht  steht,  die  wahre  Lage  der  Sonnenaxe  er- 
geben.    Die  Endpunkte  dieses  Diameters  geben  die  Lage  der  Sonnenpob 
an  und  der  Abstand  derselben  vom  Pol  der  Ekliptik  das  Complement  der 
verlangten  Neigung.  —  Sind  die  Bahnen  Ellipsen ,  so  handelt  es  sich  daroiiy 
jenen  Punkt  der  Sonne  zu  finden,   der  von   allen  Punkten  dieser  EUipm. 
gleich  weit  absteht,  wozu  mehrere  Constructionen  führen   können.  —  Vodl 
den  verschiedenen  Fällen,  welche  Cassini  anführt,   wählen  wir  den  aU— 
gemeinen,  dass  die  Ellipsenaxe  eine   beliebig  geneigte  Stellang  annimmt. 

Es  sei  Lhl  (Fig.  7)  eiue  solche  Ellipse.     Man  führt  den  HalbmeseKC 
TCt  senkrecht  auf  die  grosse  Axe  LI  und  beschreibt  über  LI  als  Halb^ 
messer  den  Kreis  LYZL    Vom  Punkte  h  führt  man  die  &F||X{  und 
von  T  aus  die  Bögen  T F=  TK c^LY.    Die  KV  schneidet  den  Halbme«»i 
Tt  in  0',  über  diesen  Punkt  zieht  man   die  EF  parallel  mit  der  Eklipti! 
AB  und  erhält  so  den  Durchmesser  EF  desjenigen  Kreises,   den  der  Pol 
der  Sonne  in  einem  Jahre  um  den  Pol  der  Ekliptik  beschreibt.    Zieht  nuk^xi. 
noch  durch  0  die  Hh\\CD^  so  erhält  man  in  h  die  wahre  Lage  des  Poleifl»- 
Wäre  die  Convexität  der  Ellipse  gegen  Norden  gewendet  gewesen ,  so  llg^^ 
der  Pol  in  H. 

Den  Beweis  davon  führt  Cassini  wie  folgt:  Es  ist  zufolge  bekannt^'^ 
Sätze  der  Geometrie: 

Oh^^OH^  =  EO.OF    FK^^ 0V^:=  OT.Ot=^ EO.OF; 

OK=sin.arcTK  und  OK^LY. 

Der  Sinus  von  LQ  ist  uY  und  letztere  Grösse  giebt  uns  die  hal1>^ 
kleine  Axe  der  EUipse,  welche  die  Erhöhung  des  Auges  über  die  dur^?^ 
dieselbe  bestimmte  Ebene  vorstellt.  So  giebt  also  auch  Oh  und  besiehnn^^' 
weise  OH  dieselbe  Grösse  an,  welche  offenbar  dem  Abstände  des  Pols 
der  Sonnenscheibe  entspricht 

Soll  also  endlich  die  Botationszeit  der  Sonne  bestimmt  werden,  so 
stimmt  man  sich  die  Lage  des  Pols  (z.  B.  in  0  [Fig.  4])  und  notirt  A^^ 
Zeit  auf,  wann  der  Fleck  den  Durchmesser  T.OC  (Dedinationskreis)  passix^ 
Wird  der  Fleck  wieder  sichtbar,  so  notirt  man  abermals  die  Dnrchgangsz^^ 
durch  den  Dedinationskreis ,  der  unterdessen  eine  veränderte  Lage  angenotf* 
men  bat.  Die  Differenz  dieser  beiden  Zeiten  giebt  vorläufig  die  scheinh^i* 
Umdrehungszeit  der  Sonue  an.  Es  folgt  nun  eine  Erklärung ,  warum  diese 
Umdrehungszeit  nur  eine  scheinbare  ist   und   wie   man  durch  ProportionAO 
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^danas  die  wahre  ümdrebungszeit  berechnen  kann,  was  unsere  eigenÜiohe 
Auffalle  nicht  mehr  tangirt 
Für  den  Fall ,  dass  ein  Fieck  nicht  durch  l&ngere  Zeit  sichtbar  bleiben 
iBeJKe,  rSth  Cassini,  durch  drei  oder  vier  Tage  die  Orte  Veränderung  des 
Reckes  zu  beobachten.  Man  erhdJt  so  mehrere  Punkte  der  EUipea,  über 
deren  grosse  Axe  ein  Kreie  beschrieben  wird.  Projicirt  man  die  Ellipsen- 
[»gen  anf  den  Kreis,  so  hat  man  nur  noch  die  Proportion  aufzulösen:  der 
einem  Tag  entsprechende  Kreisbogen  verbält  sich  zu  360"  sowie  1  Tag 
»nr    Dauer  der  Sonnen  rotation. 

De  l'Isle')  erklärt  in  der  Einleitung  zu  seiner  „Theorie  du  mou- 
Ten»eiit  des  taches  du  Soleil",  das»  er  letztere  schon  im  Jahre  1713 
KU3searbeit«t  hatte,  ohne  die  Dissertation  zu  sehen,  welche  Cassini  schon 
lö7ö  der  Akacleoiie  vorlegte.  —  Im  Ganzen  und  Grossen  bemerkt  man  nur 
geringe  Unterschiede  in  den  beiden  Abhandlungen,  nur  ist  De  l'Isle  wo- 
fCglich  umständlicher,  als  Cassini.  Wir  können  kaum  wagen,  hier  den 
Äuseioandersetzungen  von  De  l'Isle  zu  folgen,  da  sie  uns  viel  zu  weit 
"''>P«Q  würden  und  wir  uns  doch  lieber  mit  den  rechnen  sehen  Methoden 
Äosf^ihrl icher  beschäftigen  wollen.  Deshalb  erwähneu  wir  also  nur  kurz, 
daas  De  l'Isle  gleich  als  xweite  Aufgabe  erörtert,  wie  man  die  Bahn  eines 
''leckes  im  Voraus  entwerfen  kann  und  wie  man  bei  dieser  Operation  auf 
<'i^  OrtsveräDderung  der  Erde  Rücksicht  nehmen  soll,  wenn  es  sieh  n&m- 
lich  um  die  scheinbare  Bahn  handelt.  Dann  kommen  die  zwei  Aufgaben: 
'■  ^us  zwei  Beobachtungen  eines  Fleckes  die  Lage  der  Sonnenaie  zu  be- 
■*'"**)men;  2.  aus  drei  Beobachtungen  die  Lage  der  Pole  und  die  Neigung 
™^  Sonnenfiquators  gegen  die  Ekliptik  zu  ermitteln.  Zum  Scblasse  zeigt 
"^  risle  auch  ein  rechnerisches  Verfahren,  um  die  letzte  Aufgabe  auf- 
^'^l^aen.  Er  bedient  sich  dabei  der  sphärischen  und  der  ebenen  Trigono- 
'*^trie,  indem  er  sich  zu  letzterem  Zwecke  der  Projectionen  der  sphärischen 
•"«iecke  auf  die  Sonnenscheibe  bedient. 

Die  sphärische  Rechnung  geht  wie    folgt   vor   sich:    Es  seien  Ä,  B,  2) 

(^*ig.  8)    drei    Lagen    eines    Sonnenfleekes ,    EG    die    Ekliptik,    H  ihr   Pol. 

^-*X]rch  die   Flecke  führe  man  drei  Breitenkreise  und  durch  A,  B  einen  grflss- 

^^»  Kreisbögen  AB,   durch    B,  D   einen    grössten    Kreisbogen   BD.     Man 

^*-häIt  zwei  sphärische  Dreiecke,  die,  da  die  Lage  der  Flecke   bekannt  ist, 

"^^llkommen  bestimmt  sind.    In  den  Halbirungspunktan  /,  K  der  Seifen  AB, 

•^^D  denke  mau  xwei  darauf  senkrechte  grösste  KreisbQgen  gelegt,  die  sicli 

*«ii  Punkte  L   achneiden.     L  ist  offenbar   der   Pol    des   Kreises,    der   durch 

•4,  B,  D  bestimmt  iet,   somit  der  Pol  der  Sonne,    weil   eben   die  Botation 

4aB  Fleckes  um  den  Sonnenpol  geschieht.    Der  Breitenkreis  BLM  schneidet 

4aiui  die  Ekliptik  in  einem  Punkte  M^  gegen   welchen  die  Sonnenaie  ge- 


t}  Hfraoires  poar  «ervir  ä  l'histoire  k  \m  progr^s  de  l'AstroDomie  etc.   St.  Pe- 

tanboug  17»B.  s  usflge. 


F 

■  lOkli, 

■  Kroii 

■  AB. 


Hiatorinh- 

Daigt  ist,  und   der  Bogen  ItL  mi' 

lOlcliptikai... 

Legt  tnan  uuuroobr  aacb  dan  l 
KroikbCgen,  so  entsteht  Eun&ohEt 
ßeiilen  J/i,  /(«■  oml  der  Winkel  ./ 
ABU,  HUD).  Uorenbntl  mau  tii 
AV,  10  bat  man.  neil  ÜJl^Ilh 
kauü  niBD  jatzt  »us  ^JKL  J  i.  < 

Dm   ruchtwiDkliRu   DreiKck   /   ' 


I  bat: 


LtBJ 


Jetxt  i»t  auch  BIIL  bHitituittt,  i 
und  den  von  ihnen  eingoschlossoD-T 
der  Sounenuxe  s^i^od  die  Kkliptil' 
boliooontriaobo  LUQgi^ndifferenx  c«  u 
Dio  BechniiDg  durch  eb«U'?  Tr>< 
miiD  diu  obige  nphSriscbe  Fi^r  am 
I>roj6otiou   der  Honno  (Fig.  Jl)  tlhwi 


centriauben  LUDgni   in  ihrer  nittor     , 
de«  Ptecke»  A  wird  bei  gleüdiem  I  . . 
ölOck  ON  wiederfrogeban  o.  =   i 
»Btten  der  it«ni<jgnphin:hri>    : 
und  hd,   *n  giebt  der  Dvit.  i 
Pole   iu  l     Dm  Sttkk   hf 
treDt^tiDtrieobAit  LRd({«d  di'i 

LaUad«  tlioilt  iu  -i' 
rotgflodu  Metbode  von  Hu 
nocb  niebt  btkuint  geniuir-ji 
dus  diew  und  noch  eine  -n  ■         "^* 
in  Itntn  gsdmokt  «urdvii  "^ 

ADtfnb«  de«  Auton,     Dci 
KOlaribiu*. 

Difl  Bechnaig  eririt 

U  Fig.  10  Mi  ;•  1.  -^" 

«ind  di«  Iwobttthtttwi)  1  ""^ 

BtT>itMikn>w.   FDUttu.,  "^^ 

I  CQ,  CK,  so  »nd  dl-         "^^^^^ 


^        ^ 

.-        . 


dw  Ci 


det  bri 


LiTmit^, 
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als  auch  in  der  Ebene  der  Ekliptik  liegt.  Desgleichen  erhält  man  durch 
Verbindung  von  D  mit  F  und  von  J  mit  K  einen  Punkt  L  von  gleicher 
Beschaffenheit  und  ML  ist  die  Schnittlinie  der  genannten  beiden  Ebenen. 
Da  sftmmtliche  Parallelkreise  die  Ekliptik  unter  einem  gleichen  Winkel 
schneiden,  so  giebt,  wenn  CN\ML  gezogen  wird,  N  den  Knoten  des 
Sonnenftquators.  Fällt  man  von  2)  und  J  die  DQA.ML  und  JQJ^MLt 
so  ist  LDQ8,  wie  einleuchtend,  nichts  Anderes  als  die  Schiefe  der  Eklip- 
tik.     um  sie  zu  berechnen,  hat  man: 

im  ^HCJ  gegeben  HC,  CJ  (heliogr.  Breite  von  J?,  D)  und 
L  HCJ  (heliogr.  Längenunterschied  von  J? ,  D) ,  daher  zu  berechnen 
HJ,  L  CJH'j 

im  ACJK  gegeben  CJ,  CK,  LJCK  zu  berechnen  JK,   LCJM. 

LCJH+CJK=HJK 

^^  LJM=lSO^HJK. 

Wegen  AMBHc^  M DJ  hat  man  femer 

DJ'.BH^JMiMH 

"°^  DJ-BHiDJ^JM^MH.JM, 

ebenso  FK^DJ.DJ^KL.JL^ 

hat  man  ^o  JM,  JL  und  LLJM  berechnet,  so  ist  auch  das  Dreieck 
LMJ  bestimmt. 

Im  ALJQy  rechtwinklig  bei  Q,  kennt  man  nunmehr  die  Hypotenuse 
JL  und  LJLQ,  somit  auch  JQ  und  im  ADJQ^  endlich  rechtwinklig  bei 
D  sind  DJ  und  JQ  gegeben,  woraus  DQJ  berechnet  werden  kann. 

Die  Länge  des  Knotens  ergiebt  sich  aus: 

LJLM  =  LJVN,    LJVN-CJK^GCN. 

Es  sei  zur  Bestimmung  der  Rotationsdauer  NX  der  Aequator,  FX  ein 
Declinationskreis ;  NF  lässt  sich  leicht  bestimmen  und  aus  NF  und  J^J^ 
folgt  der  Werth  von  FN  und  L  ENF.  Im  A  FNX  ist  jetzt  FN  und 
L  FNX=FNE  —  ENX  bekannt,  daraus  lässt  sich  FX  und  NX  bestimmen. 
Reducirt  man  die  Lage  eines  zweiten  Fleckes  noch  auf  den  Aequator  und 
bildet  die  Differenz  der  heliocentrischen  auf  den  Knoten  N  bezogenen 
Rectascensionen  dieser  Flecke,  so  giebt  eine  einfache  Proportion  die  ge- 
wünschte Botationsdauer. 

Später  und  zwar  erst  1777^)  hat  Boscovich  eine  Methode  durch 
sphärische  Rechnung  angegeben ,  die  im  Folgenden  besteht ') :  0,  C\  C"  sind 
die  drei  Lagen  des  beobachteten  Fleckes,  P'  der  Sonnenpol,  P  der  Pol 
der  Ekliptik.  Gegeben  sind  die  Längen  und  Breiten  der  drei  Flecke. 
P'E,  P'E'  sind  grösste  Kreisbögen,  die  auf  CC\  C'C"  senkrecht  stehen. 


1)  Opera.    Bd.  V,  S.  76.{ 

8)  A.  a.  0.    Bd.  y,  8.  116  i  76. 
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-r-N.^"^^  N-^^-"^ 


In  den  Dreiecken  CPC\  C'PC",  CFC"  sind  durch  die  heliographischen 
Breiten  die  Seiten,  durch  die  L&ngen  die  Winkel  am  Pole  gegeben,  man 
kann  somit  die  grössten  Kreisbögen  CC\  C'C'\  CO"  und  die  Winkel 
FCC,  FC'C'\  FCC  berechnen.  Dadurch  erhält  man  C(7'C"=  L  (7C'/>' 
+  />'C'C"  und  C'E==^CC\  C'E'^  i  C'C ".  So  kann  man  im  A  C'EE\ 
EE'  und  die  Winkel  C'EE\  C'E'E  berechnen.  Letztere  zwei  sind  die 
Complemente  der  Winkel  P'EE'  und  P'E'E,  Im  A  EP'E*  kennt  man  jetzt 
EE'  und  die  Winkel  bei  E  und  E',  woraus  sich  P'E'  ergiebt  Im  recht- 
winkligen Dreiecke  P'E'C"  sind  gegeben  die  Seiten  P'E'  und  E'C"  =  C'E\ 
womit  P'C"  und  LP'C'E'  bestimmt  erscheint.  Nun  bekommt  man:  PCC 
-  P'C'E'^  PC"P\  woraus  und  aus  den  Seiten  PC'\  P'C  L  C'PP' 
und  PP'  zu  berechnen  kommt.  Nun  ist  PP'  die  Neigung  der  Sonnenaze 
und  LC'PP*  der  Längen  unterschied  B"2>,  der  zur  Länge  des  Knotens  führt 
Die  Revolutionsdauer  ergiebt  sich  aus  Winkel  CP'C'\  welch*  letzterer 
durch  Auflösung  des  Dreieckes  CP'C"  resultirt.     Die  Proportion: 

LCP'e':560=:t:x 

ftlhrt  endlich  zur  Kenntniss  des  verlangten  Elementes.  Boscovich  giebt 
die  vollständigen  zum  Ziele  führenden  Formeln  erst  bei  Anwendung  auf 
Zahlenbeispiele. 

ungefähr  ein  halbes  Jahrhundert  nach  dem  Erscheinen  des  Werkes 
von  De  l'Isle  lieferten  kurz  nacheinander  Eule r  und  Kästner  sphärisch- 
trigonometrische Rechnungsmethoden.  Euler^)  leitet  seine  Abhandlung 
damit  ein,  dass  er  sich  mit  dem  complicirten  Figurenwerke  seiner  Vorgänger 
nicht  zufrieden  erklärt.  Er  zieht  die  sphärische  Rechnung  vor,  die  er  wie 
folgt  in  Anwendung  bringt. 

Ist  nach  irgend  einer  Methode  die  Lage  eines  Sonnenfleckes  auf  der 
sichtbaren  Sonnenscheibe  schon  aufgetragen  worden,  so  muss  zunächst  diese 
Lage  auf  die  Ekliptik  reducirt  werden  und  um  dies  zu  thun,  muss  der 
Neigungswinkel  des  vertikalen  Sonnenhalbmessers  gegen  letztere  bestimmt 
werden. 

Es  sei  Z  das  Zenith  des  Beobachters  (Fig.  12),  P  der  Pol,  VB  ein 
Theil  des  Aequators,   VSE  die  Ekliptik,  S  die  Sonne. 

Setzen  wir  der  Kürze  halber:  ZP  =  Complement  der  Breite  90  — p, 
ZPS  =  Stunden  Winkel  =  r  VS=  Länge  der  Sonne  =  1,  ÄFE  =  Neigung 
der  EkHptik  =  e? ,  P8  =  Poldistanz  =  ^ ,  LESP=^u, 

Da  Euler  nur  p,  l^  t  und  e  als  bekannt  voraussetzt,  so  berechnet 
er  zuerst  aus  A  RSV  RS  und  gewinnt  so  PS,  dann  aus  l  und  e 
L  RSV^  LESP;  aus  q,  p,  t  bestimmt  er  L  Z8P  und  schliesslich: 

ZSE  =  E8P-'ZSP. 


l)  Novi  cominentariiAcudemiaeecientiarumimperialiBPetropolitanae.  Tour XII 
pro  Anno  1766  et  1767,  8.  273.  De  Rotatioue  Solis  circa  axem  ex  motu  macu- 
larom  apparente  determinanda.    Autore  Joh.  Alberto  Ealer. 
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Die  Bechnang  würde  natürlich  kürzer  ausfallen ,  wenn  man  sieb  erlauben 
könnte,  die  Declination  der  Sonne  als  bekannt  vorauszusetzen.  Diesen  Fall 
hat  Euler  aber  unberührt  gelassen  und  dafür  die  andere  Vereinfachung 
eingeführt,  dass  man  die  Höhe  der  Sonne  misst,  wodurch  Z5 bekannt  wird. 

um  den  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  die  durch  den  Mittelpunkt 
der  Sonne  und  den  Fleck  M  gedachte  Linie  mit  der  Ekliptik  bildet,  be- 
trachte man  die  Fig.  13,  in  welcher  CDGH  die  Sonnenscheibe,  T  den 
Erdmittelpunkt  vorstellt.  TO  giebt  dann  die  Ebene  der  Ekliptik  an, 
LDTO  ist  der  scheinbare  Sonnendurchmesser  r,  LOTM  nennen  wir  a. 
Man  hat:  ^^      ^ ., 

aus  ADOT:  M«r  =  ^=^. 

aus  AOMT:  OM :  OT  —  sina  :  NM T, 

daher  stnNMT=^r^sma=^- — 

OM  stnr 

und  endlich  COM^NMT-a, 

L  a  ist  aus  den  Messungen  r—MBT  bekannt. 

Hat  man  die  Neigung  der  Axe  und  des  Fleckes  gegen  die  Ekliptik 
bestimmt,  so  braucht  man  nur  noch  die  Lage  des  Fleckes  auf  die  Ekliptik 
zu  beziehen  und  man  kann  dann  sogleich  zur  Bestimmung  der  Lage  des 
Sonnenpols  schreiten. 

Zu  ersterem  Zwecke  sei  in  Fig.  14  ^  der  Fleck,  Cdie  Verbindungslinie 
des  Sonnen-  und  des  Erdmittelpunktes,  also  wenn  EJ  die  Ekliptik  und  E 
den  Mittelpunkt  der  Lttngentheilung  vorstellt,  EC=^^\q  heliocentrische 
L&nge  der  Erde  =  180  -f  l.  Aus  der  vorigen  Aufgabe  ist  die  Entfernung 
des  Fleckes  von  C,  also  CM  =  fn  bekannt  und  der  Winkel  ^C^s=fiwird 
gemessen.  Im  ^EMC  sind  somit  drei  Elemente  bekannt,  weshalb  sich 
EM  und  L  9/1 EC  berechnen  lassen.  Will  man  den  Fleck  durch  seine  helio- 
centrische Länge  EN  und  durch  die  Breite  NM  bestimmen,  so  hat  man 
die  Formeln  aufzulösen: 

sin  MN = sin  m  sin  n , 
tgCN=!gm.cosn 

""^^  LEON=\80  +  l^CN. 

Es  seien  nun  ^f,  M\  M"  (Fig.  15)  drei  verschiedene  Lagen  eines  be- 
obachteten Fleckes,  0  der  Pol  der  Ekliptik,  fi,  v  die  Zeitintervalle  der 
Beobachtungen  von  M^  M'  M*\     Man  setzte: 

die  heliocentrischen  Ekliptik  -  Coord.  von  M  Länge  a ,    Compl.  der  Breite  h^ 

W  »»  V  »  U       M  II  V  ,,  „  9,  ffj 

»I  n  ;>  ;>  »;      "f        |>         ^  »  ••         Jf         ^ 

P  sei  der  Pol  der  Sonne,  12^  — y  dessen  Länge,  OP^Z. 

In  den  sphärischen  Dreiecken  TOM,  POM\  POM"  i-*  '  »'*JI«=a  +y, 
LPOM'=}>  +  y,  LPOHt'^e  +  y  und: 
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cosTM  =008  foosZ+sinfsinZco8{a+y\ 
cos  PM'  =€Osgco8  Z  +  sin  g  sin  Z  cos  (h +y), 
cos  PM"=  cos  h  cos  %  +  sin  h  sin  Zcos(c+yl 

Der  Pol  P  müss  von  My  M\  M"  Squidistant  sein,  woraus  aas  obig« 
Oleichnngen  die  Bedingung  folgt: 

8mfcos{a+y)  —  s%ng  a)5(6+y) 


oder 


cotg  Z=^ 


cotg  Z  — 


cosg  —  cosf 
sin  f  cos  (o  +y)  —  sin  h  cos  (c+y) 


cos  h^  cos  f 

Aus  diesen  Gleichungen  und  aus  diesen  Bedingungen  lässt  sich  y  nfi^ 
Z  und  dann  irgend  eine  der  Seiten  z.  B.  ZaM  bestimmen.  Kennt  man  PX, 
so  ergiebt  sich  LMPM'  aus: 

«^ Ti  .^ '     cos  f  cos g  + cos {b—a)  sin  f  sing  ^  cos  PM* 

cos  laJriJi  = : — —  ..» 

stnPJfi^ 

und  endlich  aus:  MPM':  ^.  =  360:  B. 

^^"^^^  M  360 


E  = 


MIUP 


die  Botationsdauer  der  Sonne.     In  analoger  Weise  wird  B  aus  den  Beob- 
achtungen von  ^f'  und  M"  ermittelt. 

Die  Methode  Euler 's  hat  jedenfalls  den  Vorzug  grosser  Uebewicbt 
in  Verbindung  mit  entsprechender  Klarheit ,  doch  ist  die  Berechnung,  die 
dazu  erforderlich  ist,  immerhin  lang  genug. 


(Schlass  folRt.) 


Recensionen« 


Oeonomie  (mathematisohe  Geographie),  gestützt  anf  Beobachtang  nnd 
elementare  Bereohnnng.  Für  Lehrer,  Studirende  und  zum  Selbst- 
unterricht, bearbeitet  von  Dr.  Th.  Epstein,  Lehrer  an  der  Beal- 
schule  „  Philanthropin  **  in  Frankfurt  a.  M.  Mit  166  Holzschnitten 
im  Text  und  18  Figurentafeln.  Wien,  Druck  und  Verlag  von 
C.  Gerold's  Sohn.     1888.     XVI,  576  S. 

Die  Nothwendigkeit,  ein  neues  Kunstwort  für  jene  Disciplin  einzu- 
führen, welche  bisher  als  durch  die  Bezeichnung  nin^thematische"  oder 
auch  „astronomische  Geographie^  ausreichend  definirt  gegolten  hat,  wollen 
wir  dahingestellt  sein  lassen.  Mag  man  darüber  denken,  wie  man  will, 
so  wird  man  dem  Verfasser  doch  jedenfalls  zugestehen  müssen,  dass  er 
das  Wesen  seiner  Geonomie  in  sehr  ansprechender  Weise  darzustellen  und 
ein  Lehrbuch  zu  schreiben  verstanden  hat,  welches  den  Stoff,  soweit  er 
bis  vor  etwa  einem  Decennium  vorlag,  vortrefffich  und  übersichtlich  dar- 
stellt. Wir  sagen  absichtlich,  dass  das  Werk  den  allerneuesten  Standpunkt 
der  Wissenschaft  nicht  vertritt;  der  Studirende  wird,  wenn  er  diese  Geo- 
nomie durchgearbeitet  hat,  noch  nach  weiteren  literarischen  Hilfsmitteln 
sich  umzusehen  haben,  allein  er  wird  sich,  das  verdient  anerkannt  su 
werden ,  auch  so  weit  gefördert  sehen ,  um  verhältnissmässig  leicht  die  ihm 
noch  übrig  bleibenden  Schritte  thun  zu  können. 

Die  Methode,  nach  welcher  der  Verf.  vorgeht,  ist  im  Wesentlichen 
keine  neue,  sondern  die  gute  alte  genetische,  welche  die  himmlischen  Er- 
scheinungen feststellt  und  stets  da  die  erforderlichen  Beobachtungs-  und 
Berechnungsmittel  der  Besprechung  unterzieht,  wo  diese  sich  von  selbst 
und  ungesucht  behufs  schärferer  Analyse  der  einzelnen  Bewegungserschei- 
nungen darbieten.  Von  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  ein  ziemlich  aus- 
gedehnter Gebrauch  gemacht,  doch  ist  nur  Weniges  als  bekannt  voraus- 
gesetzt, schwierigere  Formeln,  wie  z.  B.  die  Napi  er 'sehen  und  Gauss- 
schen,  werden  besonders  hergeleitet.  Es  wird  sodann  die  Bestimmung  der 
Gestalt  und  Grösse  der  Erdkugel  vorgenommen;  die  Zweifel  an  der  ab- 
soluten Kugelform  stammen  nicht,  wie  es  hier  heisst,  aus  den  Zeiten 
Picard's,  obwohl  sie,  das  ist  richtig,  erst  gegen  Ende  des  XVIL  Jahr- 
hunderts sich  etwas  mehr  in  den  Vordergrund  zu  drängen  begannen.  Die 
Vorgeschichte  des  später  zwischen  den  englischen  nnd  fransOnaelien  Mathe- 
matikern geführten  Streits  über  die  Srdgsstal^  ^ 
erstatter  angestellten  üntersnchnngen  tal 
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wohl  auch  einmal  einer  gesonderten  Behandlung  theilhaftig  werden.  Auf 
die  älteren  Gradmessungen  nun  geht  unser  Verf.  mit  solcher  Gründlichkeit 
ein,  dass  er  sogar  gewisse  Originalactenstttcke  und  die  Abbildungen  der 
wichtigeren  Messinstrumente  von  damals  wiedergiebt;  diese  Ausführlichkeit 
findet  ihre  Berechtigung  wohl  weniger  in  einer  geschichtlichen ,  als  vielmehr 
in  der  richtigen  pftdagogischen  Erwägung,  dass  ein  Neuling  den  doch 
immerhin  lange  nicht  so  verwickelten  Mechanismus  dieser  astronomisch- 
geodätischen Arbeiten  schneller  verstehen  lernt  als  denjenigen,  welchen  man 
heutzutage  zur  Anwendung  zu  bringen  gezwungen  ist.  Einem  Schaltcapitel, 
in  welchem  gewisse  Lehrsätze  der  Coordinatengeometrie  entwickelt  und  zu- 
sammengestellt sind,  folgt  ein  üeberblick  über  die  neueren  Gradmessungs- 
arbeiten;  einige  mathematisch -geographische  Aufgaben,  wie  die  Berechnung 
des  „mittleren*'  Erdhalbmessers  (ungefähr  zu  +  35^  lat.  gehörig),  die 
Distanzenbestimmung  auf  der  kugelförmigen  Erde  u.  s.  w.  schliessen  sich 
an.  Nächstdem  geht  der  Verf.  zur  Messung  der  Pendelschwere  über  und 
zeigt,  wie  auch  durch  diese  die  Abplattung  der  ellipsoidischen  Erde  er- 
mittelt werden  kann. 

Von  der  Erde  schreitet  der  Verf.  weiter  zu  den  Himmelskörpern ;  dabei 
trägt  er  dem  so  entscheidenden  und  von  den  Lehrern  oft  so  wenig  berück- 
sichtigten Augenscheine  dadurch  Rechnung,  dass  er  die  Sonne  als  das  sich 
Bewegende  behandelt.    Manches  bat  hier  eine  sehr  durchgearbeitete,  gegen- 
über den  Schilderungen  in  anderen  Büchern  durch  Klarheit  hervorstechende 
Darstellung  erfahren,   so   hauptsächlich  die  Lehre  von  der  Präcession  und 
von   der  Zeitgleichung.     Natürlich  findet  nachher  der  Uebergang  von  der 
geocentrischen  zur  heliocentrischen  Weltanschauung  statt,  wobei  die  Eigen- 
art der   elliptischen  Bahnbewegung  so  vollständig  dargelegt  wurde,  als  es 
ohne  die  vom  Verf.  ausgeschlossene  Infinitesimalrechnung  zu  geschehen  ver- 
mochte.    Erfreulich  ist,  dass  in  der  Heihe  Derer,  welche  sich  die  Erklärung 
der   Planetenbewegung   zur   Aufgabe   gestellt  haben,    auch   der   Name  des 
Eudoxus    und   unter   den    vorcoppernicanischen  Systemen   auch  dasjenige 
der  homocentrischen  Sphären  nicht  fehlt    Bei  der  Erörterung  der  Planeten- 
durchgänge ist  mit  Recht  —  ähnlich,  wie  es  früher  schon  der  Referent  im 
Anschlüsse   an  J.  J.  v.  Littrow  vorgeschlagen  —   nicht  nur  der  eigent- 
lichen Parallaxenbestimmung,   sondern   auch  der  directen  Abstandsmessung 
gedacht,  von  deren  Wesen  der  Anfänger  weit  leichter  als  von  jener  erstem 
einen   klaren    Begriff  erhält.    Wir   sind    nicht   in    der  Lage,    die  Inhalts- 
übersicht so   ausführlich   zu   gestalten,   wie   es    vielleicht   in   einer  wesent- 
lich didaktischen   Zwecken   gewidmeten  Zeitschrift  angezeigt  wäre;   wir  er- 
wähnen vielmehr  nur  noch  kurz,  dass  auch  die  Finsternissberechnung  ziem- 
lich allseitig  abgehandelt,  und  dass  nicht  minder  auf  die  neueren  Methoden, 
das  specifische  Gewicht  des  Erdkörpers  aufzufinden,    eingegangen   wurde« 
Freilich  hat  v.  J  oll  7 's  geistreiches   Abwäge  verfahren   in  der  allerletzten 
Zeit  BO  manrngfaltige  und  einschneidende  Verbesserungen  erfahren,  dass  es 
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in  seiner  ursprünglichen  Gestalt  eigentlich  nicht  mehr  vorgetragen  werden 
soUte.  Nicht  versagen  können  wir  nns  die  Betonung  des  ümstandes,  dass 
uns  eine  so  vollkommene  buchhändlerische  und  buehdruckerische  Ausstattung 
noch  nicht  leicht  bei  einem  Lehrbuche  vorgekommen  ist. 

Was  aber  wollten  wir  oben  mit  dem  Ausspruche  andeuten,  dass  das 
Epstein'sche  Werk  von  den  Fortschritten  der  letzten  zehn  Jahre  un- 
berührt geblieben  sei?  Zu  dem  Ende  verweisen  wir  auf  S.  226,  wo  es 
heisst:  „Man  neigt  in  Gelehrtenkreisen  vorzugsweise  zu  dem  Abplattungs- 
werthe  ^-|^  hin,  da  dieser  nicht  nur  aus  vielen  guten  Pendelbeobachtnngen 
resultirt,  sondern  weil  sich  ihm  auch  die  Resultate  der  Gradmessungen, 
je  weiter  sich  diese  ausdehnen,  desto  mehr  zu  nähern  scheinen.*'  Hier- 
nach  scheint  es  doch   der  Verf.  für  ausgemacht  zu  halten,  dass  es  einen 

wirklich  genauen  Werth  für  giebt,  dass  die  bisherige  Nichtüberein- 
stimmung in  den  Fehlern  und  ünvollkommenheiten  der  Operationen  ihren 
Grund  hatte,  und  dass  mit  der  Zeit  eine  asymptotische  Anoäherung  an 
diesen  wahren  Werth  zu  erkennen  sein  werde.  Gerade  das  ist  aber  nicht 
der  FaU,  Jenes  Referenzellipsoid  oder  Niveausphäroid ,  dessen  Abplattung 
auf  die  eine  oder  andere  Weise  ermittelt  wird,  ist  nicht  daS;  was  wir  „Erd- 
gestalt"  nennen»  und  die  Abweichungen  der  letzteren  von  jener  Hilfsfläche 
müssen  in  langsamer,  mühevoUer  Arbeit  durch  eine  Vereinigung  von 
astronomisch  -  trigonometrischen  Messungen,  Nivelliruugen  und  Schwere- 
versuchen von  Ort  zu  Ort  aufgesucht  werden.  Diese  Erkenn tniss  ist  in 
langsamer  Steigerung  durch  die  Leistungen  eines  Ph.  Fischer,  Stokes, 
BrunS;  Helmert  u.  A.  uns  vermittelt  worden,  und  es  hätte  auch  an 
diesem  Orte  wenigstens  angestrebt  werden  müssen  ^  dem  Leser  die  grossartige 
Perspective  aufzuschliessen ,  die  sich  für  die  „Geonomie^  der  Zukunft  eröffnet. 

München.  Dr.  S.  Günthkb. 

Die  Elemente  der  Gtoometrie,  für  den  Schulunterricht  bearbeitet  von  H. 
Seeger,  Director  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow.  Mit  6  Figuren- 
tafeln. 3.  Auflage.  Wismar,  Hinstorff'sche  Hof buchhandlung.  1887. 
211  S.    Preis  Mk.  2,40. 

Das  Buch  verräth  im  Gkuizen  ein  gesundes  Streben  nach  Deutlichkeit 
und  wissenschaftlicher  Strenge.  Der  Stoff  ist  sowohl  im  lehrenden  Theile, 
als  auch  bezüglich  der  Aufgabensammlung  als  reichhaltig  und  wohlgeordnet 
zu  bezeichnen. 

Dieses  im  Allgemeinen  anerkennende  ürtheil  schliesst  nicht*  aus, 
dass  Referent  sich  mit  manchen  Einzelheiten  durchaus  nicht  befreunden  kann. 


*  Referent  findet  sich  veranlasst,  diese  selbitverttändlioh«  Saohe  u  batonmt 
der  Verfasser  einer  künlich  in  dieser  ZeitMhrift 
n&mlioh  anderer  Meinung. 

UUt-Ut.  AbtbUr.  d.  ZtitBoht,  f.  Mfttb. «.  ffliyt.  XXXX?«  1. 
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•V,*%    ^N.^V    ' 


Die  Parallelentheorie  enthält  S.  15  den  Satz,  dass  zwei  gerade  Linien, 
die  von  einer  dritten  Geraden  durchschnitten  werden,  sich  auf  derjenigen 
Seite  der  schneidenden  Linie  >  auf  welcher  die  inneren  Winkel  zusammen 
weniger  als  zwei  Bechte  befragen,  schneiden  (oder  convergiren).  Der  Be- 
weis Ittsst  sich  nach  Herrn  S.  ohne  Zuziehung  unendlicher  Flttchenraome 
nicht  fuhren.  Aber  m  i  t  solchen  muss  es  ja  wohl  gehen ,  da  wir  im  An- 
hange dem  Bertrand'schen  Beweise  begegnen,  üebrigens  sollte  hier  ein 
pädagogisches  Bedenken  noch  gewichtiger  gegen  diese  Art  des  Vortrages 
in  die  Waagschale  fallen.  Auch  die  Abweichungen  vom  Herkommen ,  welche 
sich  in  der  Fassung  der  Deckungsstttze  finden,  kann  man  nicht  als  be- 
sonders gelungen  anerkennen. 

Endlich  dürfen  einige  Dinge  nicht  verschwiegen  werden,  welche  mit 
der  Wissenschaft  wenig ,  mit  der  Schule  aber  umsomehr  zu  thun  haben. 
Zunächst  sollte  ein  Schulbuch  nicht  Andeutungen  in  unvollständigen  Sätzen 
machen,  wie  dies  schon  S.  6  Nr.  15,  S.  10  Nr.  31  und  oft  geschieht  Es 
kann  Herrn  S.  als  praktischem  Schulmann  gewiss  nicht  unbekannt  sein,  dass 
unvollständige  Sätze  von  den  Lehrern  auch  dann  beseufzt  zu  werden  pflegen, 
wenn  die  Schüler  nicht  durch  ihr  Lehrbuch  dazu  angeleitet  werden.  Dann 
gehören  Wörter,  wie  »offenbar",  „Beweis  leicht",  „bekanntlich",  „folgt  un- 
mittelbar", „unmittelbar  einleuchtend",  »folgt  sofort"  nicht  in  ein  Lehrbuch. 
Die  fraglichen  Wörter  erinnern  in  wissenschaftlichen  und  Schulbüchern  an 
die  in  Versnoth  zusammengeschmiedeten  Versfüllsel  mancher  Poeten.  Re- 
ferent begegnete  ihnen  auf  S.  41,  43,  45,  46,  47,  49,  54,  57,  58,  59,  66, 
78,  81,  84,  88,  89,  90,  91,  94,  95,  99  u.  s.  w.  —  Zu  den  Sprachreinigem 
gehört  Herr  S.  auch  nicht.  Wir  finden  z.B.  Situationspunkt,  homo- 
loge Punkte,  centrisches  System,  Sjmmetrale,  äquidistant, 
excentrischer  Winkel,  Sehnenpolygon,  Multiplum,  aliquoter 
Theil,  Fundamentalproportion,  Aehnlichkeitsmodulus,  höherer 
Calcul.  So  haben  wir  S.  35  den  merkwürdigen  Satz:  „Wenn  der 
Situationswinkel  zweier  gleichartig  construirten  congruenten 
Systeme  180®  beträgt,  so  wird  jede  Strecke,  welche  zwei 
homologe  Punkte  verbindet,  durch  den  Situationspunkt  hal- 
birt.  —  Die  armen  Jungen I  —  Zum  Glück  versichert  ihnen  Herr  S.,  dass 
die  Sache  nicht  schwierig  sein  könne,  da  der  Beweis  durch  das  Wort 
yLeicht^  ersetzt  ist. 

Druck  und  Papier  ist  tadeUos.  ^^  Schweriko. 


nntenoheidet  sich  die  Methode  der  Mathematik  von  der  der  Philo- 
sophie t  Von  Maximilian  Habbrland,  Realschullehrer.  Neustrelitz^ 
1884. 

Die  24  Seiten  starke  Abhandlung  ist  vorwiegend  philosophischen  Inhalts* 
ßaaäebst    wird    der    Begriff   „Methode''    nach   Kant,    Trendelenburg 
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und  Herbart  näher  dargelegt  und  alsdann  an  Beispielen  mathematisches  und 
philosophisches  Vorgehen  gezeigt.     So  gelangen  wir  S.  14  zu  dem  Schlüsse: 

n Darnach  beruht  also  die  Methode  der  Mathemalik  auf  der  Anwendung 
von  Beweis,  Definition  und  Axiom. 

Da  nun  die  Vernunft  in  der  Philosophie ,  den  principiellen  unterschied 
von  der  Mathematik  vergessend*,  doch  versucht,  in  diesen  drei  Stücken  die 
Mathematik  nachzuahmen,  so  weist  Kant  bei  jedem  einzelnen  nach,  dass 
keines  dieser  Stücke  in  dem  Sinne,  darin  sie  der  Mathematiker  nimmt, 
von  der  Philosophie  geleistet  werden  kann.*' 

Nach  einem  geschichtlichen  Rückblicke  auf  Carte sius  und  Leibnitz 
wendet  sich  der  Verf.  S.  22  wiederum  Kant  zu  mit  der  Frage,  „ob 
Kant*s  Lehre  von  den  Eigenthümlichkeiten  der  mathematischen  Methode 
der  philosophischen  gegenüber  mit  seiner  Ansicht  von  der  Subjectivität  unserer 
sinnlichen  Anschauungsformen  steht  und  fllllt/ 

Referent  will  dem  Schriftchen  gegenüber  nur  insofern  eine  eigene 
Aeusserung  machen,  als  er  sich  zu  der  Beobachtung  berechtigt  glaubt, 
dass  die  Zahl  der  kantgläubigen  Mathematiker  nicht  zunimmt.  Ich  ver- 
weise dabei  auf  die  bekannten  Aeusserungen  von  Gauss,  welche  neuerdings 
von  Kronecker  in  der  in  seinem  Journal  abgedruckten  schönen  Abhand- 
lung „üeber  den  Zahlbegriff%  Bd.  101,  S.  339  erwähnt  sind. 

K.    SOHWERIKO, 

Anflösnngen  und  Beweise  der  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  ana- 
lytischen Oeometrie  desPnnktes,  der  geraden  Linie,  des  Kreises 
nnd  der  Kegelschnitte.  Bearbeitet  von  Fr.  Oraefb,  Prof.  Leipzig, 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1886. 

Referent  hat  sich  über  die  n'^^^g&^^Q  ^^^  Lehrsätze''  des  Herrn 
Graefe  bereits  empfehlend  geäussert;  vergl.  diese  Zeitschrift  Jahrg.  1886, 
S.  226.  Die  jetzt  vorliegenden  „Auflösungen  und  Beweise*'  sind  in  dem- 
selben Geiste  bearbeitet;  an  einigen  Stellen  leistet  der  Herr  Verf.  sogar 
mehr,  als  die  Ankündigung  verheisst  und  erfreut  den  Leser  durch  inter- 
essante mathematische  Untersuchungen,  die  selbständige  Bedeutung  bean- 
spruchen dürfen.  Referent  erwähnt  hier  die  Untersuchungen  über  die 
Pascarschen  Sechsecke    S.  52  flgg.  und  die  Bearbeitung  der  Aufgabe  des 

^*^^*"^-  K,    SCHWERINO. 

Die  Elementargeometrio  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Ebene. 
Systematisch  und  kritisch  bearbeitet  von  Dr.  Otto  Rausbmbbboer« 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Tenbnfir«     1887»    236  8. 

Bei  dem  Worte  «Elemestargeometriie*  pfl 
buch  zu  denken.    Das  vorliegende  B,iidi  i^ 

•  Vernunft?    D.  B. 
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einen  tnathemaliscb  gebildeten  Leser  voraus.  Es  bat  femer  mcht  ia 
Zweck,  eine  vollständige  Zmammenstellung  des  weitechicbtigen  Mnenli 
zu  geben ,  weichen  tiuf  dem  Gebiete  der  niederen  MatbematJk  darcb  Eistd^ 
foi'äcbung  im  Laufe  von  mehr  alü  £wci  Jahrtausenden  sich  geb&ufl  luL 
Die  Absii:ht  des  Verf.  gebt  vielmehr  auf  eine  DarsteUuug  d*r  Gnind- 
beziehnngen  und  G  müde  ige  nechaften  derjenigen  Gebilde,  welche  darch  Jit 
ZubamttieD&telluog  einer  endlichen  Zahl  von  Punkten,  Geradeo  und  Ebaa 
entstehen.  Dabei  betrachtet  der  Verf.  die  Anschauung  als  die  nicht  »  br 
seitigeuJe  Grundlage  der  Geometrie  und  schliesst  daher  alle  ForsebnngM, 
welcbe  mit  derselben  nicht  im  Einklang  stehen,  trotz  ihrea  wissensch&ft- 
lichen  Reizea  von  seiner  Darslelluug  aus.  Dabei  wird  aber  dem  vwl- 
besprochenen  Parallelen axiom  eine  besondere  AufmerksaDikeit  zogemiiil 
und  die  Stellung  der  einzelnen  Sätze  zu  demselben  vollkommen  klar  gelegt 

In  dem  ersten  Theile  des  Buches,  welcher  die  UeberBchrifl  „Grmid- 
lagen"  trägt,  lUsst  der  Verf.  die  gerade  Linie  als  uuTerfinderUch  dnrdi 
Drehung  um  zwei  ihrer  Punkte  entstehen  und  leitet  die  Haupteigenscbann 
dertelben  aus  dieser  Erzeugungsweiae  ab.  BeKÜglicb  der  Ebene  wird  difr 
selbe  zwar  zunächst  durch  Drehung  einer  Geraden,  welcbe  eine  audtit 
fortwährend  schneidet,  um  einen  festen  Funkt  auf  der  Geraden  mengt 
Allein  es  gelingt  nicht,  die  Eigenschaften  der  Ebene  aus  dieser  EreeogoB^ 
weise  abzuleiten.  Vielmehr  bedarf  es  hier  neuer  Axiome,  welche  der  An* 
scbauung  entstammen.  Dabei  nimmt  der  Verf.  gegenüber  den  Versocka 
z.  B.  von  Boljai  und  Lobatschewski  eine  abweisende  Stelliug  Ü- 
Und  zwar  ist  nicht  die  KOnstlichkeit  dieser  Erzeuguagsweieea  der  Gm' 
dieser  Ablehnung,  sondern  die  Unzulänglichkeit  derselben.  Anoh  ivA 
diese  Versuche  entgeht  man  nicht  den  Äiiomen. 

Nunmehr  gelangen  wir  S,  IG  zum  eigentlichen  Gegenstände,  der 'S 
berkömmlicher  Weise  in  Planimetrie  und  Stereometrie  zerfSUt.  Der  Verf. 
hält  an  dieser  Eintheilung  darum  fest,  weil  die  Planimetrie  einen  iOlA*" 
DmfaDg  gewonnen  hat,  dass  sie  durch|  rSumliehe  Betrachtungen  fOgH« 
nicht  zerrissen  werden  darf. 

Seinem    Grundsatze    getreu ,   die    Aufmerksamkeit  denjenigen   Gebilc^ 
vorwiegend  zuzuwenden,  welcbe  einen  ganz  allgemeinen  Charaktsr 
tragen,    beginnt    der    Verf.    mit    der    begrenzten    Geraden,    der    Strew* 
Für   dieselbe    werden    die  Begriffe  der  Addition  und  Subtraction  f«t 
gesetzt,    und   zwar   spricht   der  Verf.   das  Axiom    aus:    Mau   erhält  di' 
gelbe  Gesammtstrecke,   in    welcher  Reihenfolge  auch  man  i 
Kinzels trecken     (summa toriscb)    zusammensetzt.      Da    nun    ^ 
gan^e  Arithmetik   sich    nur  auf  zwei  Begriffen   aufbaut,   nämlich   dem  ott 
Addition  und  dem  der  positiven  ganzen  Zabl;   da  alle  anderen  BechDUUS'' 
arten   sich   auf  diese    beiden  Begriffe  zurttckfUbren  lassen,    so  habeO  *'' 
die   M6glichkeit  gewonnen,   die   Gesetze   der   Arithmetik  »" 
die  Geometrie  anzuwenden.     Sofort  wird   von  diesem  wicht ij^  ^ 
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gebniase  Gebrauch  geraaoht.  Wir  thoUen  eine  Strecke  in  n  Tbeile,  jeden 
wieder  in  n  Tbeile  u.  s.  w.;  wir  tragen  eine  Strecke  auf  der  anderen  ab, 
so  oft  es  geht,  den  Best  anf  der  kleineren  Strecke  u.  9.  w. ,  und  sehen  uns 
so  ausgerüstet  mit  den  Begriffen  des  DecimalbracheB  und  des  Ketten- 
sowie  dem  des  Irrationalen.  Erst  jetzt  kommt  der  Aus- 
jdruck  a  —  &  an  die  Reibe.  Mit  nicht  geringer  Genugthuung  betont 
1  Anordnung,  welche  er  langst  durch  geschichtliche  Gründe  und 

Idaktische  Notbwendigkeit  als  die  allein  berechtigte  erkannt  und  verfoch- 
ten bat.  Multiplication  nnd  gebrochene  Zahl  müssen  der  nega- 
tiven Zahl  vorangehen.  Mit  interessanten  und  Scharfsinn  igen  Bemerkun- 
gen über  Curventuessung  und  der  geistreichen  Erweiterung,  welche  Cayley 
und  F.  Klein  dem  Begriffe  des  Messens  gegeben  haben,  scfaliesst  der  die 
Strecke  behandelnde  Abschnitt.  Das  iweite  allgemeine  Gebilde,  welches 
sich  uns  nunmehr  darbietet,  ist  derWinkel.  Wftbrend  wir  bei  der  Strecke 
keine  natürliche  Maasseinheit   vorfanden,   ist  dies   beim  Winkel  der 

ktl.  Er  ist  nicht  als  Hichtungsu  n  tersch  ied  zu  erklEiren  und  ebenso- 
wenig als  ein  aus  der  GeGammt«bene  herausgeschnittener  FISchentheil, 
Indem  wir  nun  drei  Gerade  betrachten,  haben  wir  das  Dreiseit  vor 
uns.  Logisch  sind  bezüglich  des  Durchaohneidens  derselben  vier  Fälle 
zn  unterscheiden,  von  denen  das  Puralle lenaxiom  nur  drei  bestehen  iKsst. 
Dann  folgen  die  beiden  ersten  Gleichheitseätse  (Gleichheit  von  a,  ß,  y  und 
a,  6,  )■).  welche  natürlich  vollständig  begründet  werden.  Die  Bezeichnung 
dieser  SStze  als  GleichheitssKtze  statt  CougruenzsUtze  ist  ebenso 
berechtigt,  wie  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  dem  eingebürgerten  Miss- 
branch  gegenüber  —  hoffnnngslos.  Nunmehr  gelangen  wir  zur  Paral- 
lelentheorie, wo  wir  zunächst  dem  Satze  des  Ptolemäus  begegnen  und 
durch  denselben  von  der  Existenz  paralleler  Linien  überzeugt  werden. 
Indem  wir  weiter  nur  voraussetzen,  dstss  zwei  Gerade  sich  nur  in  einem 
Punkte  schneiden  können,  beweisen  wir,  dass  zwei  Dreieckswinkel  zu- 
sammen stets  weniger  betragen,  als  einen  Gestreckten  und  dasa  die  Winkel- 
summe  eines  Dreiecks  ebenfalls  dies  Maass  nicht  überschreiten  kann.  Wir 
haben  nun  die  Mittel,  eine  Reihe  von  SStzen  Über  das  Dreieck,  sowie 
zwei  weit«re  GleichbeitssStze  (Gleichheit  aus  a,  b,  c  und  a,  n,  ^),  endlich 
den  fOnften  (a,  b,  a;  a^b)  Gleichheitssatz  zu  beweisen  und  zu  erkennen, 
wie  zwei  Dreiecke,  welche  nur  in  einigen  Stücken  Übereinstimmen,  sich 
bezüglich  anderer  ungleicher  Stücke  verhalten. 

Nun  hat  der  Leser  ein  wohl  umgrenztes  Feld  einfachster  SStze  vor 
sich,  welche  vom  Parallel enaxiom  unabhängig  sind.  Er  darf  sich  jetzt 
diesem  wichtigen  Marksteine  zuwenden.     (S.  48,  §  lö.) 

Das  Axiom  selbst  tritt  in  der  Form  auf,  welche  ihm  von  dem  Alt- 
meister Eaklides  ertbeilt  ist,  und  nun  nimmt  der  Verf.  nach  wenigen  ein- 
fachen Folgerungen  aus  demselben  znr  nichtsuklidiscben  Geometrie  Stellung, 
ZonSchst  wird  der  Bertrand'sche  Üeweit  tf—    -'■  BmBlftaaift  d«. 
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gethao  und  dann  werden  einige  SSUe  ana  derjenigen  Geometrie  mitgttbäi, 
welche  nacli  Bolyai  und  Lobatschewskj  das  Axiom  verwirft 
wBrde  die  Grenzen  einer  Anzeige  bei 'Weitein  Überschreiten,  wollte  eridi 
nor  in  gedrfingter  Üebersicht  die  geistvollen  AusfDlirangen  des  Vd. 
wiedergeben.  Eine  solche  Ktlrzung  norde  zudem ,  bei  einem  bo  feiin 
ond  viel  umstrittenen  Gegenstande  der  mathematischen  Forschung,  TJeUeiclil 
den  Verf.  verläumden.  Trotzdem  kann  Ref.  nicht  nmbin,  einen  eiDiiga 
Satz  des  Baches  wörtlich  herznsetzen.     Er  lautet: 

„Ee  ist  demnach  die  Möglichkeit,    dass  die  nicht  euklidische  GeODKtrie 
noch   einmal  als  unzulässig  erkannt  wird,  nicht  unbedingt  atiBg««chliKKt.* 

Nach  einer  kurzen,  aber  klaren  Erörternog  bezUglich  der  anendlitk 
fernen  Punkte  gelangen  wir  S.  59  §17  zum  Vierseit  und  Vieretl. 

Durch  einfache  Abzahlung  wird  festgestallt,  dass  hier  ein  Ümeänl 
vorliegt,  der  beim  Dreiseit  nicht  vorhanden  ist  und  unsere  AufmerksankeiC 
besonders  fesseln  mnss ;  der  umstand  nämlich ,  dass  Strecken  1 
durch  andere  Strecken  bestimmt  sind.  Insbesondere  IBr  das  Vi« — ■ 
eeit  treten  acht  Strecken  auf,  von  denen  nur  fünf  willkürlich  sind. 
haben  also  drei  Besiehungen  (Gleichungen)  unter  denselben  zu  erwutu-. 
Um  diese  Gleichungen  abzuleiten,  sind  wir  genCthigt,  besondere  Figutm^^ 
das  Parallelogramm  und  Paralleltrapen  zu  betrachten.  Die«  B*— i 
tiachtungen  sind  nichts  Anderes,  als  die  Theorie  der  Aehnlicbk 
gewinnen  wir  den  Lehrsatz  des  Menelaos  und  durch  ihn  zwei  der  ge- 
suchten Gleichungen.  Aas  der  AehnUchkeitslehre  ergiebt  sich  als  Folgenui 
der  Lehrsatz  des  Pythagoras,  bei  dem  das  Wort  .Quadrat*  also  cnobhak 
in  rein  arithmetischem  Sinne  erscheint.  Mit  HUfe  dieses  Lehrsatzes  erfanltexB 
wir  nun  die  dritte  Gleichung,  deren  nahe  Beziehnng  zum  CosinmnlKA 
der  Trigometrie  nicht  unerwähnt  bleibt.  Analog  sind  die  UntersnchongM* 
für  das  Viereck  durchgeführt;  Zweiseitigkeit  der  Geraden,  der  8*t» 
des  Ceva,  der  Determinantenausdruck  für  die  sechs  EntfernugeD 
je  zweier  von  vier  Punkten  und  die  naturgemflsse  Einführung  des  vielleicb* 
einfachsten  homogenen  Coordinatensjstems  sind  hier  vorgeftüirt. 

In  der  ebenen  Trigonometrie,  deren  Behandlung  8.91  beginntt 
werden  Sinus  und  Cosinus  zunBchst  als  Projectionen  definirt,  und  dann  be- 
züglich  ihrer  Werte  und  Vorzeichen  durch  die  vier  Quadranten  verfolg*- 
Dann  wird  das  Additionstheo  rem  dieser  Functionen  zun&cbst  für  ipt*^ 
Winkel  abgeleitet  und  als  allgemein  gütig  kurz,  aber  streng  DachgewieW*- 
Eef.  zieht  eine  andere  Ableitung  vor.  wenigstens  für  den  Unterricht.  4" 
das  Additions  theo  rem  schliesst  sich  die  Zusammen  fassung  durch  die  Mcivre- 
sehe  Formel  und  die  Entwickelung  in  Potenzreihen.  Dieselben  werden  j«doel>> 
wie  auch  die  Einführung  der  Zahl  n,  nur  nach  Art  einer  knrtn  Zo- 
rn fassung  vorgeführt 

Den  Zugang  zu  der  nun   folgenden  hochinteressanten  Darstellung  ^ 
Geometrie   der  Lage  bietet  natürlich  das  Doppelverhü  Itaiss.    £>■* 


lichtTolle  arithmetiscbe  GruDcIlage  sichert  uns  das  VerständniBs  der  Invo- 
I  IntioD  ucd  der  harmonisoben  Tbeilung.  So  ausgerüstet  Ireteu  wir 
I  an  die  zwei  F u n d am  eatalge bilde  der  GBOmetrie  der  Lage  her&a ,  jene 
wiiaderbaren  und  doch  so  einfachen  seho  bez.  oean  Geraden  und  zebu  bez. 
neun  Punkte,  von  denen  je  drei  Punkte  in  einer  Geraden  liegen  und  je 
drei  Gerade  sieb  in  einem  Punkte  schneiden.  In  trefflicher  Weise  wird 
die  sieb  naturgemSsd  ergebende  Frage  behandelt,  ob  denn  diese  eigenartigen 
Gebilde   die  einfachsten   ihrer  Art  »ind.     Die  Antwort  ergiebt  sich   durch 

»combinatorische  und  rein  geometrische  Betrachtung. 
Aus  den  folgenden  Abschnitten,  welche  die  Collineation  und  Reci- 
procität  betreffen,  wollen  wir  nur  kurz  die  wo  hl  begründete  Betonung  der 
Stetigkeiteannahme,  sowie  den  Umstand  hervorheben,  daaa  der  Verf. 
bezüglich  der  metrischen  Relationen  eine  völlige  Dualität  in  Abrede  stellt, 
aber  einen  beacbränk  ten  Dualismus  anerkennt.  Das  ist  auch  ganz 
in  der  Ordnung;  nur  meint  Bef.,  dass  sich  die  Schranken  doch  noch  weiter 
binausrücken  lassen,  als  der  Verf.  zuzugeben  geneigt  scheint. 

S.  151    beginnt   der  letzte  Theil   unserer    Schrift,    die  Stereometrie. 

^Vm  in  der  Planimetrie,  so  werden  auch  bier  die  Grundlagen  sorgfältig 
Vnd  auBführlicb  dargelegt.  Insbesondere  findet  das  Ebenenbündel  und 
die  Einführung  des  Parallelenaxioms  seine  gebührende  Berücksichtigung. 
Die  Eigenart  der  Darstellung  kann  hier  noch  weniger,  als  an  früherer 
Stelle  durch  unsere  Besprechung  hinreichend  deutlich  werden.  HQchst  an- 
ziehend ist  die  Behandlung  der  dreiseitigen  Ecke.  Aus  dem  einzigen 
Satze  a  +  b'^c  werden  alle  die  Winkel  und  Seiten  betreifenden  Ungleich- 
ungen durch  Betrachtung  der  Polarecke  und  Nebenecke  abgeleitet.  „Der 
gewöhnliche  Beweis   für  den  Satz  a  +  b  +  c<^i/i  nimmt   das   Parallelen- 

I  Uiom  zn  Hilfe  und  entbehrt  der  nöthigen  Strenge."  Natürlich  folgen 
diesen  Ungleichungen  alsbald  die  metrischen  Relationen  an  der  dreiseitigen 

PXckä,  d.  b.  in  sehr  vernünftiger  Beschränkung  auf  wenige  Formeln,  die 
BpbSrische  Trigonometrie.  Diese  bietet  nun  den  Uebergang  zu  einem 
anziehenden  Gebtete,  welches  in  den  gewtlhnlicben  Lehrbüchern  sehr  kBrg- 
lich  bedacht  zu  werden  pflegt,  dem  Inhalt  der  Ecken.    Und  dennoch  ist 

(dieser  Tbeil  der  niederen  Raumlehre  nicht  blos  wissenschaftlich  wichtig, 
^ndern  führt  auch  zu  bemerke ns wer then  Schulaufgaben.  Bef.  erkubt  sieb, 
Jbler  an  die  regelm&sssigen  KOrper  und  die  Theilnng  des  Raumes  im  Mittel- 
taunkte  der  umschriebenen  Kugel  zu  erinnern. 
I  Der  Ansdruck  für  den  Inhalt  der  Pyramide  durch  die  Kanten 
pitt  nns  mehrfach  entgegen.  Zunächst  erscheint  er  bei  Aufstellung  der 
Ifßglichkeitsbedingung  für  ein  Tetraeder  (S.  191),  dann  aber  auch  bei 
directer  Inangriffnahme  der  betreffenden  Aufgabe.  Der  Inhalt  der  Pyramide 
wird  durcb  unendticb  nahe  Parallelebenen  bestimmt. 

Ans  dem  reichen  übrigen  Inhalte  beben  wir  inabesondere  die  anEiehende 
Darlegung    einiger  Grundbegriffe  aus  der  analj/MS  «(*■*  "     "ortrelf- 


^Kdies 
^fSck 
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lidie   damit  in  nahen  Zusammenhang  gebrachte  Behandlnng  des  Eiltr* 
sehen  Satxes  e  +  f^k=:2  herror. 

Den  Schlass  bildet  die  Collineation  rSnmlieher  Systeme. 

Indem  fief.   das   treffliche  Boch   zur  Seite  legt,  fasst  er  sein  ürthdl 
dahin  zusammen,  dass  diese  Elementargeometrie  nach  Inhalt  nnd Dir- 
Stellung  einen   hervorragenden  Platz  nnter  den  Schriften  ähnlicher  Art  !»> 
ansprachen  darf.   Wer  wissenschaftliche  Gründlichkeit,  gepaart  mit  geuBer 
Kenntniss  der  neuesten  Arbeiten  and  eine  anmathige  Darstellang  der  Gnmd- 
lehren   der  Geometrie   sucht,   der   wird   bei  diesem  Buche  sich  befriedigt 
findeiL    Möge  die  treffliche  Schrift  in  keiner  Bibliothek  einer  hSheren  Ldv- 
anstalt  fehlen. 

Coesfeld,  im  März  1888.  E.  SoHwasne. 


und  Aufgaben  zur  Algebra.    (Fftr  höhere  Lehransialten.)    V(»i 
Dr.  6.   Lauteschläger.     Zwölfte  yielfach    Termehrte   Auflage 
arbeitet  von  Dr.  Fb.  Graefe,  Professor.     Dannstadt,  BergstritaeK". 

Anf  132  Seiten  finden  wir  den  gewöhnlichen  Stoff  in  ziemlicher  FfiHc 
und,  wie  es  scheint,  in  entsprechender  Anordnung.  Durch  die  Neva- 
bearbeitung  ist  laut  Vorrede  nicht  unerheblich  die  wissenschaftliche  SsL'ftfC 
des  Baches  gehoben  worden.  So  sind  z.  B.  durch  die  Neubearbeitno^p 
wesentliche  Aufgaben  aas  dem  Gebiete  der  reciproken  Gleichungen 
und  anderer  Gleichungen  höheren  Grades,  welche  auf  quadratische  znrfick- 
fUhrbar  sind,  hinzugekommen.  Insbesondere  findet  die  Berficksichtigang 
des  Imagiaären  durchaus  den  Beifall  des  Referenten. 

Eine  besondere  Seite  des  Buches  ist  ein  gewisser  Schulhumor  (nicht 
zu  verwechseln  mit  Galgenhumor!),  der  bei  manchen  Aufgaben  hervortritt 
Wir  meinen  damit  nicht  Aufgaben,  in  denen  Jahreszahlen  geschichtUdier 
Ereignisse  als  Unbekannte  auftreten ,  sondern  etwa  Aufgabe  623,  wo  sieben 
Mädchen  einem  Knaben  Ndsse  fortnehmen,  oder  661,  wo  zwei  Bftuberiwei 
Beiseude  berauben.  Nicht  ganz  neu  dürfte  es  manchem  Lehrer  sein,  ^ 
laut  Aufgabe  946  Bakcbos  den  Silen  einmal  neben  einem  vollen  Weinfasse 
schlafend  gefunden  hat;  er  benutzte  die  Gelegenheit  und  trank  a.8«^* 
Weiss  doch  z.  B.  H  e  i  s  auch  diesen  schönen  Beitrag  zur  griechischen  Götter- 
lehre  fast  mit  denselben  Worten  zu  berichten.  Prächtig  ist  auch  ein  sechs 
Strophen  langes  Gedichtchen  (928),  von  dem  wir  wenigstens  eine  ^' 
nehmen  wollen: 

Die  Zahl  der  Rehe  kenn*  ich  nicht. 

Die  fielen  durch  den  Schuss; 

Doch  lag's  an  Fücha'  und  Hasen  dicht, 

Die  man  addiren  muss. 

Coesfeld.  K.  SoBnwBBffG* 
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Anleitnng  zur  Auflösong  eingekleideter  algebraischer  Aufgaben  von 
Dr.  E.  Bardey.  Erster  Theil:  Aufgaben  mit  einer  Unbekannten. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1887. 

Wie  die  Vorrede  erzählt,  ist  die  Veranlassung  der  Herausgabe  dieses 
Büchleins  eine  eigenthttmliche  gewesen.  Wir  können  dem  Verf.  nicht 
ganz  beistimmen,  wenn  er  Auflösungen  und  dergl.  in  den  Händen  der 
Schüler  fast  mit  einem  gewissen  Angstgefühle  zu  erblicken  scheint,  Die 
Thätigkeit  des  Durchschnittsschülers  ist  einmal  wesentlich  nachahmender 
Art,  besonders  anf  unterer  Stufe.  Eigenes  kann  erst  dann  erwartet 
werden,  wenn  die  Nachahmung  die  Kräfte  des  Lernenden  gestählt  und  ge- 
Wissermassen  ausgelöst  hat.  Auch  das  Kind  lernt  zuerst  nachsprechen  und 
dann  erst  sprechen.  Und  zu  diesem  Zwecke  ist  die  vorliegende  kleine 
Sammlung  recht  geeignet.  Die  Fassung  der  Sätze  ist  einfach  und  klar; 
der  Schüler  wird  den  Ansatz  leicht  mit  denselben  Worten  wiederholen 
können ,  ohne  blind  auswendig  zu  lernen.  Schön  sind  die  Methoden ,  welche 
ohne  Gleichungen  Aufgaben  lösen. 

Coesfeld.  K.  Sghwrring. 

Lelirbuoh  der  Algebra.  Theoretisch -praktische  Anleitung  zum  Studium 
der  Arithmetik  und  Algebra.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr- 
anstalten, insbesondere  an  Gymnasien,  bearbeitet  von  Prof.  Dr. 
J.  VAM  Hengel,  Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium  zu  Emmerich. 
Freiburg  im  Breisgau,  Her  der 'sehe  Verlagsbuchhandlung.  1887.  8. 
489  Seiten.     Preis  brochirt  M.  5,  geb.  M.  5,50. 

„In  den  vorhandenen,  zu  Hilfsmitteln  beim  algebraischen  Unterrichte 
bestimmten  Büchern  zeigt  sich  allerdings  zuweilen  ein  gewisser  Anlauf, 
ausserdem  dass  ein  mehr  oder  weniger  grosser  Uebungsstoff  zur  praktischen, 
bezw.  mechanischen  Verarbeitung  vorgelegt  wird,  auch  der  theoretischen 
Seite  der  Algebra  Rechnung  zu  tragen;  allein  die  Scheu,  zuviel  zu  ver- 
ratben,  scheint  doch  in  ihnen  gross  zu  sein,  und  das  Dargebotene  ist  nicht 
selten  unbestimmt;  verworren  oder  geradezu  falsch,  und  manche  Begriffs- 
bestimmung zu  eng  gefasst.** 

In  diesen  Worten  der  Vorrede  tritt  die  Absicht  des  Verfassers  klar  zu 
Tage,  und  Referent  giebt  ihm  gern  das  weitere  Zeugniss,  dass  Herr  van 
Hengel  redlich  bemüht  gewesen  ist,  in  der  von  ihm  gekennzeichneten 
Richtung  Wandel  zu  schaffen.  Sehen  wir  zu,  wie  weit  seine  Absicht  er- 
reicht worden  ist. 

Das  Buch  zerf&llt  in  zwei  Theile.  Der  erste,  168  Seiten  stark,  führt 
die  Ueberschrift:  Allgemeine  Arithmetik;  der  sweite  die  üebersehrift: 
Algebra. 

Die  Allgemeine  Arithmetik  nmteat  die  Lehn  vmi 
nungsarten.    Dieser  „EKeclmangBarten''  giebt  m  wm 
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sieben,  da  eine  Zahl  in  siebenfacher  Weise  von   gegebenen   Zahlen   ab- 
hängig sein  kann.     Schade,    dass   der  Verfasser  hier   nicht  an   die   alten 
sieben  Farben  des  Regen bogens  gedacht  hat,   während  die  neuere  Physik 
im    Spectrum   unendlich    viele   Farben    vorhanden    weiss.      Die    „siebente** 
Rechnungsart    ist    natürlich    das    Logarithmiren    und    die    Zuordnung 
derselben  zu  den  Grundformen  der  Arithmetik   ist  ein  altehrwttrdiger  Irr- 
thum  der  Lehrbücher.    Es  wird  glaubhaft  versichert,  dass  manche  Verfasser 
dieser  Bücher  sehr  wohl   wissen,   dass  der  Logarithmus  nicht  eine  alge- 
braische, sondern  eine  trän scen den te  Function  ist.  —  Ziemlich  müssig 
dürfte    die    Unterscheidung    S.  10  zwischen    losen,    mittelfesten    und 
festen  Zahlverbindungen  sein.     Denn  den  Vortheil,  mit  Hilfe  dieser  Fest- 
setzungen den  Sinn  der  sträflich   nachlässigen  Schreibart  35.4:2:7   sofort 
errathen  zu  können,   schlagen   wir  gar  nicht  hoch  an.     Eher  dürften   die 
Erklärungen  der   Addition    und    Multiplication    S.  14,    bezw.    S.  32 
Beachtung  verdienen.     Sie   lauten:    „Addition  ist  das  Ableiten  einer  Zahl 
(Summe)   aus  zwei   oder  mehr  gegebenen  Zahlen  (Summanden)  durch  Zu- 
sammenkommenlassen  der  Einheiten  derselben.*'    „Multiplication  ist  das  Ab- 
leiten einer  Zahl  (Product)   aus  zwei   oder  mehr  Zahlen  (Factoren),   wenn 
sie  von  diesen  so  abhängig  ist,  dass  das  Resultat  Null  ist,  wenn  einer  der 
Factoren  Null  ist,  und  dass,  wenn  an  die  Stelle  irgend  eines  der  Factoren 
alle  seine  Summanden  einzeln  eintreten,  die  Summe  dieser  Einzelresultate  gleich 
dem  zu  suchenden  Resultate  ist.**     Offenbar  geht  namentlich  aus  der  letz- 
teren Erklärung  hervor,   dass  die  wesentlichen  Multiplicationsgesetze 
als  Hauptmerkmale  hervorgehoben  und  zu  einer  Definition  verwerthet  werden 
sollen.  Allein  es  dürfte  diese  Absicht  doch  in  anderer  Weise  einfacher  ver- 
wirklicht worden  sein  und  die  obige  Erklärung  sich  z.  B.  zum  Auswendig- 
lernen für  Schüler  wenig  eignen.  —  Was  sagen   wohl  die   Herren  Schul- 
männer zu  der  Ansicht  S.  33  des  Verfassers,  dass  auch   zwei  oder  mehr 
Factoren  eines  Productes  benannte  Zahlen  sein  können?    Werden  sie  sich 
durch   die    obige  Definition   in  Verbindung  mit    dem  Beispiel   akg Xhm 
=  a&kgmtr   zu  dieser  Meinung   herüberziehen  lassen?     Wohl  schwerlich! 
Auch  darf  der  Verfasser  nicht  auf  allgemeine  Zustimmung  rechnen ,   wenn 
er  S.  76  aus  a  =  6  und  a®  ^  b*^  schliessen  will ,  dass  c  =  d  sei.     Denn  ob- 
wohl e^  =  e^^^==ly  so  ist  doch  nicht  0  =  2ni.     Beft'emdlich   ist  auch  die 
Erklärung  einer  imaginären  Zahl.   Sie  steht  ebendort  Nr.  25  und  lautet: 
„Eine  Zahlverbindung,  deren  Resultat  weder  der  Zahlenreihe  der  positiven, 
noch  der  negativen  einzelnen  Zahlen  angehört,  wird  imaginäre  Zahl  genannt. ** 
Natürlich  ist  es  bei  dieser  Aufstellung  spottleicht,  den  Fundamentalsatz  der 
Algebra  zu  beweisen,  und  ohne  gerade  den  Vorwurf  argwöhnischer  Sinnes- 
art auf  sich  zu  laden,   darf  man  an  die  obige  Definition  erinnert  werden, 
wenn  man  S.  175  mit  Erstaunen  liest:  „Eine  Gleichung  mit  einer  unbekann- 
ten X  heisst  eine  Gleichung  vom  n*^  Grade,  wenn  sie  in  n  Gleichungen 
von  der  Form  x  +  a=^0  zerfallen  kann,   wobei  a  irgend  eine  bekanntei 
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positive  oder  negative  Zahl  bezeichnet.^  Aach  die  Beweise  für  die  Irratio- 
nalität der  Wurzeln  S.  127  und  142  sind  nicht  streng.  Denn  wenn  m 
und  V  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  folgt  durchaus  nicht  ohne 
einen  bekannten  Beweis,  dass  dann  tn^iv  keine  ganze  Zahl  sein  kann. 

Wir  sind  jetzt  mit  unseren  Ausstellungen  fertig  und  können  nicht  um- 
hin ,  übrigens  an  dem  Buche  Manches  anzuerkennen.  Zu  den  wohlgelungenen 
Abschnitten  desselben  gehört  z.  B.  die  schöne  Darstellung  der  Pythago- 
reischen Zahlen,  gehören  die  Anweisungen  zur  Ertheilung  eines  rationalen 
Nenners,  die  Vorschriften  zur  praktischen  Wurzelausziehung.  Vortrefflich 
und  nicht  unbedeutend  über  den  herkömmlichen  Gemeinbesitz  der  Lehr- 
bücher hinaus  bereichert  erscheint  die  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  mit  ^wei  Unbekannten.  Dasselbe  gilt  mehr  oder  weniger  bezüglich 
der  Eettenbrüche  nebst  Anwendungen  auf  Zeitrechnung,  bezüglich  der  Dar- 
stellung des  binomischen  Lehrsatzes  und  der  logarithmischen  Reihe  (Coeffi- 
cientenvergleichung).  Leider  fehlen  ausreichende  Convergenzbetrachtungen 
hier,  wie  früher  bezüglich  der  geometrischen  Reihe.  Auch  die  Darstellung 
der  Combinationslehre  ist  wohlgelungen. 

Druck  und  Papier  sind  vortrefflich. 

Fassen  wir  unser  Urtheil  zusammen,  so  können  wir  nicht  umhin,  das 
Buch  vom  praktischen  Gesichtspunkte  aus  zu  empfehlen;  bezüglich  mancher 
mehr  der  Theorie  angehörenden  Dinge  wird  eine  Umarbeitung  erforder- 
lich sein. 

Coesfeld,  1888.  K.  Schwebing. 


Constructiye  Oeometrie  der  Kegpeholinitte  anf  Onind  der  Focaleigen- 
Schäften.  Einheitlich  entwickelt  von  Adalbbrt  Breuer,  k.  k.  Real- 
lehrer in  Trautenau,  Böhmen.  Ein  Lehrbuch  für  höhere  Unter- 
richtsanstalten und  für  den  Selbstunterricht.  Mit  80  in  den  Text 
gedruckten  Originalfiguren.  Preis  1  fl.  ö.  W.  Prag  1887,  Selbst- 
verlag. 

Die  vorliegende  Darstellung  der  Kegelschnittslehre  geht  von  der  De- 
finition durch  Brennpunkt  und  Leitlinie  aus.  Es  werden  die  verschiedenen 
Constructionsaufgaben  (Punkte ,  Tangenten  u.  s.  w.)  in  sehr  klarer  Sprache 
gelöst.  Auch  die  Betrachtung  des  Kegelschnitts  als  Tangentengebilde  ist 
geschickt  angeschlossen.  Nach  diesen  Vorbereitungen  untersucht  der  Ver- 
fasser die  Eigenschaften  der  Ellipse  und  Hyperbel  bezüglich  ihrer  beiden 
Brennpunkte.  Auch  der  Osculationskreis  der  Kegelschnitte  und  die  nahe- 
liegenden Beziehungen  zum  Tactionsproblem  finden  gebührenden  Platz. 

Die  Wendung:  „Der  gesuchte  Punkt  existirt  daher  nicht  in  Wirklich- 
keit; er  kann  also  höchstene  in  der  Einbildnag  beetehen  und  wird  deshalb 
imaginär  genannt*  iü^  ^i^ 
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üebrigens  sei  das  Bach  mit  seinen  schönen  Figuren  and  seinem  klaren 
Vortrage  bestens  empfohlen. 

Coesfeld,  1888.  E.  Schwebing. 

Die  Elemente  der  KegelBchnitte  in  synthetischer  Behandlung.    Zam  Ge- 

brauche  in  der  Ojmnasialprima  bearbeitet  von  Dr.  W.  Erleb,  Pro- 
fessor am  König].  Pädagogium  Züllichaa.  Mit  1  lithogr.  Fignren- 
tafel.  Dritte  verbesserte  Auflage.  Leipzig ,  Druck  und  Verlag  von 
B.  Q.  Teubner.   1887. 

In  den  Kreisen  der  Mathematik  lehrer  ist  eine  Strömung  eingetreten, 
welche  der  Bearbeitung  der  Kegelschnittslehre  in  der  Prima  zustrebt.  Man 
fuhrt  zur  Empfehlung  dieses  Strebens  an ,  dass  dasselbe  den  Schüler  keines- 
wegs mehr  belasten  werde,  als  die  Durchnahme  so  mancher  Dreiecksauf- 
gaben,  dass  die  Kegelschnittslehre  dagegen  sehr  geeignet  sei,  den  mSssig 
begabten  Primaner  anzuregen ,  dass  die  Physik  in  manchen  Theilen  geradezu 
gebieterisch  zur  näheren  Betrachtung  gewisser  Kegelschnittsaufgaben  und 
Eigenschaften  hindränge;  endlich  führt  man  aus,  dass  die  massgebenden 
Vorschriften  der  obersten  Schulleitung  einer  massigen  und  geschickten  Ein- 
beziehung dieser  Dinge  in  den  Primalehrstoff  nicht  widersprächen.  Für  die 
Vertreter  dieser  Anschauungen  war  es  eine  höchst  erfreuliche  und  darum 
höchst  beifällig  aufgenommene  Erscheinung,  dass  ein  so  erfahrener  Pädagoge 
und  bekannter  kritischer  Schriftsteller  wie  Herr  W.  Erler  zunächst  in  der 
Hoffmann'schen  Zeitschrift  und  später  in  der  vorliegenden  Schrift  mit 
einem  Versuche  hervortrat,  der  das  in  den  obigen  Zeilen  gekennzeichnete 
Problem  zu  lösen  scheint.  Indem  der  Verfasser  auf  die  Behandlung  der 
harmonischen  Eigenschaften  verzichtet  und  darum  auch  entsprechend  jeden 
der  drei  Kegelschnitte  zunächst  und  hauptsächlich  in  getrennter  Behand- 
lungsweise  vorführt,  gelingt  es  ihm,  einen  reichen  und  zweckmässig  ge- 
wählten Stoff  auf  ganze  45  Seiten  zusammenzudrängen.  Sehen  wir  ans 
genauer  die  Ellipse  an.  Zur  Definition  und  Formbestimmung 
werden  die  Brennpunktseigenschaften  benutzt;  es  wird  sofort,  und  zwar 
sehr  elegant,  die  Gleichung  abgeleitet;  es  folgen  dann  die  Beziehungen 
zum  Tactionsproblem  und  daraus  im  natürlichen  Zusammenhange  die 
Tangenten  der  Ellipse.  Dann  erscheint  die  Curve  in  ihrer  Entstehung 
durch  Leitlinie  und  Brennpunkt,  die  conjugirten  Diameter  und  ver- 
wandte Eigenschaften,  die  Beziehungen  zu  dem  über  der  grossen  Axe  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise,  endlich  die  Ausmessung  der  Ellipse. 
Es  folgen  37  Aufgaben,  welche  zweckmässig  gewählt  und  geordnet  sind. 
Nur  bei  einer  geringen  Anzahl  ist  eine  Anleitung  zur  Lösung  oder  eine 
Verweisung  auf  den  theoretischen  Theil  beigefügt,  üebrigens  dürfte  nur 
eine,  nämlich  die  dritte,  einer  wesentlichen  Aenderung  bedürfen. 

Die  kleine  Schrift  sei  hiermit  bestens  empfohlen. 

Coesfeld.  K.  Sohwebimq. 


r  Bammlaii;  von  Lebrafttzes  nnd  AnE^ban  ans  der  8t«reoiiietrie.    Im  An- 

BchlusE  an  nocb gelassene  Papiere  -.lei  Oberlehrers  Dr.  Krbtsohmbr 
iiearbi'itet  von  Dr.  H-  Tiiiemb,  ovd.  Lehrer  am  Bealgymnaainm  zu 
Posen,  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1885. 
„Die  Stereometrie  eben  Aufgaben  eracbeinen  noch  meist  als  Rechnougti- 
aufgaben,  wie  die  Durchmnsterung  der  Abiturienten  aufgaben  in  dea  Schul 
Programmen*  zu  erkennen  giebt.  Dieser  ZuBtand  ist  weder  sachlich  berech- 
tigt, noch  entspricht  er  den  Absichten  der  Unt«rrichtabebßrde. "  Der  Verf. 
will  nun  diesem  Debelstande  durch  sein  Buch  abhelfen  und  zwar  unter  aus- 
drücklicher Betonung  der  grossen  Bedeutung  klarer  räumlicher  Ansuhi 
nngen.  Er  hat  dabei  nachgelassene  Papiere  seines  verstorbenen  Lehrers  benutzt. 

»Dag  Bachlein  enthält  92  Seiten  und  gliedert  seinen  Lehrstoff  in  14  Para- 
graphen. Zunächst  werden  wir  uns  mit  einfacheren  Lagenbeziehuugen  dei 
Elemente  zu  beschäftigen  haben,  die  ja  auch  in  den  Lehrbüchern  den  Zu- 
gang zur  eigentlichen  Körperlehre  bilden.  Es  folgen  dann  im  §  5  Lehrsätze 
und  Aufgaben  über  drei-  und  mehrseitige  Ecken.  Hier  begegnen  uns  durch- 
aus analoge  Aufgaben,  wie  sie  in  der  Planimetrie  längst  Gemeingut  dei 
L  Äufgabensammlungei)  geworden  sind.  Man  findet  diese  Aufgaben  in  Ele 
I  tarbUcbern  häufig  der  sphärischen  Trigonometrie  zugewiesen;  mit  Unrecht, 
r  denn  ihren  wesenÜich  anschaulichen  Charakter  büsaen  sie  unter  der  H( 
Gchflft  der  Formel  dabei  gewöhnlich  ein.  Dieser  Paragraph  enthält  bei 
Herrn  Thieme  132  Aufgaben.  Wir  gestatt«n  uns,  eine  einzige  namhaft 
tu  machen:  „unter  welcher  Bedingung  lässt  sich  in  eine  vierseitige  Ecke 
ein  Rotationakegel  beschreiben?"  üeber  das  Tetraeder  finden  wir  17^  Auf- 
gaben gestellt,  bei  denen  mit  Recht  mehrere  Rocbnungsaufgaben  aufgenom- 
men worden  sind.  Wir  heben  hervor  die  interessante  Aufgabe,  ans  den 
Kauten  des  Tetraeders  die  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  Schwer- 
pnnkt«a  dar  Gegenflächen  planimetrisch  zu  construiren  und  zu  berechnen  j 
ferner  sei  die  Aufgabe  erwähnt,  welche  nach  den  Dasei nsbedingungen  einer 
Kugel  fragt,  die  alle  6  Kanten  berührt,  und  endlich  sei  die  Berllcksichtigang 
anerkannt,  welche  das  Tetraeder  mit  senkrechten  Qegenkanten  findet.  Diecie 
172  Aufgaben  bilden  eine  hervorragend  schone  Sammlung  und  nach  der 
Meinung  des  Referenten  den  brauchbarsten  und  werthvollsten  Theil  des 
Buches.  Von  annähernd  gleicher  Bedeutung  scheinen  die  Aufgaben  des 
§  9  zu  sein,  welche  dem  Wesen  nach  die  Grundzüge  der  analytischen  Geo- 
metrie unter  Zugrundelegung  Cartesischer  Coordinaten  enthalten.  Freilich 
hat  uns  die  Behandlung  hier  weniger  angesprochen,  als  beim  Tetraeder; 
aber  sachlich  erscheint  ea  uns  als  ein  ungemein  glücklicher  Griff,  diesem 
praktiach  so  wichtigen  Zweige  der  Geometrie  Früchte  fllr  den  elementaren 


]er  Eückicbluai  von  .Abiturienten aufgaben  auf  den  Betrieb  des  Unter- 
Dhta  ist  übrigens  vielfach  ungereuhtfertigt.  Die  früfungiordnung  fordert  aus- 
icklich:  ..Einfache  Aufgaben"; D.Rtä. 
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Unterricht  abzagewinnen.  „  (begeben  eine  Ebene  darch  ihre  Schnittponkte 
mit  den  Coordinatenaxen  und  ein  Punkt  durch  seine  Coordinaten.  Man  be- 
stimme den  Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene  durch  Zeichnung  und 
Rechnung.^  Diese  Aufgabe  wiegt  inhaltlich  ein  ganzes  Dutzend  jener 
Dingelchen  auf,  welche  sich  in  so  manchen  Sammlungen  breit  machen. 
Und  ist  diese  Aufgabe  einem  mittelbegabten  Primaner  zu  schwer?  Jeder 
Lehrer,  der  nach  geeigneter  Unterstützung  der  Anschauung  dieselbe  seinen 
Schülern  vorträgt,  wird  das  Gegentheil  bezeugen  können.  —  Erwähnen 
wir  noch  aus  unserm  Büchlein  Aufgaben  über  Anfangsgründe  der  beschrei- 
benden Geometrie,  über  stereographische  Projection  und  endlich  über  dafi 
Berührungsproblem  der  Kugel. 

Sei  es  dem  Referenten  gestattet,  schliesslich  zu  bemerken,  dass  er  die 
Hervorhebung  von  Hauptaufgaben,  sowie  Andeutung  der  Lösung  an  vielen 
Stellen  ungern  vermisst  hat.     Auch  Figuren  fehlen  leider  gänzlich. 

Möge  man  sich  endlich  entschliessen ,  das  Postulat,  «, durch  drei  Punkte 
eine  Ebene  zu  legen  ^,  gänzlich  fallen  zu  lassen  1  Der  Zeichner  kann  es  ja 
doch  in  Wirklichkeit  nicht  ausführen ,  noch  viel  weniger  in  der  neuen  Ebene 
zeichnen.  Und  auch  wissenschaftlich  gilt  eine  Aufgabe  nur  dann  ftlr  glatt 
gelöst,  wenn  der  wesentliche  Theil  der  Construction  in  einer  Ebene  aue- 
fOhrbar  ist  Ein  classisches  Beispiel  dieser  Lösungen  und  zugleich  eine 
wunderschöne  Veranschaulichung  der  eben  ausgesprochenen  befremdlich 
klingenden  Meinung  des  Referenten  fanden  wir  kürzlich  im  Journal  ftlr 
Mathematik  von  Kronecker-Weierstrass,  Bd.  99.  Es  handelt  sich  nm 
die  Lösung  der  Aufgabe,  den  achten  Schnittpunkt  dreier  Flächen  zweiter 
Ordnung  zu  finden,  und  jeder  der  ausgezeichneten  Geometer,  welche  sich 
an  der  Lösung  betheiligen,  Caspary,  Sturm,  Schroeter,  Zeuthen, 
erkennt  stillschweigend  oder  ausdrücklich  an,  dass  die  Zeichnung  in  einer 
Ebene  anzustreben  ist.  Und  wie  leicht  ist  es,  genau  so  im  elementaren 
Unterrichte  zu  verfahren!  Man  unterscheidet  einfach  „ Anal jsis**  und  „Con- 
struction^, lässt  in  der  ersteren  Zeichnung  in  verschiedenen  Ebenen, 
in  letzterer  aber  nur  in  einer  Ebene  zu.* 

Das  Buch  verdient  beste  Empfehlung. 

Coesfeld.  K.  Schwering. 

Yorlefangen  über  die  Theorie  des  Potentials  und  der  Kngelfonctionen, 

gehalten  an  der  Universität  Königsberg  von  Dr.  Fbamz  Neümahn, 
Professor  der  Physik  und  Mineralogie.  Herausgegeben  von  Dr.  Carl 
Neumakn,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Leipzig. 
Leipzig,  1887.    B.  G.  Teubner.    XVI,  364  S.  mit  Figuren  im  Text. 

Seit  wir  Bd.  XXXII  dieser  Zeitschrift,  histor.- liter.  Abth.  S.  16 — 17, 
über  das  Erscheinen  der  deutschen  Bearbeitung  des  Betti 'sehen  Lehrbuchs 

^  Bat  wird  auf  die  hier  kart  erwähnte  Ansicht  baldigst  ausführlich  Burfiokkommen. 
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der  PoteDtialtheorie   berichteten,    ist  von  den   damals  namfaftft  gemachten 
Schriften  ähnlichen  Inhaltes  eine,  nämlich  die  Di richle tischen  Vorlesungen» 
in  neuer  Auflage  erschienen,   unsere  Bemerkung  bestätigend,   dass  gerade 
dieses  Buch  sich  am  angenehmsten  lese.    Eine  schwere  Wettbewerbung  ent- 
steht ihm  in  dem  Werke,  dessen  Erscheinen  wir  heute  unseren  Lesern  an- 
zeigen.    Auch  gegenwärtig    haben    wir  Vorlesungen   eines   hochberühmten 
Lehrers  vor  uns,   auch  heute  ist  der  Druck  auf  Grundlage  vortrefflicher 
Nachschriften  erfolgt,  dagegen  ist  in  einer  Beziehung  eine  sehr  wesentliche 
Verschiedenheit  hervorzuheben.    Während  Herr  Grube  das  Dirichlet'sche 
Heft  unverändert  Hess,  hat  Herr  C.  Neumann  mit  ziemlicher  Freiheit  ge- 
schaltet.   Er  hat  nicht  blos  ein  von  ihm  selbst  1852/53  nachgeschriebenes 
Heft  mit  eüiem  weit  umfangreicheren,  welches  Herr  0.  E.  Meyer  1856/57 
anlegte,   und  mit  Abhandlungen  des  Herrn  F.  Neumann   aus  den  Jahren 
1838,  1847.  1878  zusammengeschmolzen,    er  hat  auch  nicht  unbedeutende 
eigene  Zuthaten  da  und  dort  eingefügt,  so  dass  man  fast  das  Wort  ^heraus- 
gegeben^ des  Titelblattes  durch  das  Wort  „bearbeitet  ersetzt  wissen  möchte. 
Wir   betonen    diesen   Umstand,    weil   er  die  Verantwortlichkeit   des  Herrn 
G.  Neumann   für  das  Gebotene  in   das  richtige  Licht  setzt,   eine  Verant- 
wortlichkeit, welche  der  Verfasser  des  Werkes  über  das  logarithmische  und 
Newton 'sehe  Potential  in  keiner  Weise  zu  scheuen  hat.     Haben  wir  doch 
bereits  oben  den  Eindruck  angedeutet,  welchen  wir  von  dem  uns  vorliegen- 
den Bande  erhalten  haben.    Die  neuen  Vorlesungen  sind  mindestens  ebenso 
angenehm   zu  studieren,   wie  die  Di richle tischen  Vorlesungen;    sie   ent- 
halten Vieles,  was  in  sämmtlichen   sonstigen  Werken   über  Potentialtheorie 
sich  nicht  vorfindet;   sie  weichen  in  ihrem  Gange   nicht  unwesentlich  von 
anderen  Werken  ab.     Andererseits  vermissen  wir  allerdings  auch  Einiges. 
Weshalb  z.  B.  auf  S.  55  der  Convergenzbeweis  für  die  nach  Eugelfunctionen 
zweier  Winkel  fortschreitende  Reihe  einfach  vorausgesetzt  ist;   weshalb  auf 
S.  218  für  den  New  tonischen  Satz  von  der  Unwirksamkeit  einer  ellipsoi- 
dischen  Schaale  auf  einen  inneren  Punkt,  der  recht  eigentlich  der  Potential- 
theorie angehört,   auf  DuhameTs   Mechanik  verwiesen  ist;   weshalb  auf 
S.  5  dem  Beweise  der  Gleichung 

nicht  die  so  nahe  liegende  Bemerkung  beigefügt  ist,  es  seien  F,  J7,  ^,  m, 
fi,  /*  von  der  Wahl  des  Coordinatensjstems  durchaus  unabhängig;  jede  Ge- 
rade p  könne   somit    als   a;-Axe  gedacht   und  die  Gleichung  Rco8(B^x) 

dV 
=  —  fm  -T-    unter  Ersetzung  von  x  durch  p  einfach  abgeschrieben  werden, 

ox 

worauf  der  partielle  Differentialquotient  in  einen  totalen  übergeht,  sofern  p 
als  einzige  unabhängige  Veränderliche  gedacht  ist,  warum,  sagen  wir,  ähn- 
liche Lücken  vorhanden  eind»  wi8B«ii  wir  audii  Wir  haban  aber  diese 
wenigen  Beispiele  aiioh  niir  htanmacgfUlm  ^ts^ 
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Schäften  zar  Bruttoprämie   wird,  wie  die  Dividendenvertheilong  stattfiade 
u,  8.  w.,  wird  er  allerdings  nicht  beantwortet  finden. 

Castob. 


Omndriss   der  Theorie  der  Zinsrechnung  von  Dr.  Heinbioh  BluohiB' 
Berlin  1888,  bei  Julias  Springer.    75  8. 

Dass  ein  Capital  1  zu  p  Procent  jährlich  verzinslich  bei  Berechnim^ 
von  Zinseszinsen  in  /  Jahren  zu  (l  +  'j^J  anwächst,  sofern  i  eine  gansa 
positive  Zahl  ist,  ist  bekannt  genug.  Eine  gewisse  Schwierigkeit  erscheint,  wenim 

t  keine  ganze  positive  Zahl  ist.     Sind   dabei  Zinstermine  nach  je  —  Jahro 

nt 
vorgeschrieben,  so  werden   t  Jahre   auf   —   Jahre   zurückgeführt  und  deir 

fi 

relative  Procentsatz  ^  für  je  eine  Zinsperiode  gewählt.    So  erscheint  dex" 
Endwerth  (  1  +  z^  |     •     Ebenderselbe  Werth  erscheint  aber  in  der 

1  +  TJY))  ™^^  ganzem  oder  gebrochenem  ^,    sofern  der  con forme 

centsatz    n  eingeführt   wird,    und   zur   Auffindung  von  n  führt  eben 
Gleichung  ^'-^1  +  ^^^ 

nämlich :  «^ 


( 


'+ra=[{'+i^»)'] 


Wird  n  =  Qo,  d.h.  wird  augenblickliche  Verzinsung  angenommen,  s^- " 
verwandelt  sich  das  eben  Gefundene  in 

14-— ==ßi«> 

Das  Ergebniss  des  Capitals  1  nach  t  Jahren  mit  p  -  procentigem  Jahresxins  ^ 
fuss,  der  aber  auf  augenblickliche  Verzinsung  zurückgeführt  und  dadurck^ 
von  jeder  willkürlichen  Zinsterminbestimmung  befreit  ist,  ist  demnach  bcc:^ 
ganz  beliebigem  t  ,,1 

In  diesem  Satze,  welchen  Herr  Bleicher  allerdings  ganz  anders  herleitet^ 
liegt  der  Grundgedanke  der  ungemein  lesenswerthen  kleinen  Schrift,  welche 
wir  der  Aufmerksamkeil  unserer  Fachgenossen ,  welche  mit  Versicherungs-  ^ 
Wesen  theils  praktisch,  theils  theoretisch  in  üniversitätsvorlesungen  sich 
beschäftigen  haben,  recht  sehr  empfehlen.  Cahtob. 
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lehenscoars  und  Constrnction  von  AmortisationsplSnen;  III.  Construction 
Yon  Lotterie -Anlehens- Plänen;  lY.  Wahrscheinlichkeits -  nnd  Leibrenten- 
recbnnng;  Y.  Üapitalversichening;  VI.  Yerbindangsrenten. 

Offenbar  stehen  die  drei  ersten  Abschnitte  in  engerem  Zusammenhange» 
und  ebenso  die  beifolgenden ,  so  dass  statt  sechs  auch  nur  zwei  Theile  anter- 
schieden  werden  konnten:  I.  Die  Lehre  von  den  Capitalanlagen ;  II.  die 
Lehre  von  dem  Yersichernngswesen ,  soweit  es  yon  der  Lebensdauer  des 
Menschen  beeinflusst  ist. 

In  beiden  grossen  Abtheilungen  sind  zweierlei  Lehren  als  Hilfsmittel 
benutzt  und  deshalb  vorher  kurz  erörtert:  Zinseszins-  und  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Beruht  doch  jedes  Lotterieanlehen  auf  diesen  beiden  Grund- 
lagen. Wir  können  es  daher  nicht  billigen,  dass  erst  vom  IV.  Abschnitte 
an  der  Leser  mit  dem  Begriffe  der  Wahrscheinlichkeit  bekannt  gemacht 
wird.  Unserer  Ansicht  nach  sollte  vielmehr  die  Wahrscheinlichkeit 
a  priori  gleich  im  I.  Abschnitte  behandelt  sein.  Der  III.  Abschnitt  hätte 
auf  die  mathematische  Oewinnhoffnung  gegründet  werden  sollen.  Im  IV.  Ab. 
schnitte  wäre  alsdann  die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  zur  Sprache 
gekommen.  Bei  dieser  Anordnungsweise  wäre  ohne  Erhöhung  der  Schwierig- 
keit eine  grössere  Strenge  der  Darstellung  erzielt  worden,  während  gegen- 
wärtig manche  Frage,  welche  beim  Studium  auftaucht,  z.  B.  ob  es  einen 
wesentlichen  unterschied  bilde,  wenn  man  es  mit  einem  in  Serien  getheil- 
ten  Lotterieanlehen  und  ein  anderes  Mal  mit  einem  nur  nach  Nummern  ge- 
ordneten zu  thun  habe,  gar  nicht  erledigt  werden  kann. 

Wir  betonen  diesen  Mangel,  der  unserer  Meinung  nach  der  allgemei- 
nen Anordnung  zum  Vorwurfe  zu  machen  ist,  um  so  stärker,  als  wir  den 
einzelnen  Abschnitten  selbst  fast  ausschliesslich  Lob  zu  ertheilen  haben. 
Mag  auch  vielleicht  Herr  Holzinger  in  seiner  Vorliebe  ftlr  den  con for- 
men Zinsfuss  im  Gegensatz  zum  relativen  viel  zu  weit  gehen,  mag  seine 
Behauptung  (S.  5),  die  letztere  Rechnungsweise  sei  nicht  richtig,  jeden  Be- 
weises ermangeln ,  so  ist  praktisch  diese  ganze  Frage  von  untergeordnetem 
Werthe,  und  es  ist  unter  allen  umständen  anzuerkennen,  dass  Herr  Hol- 
zinger seine  Leser  wenigstens  mit  den  beiden  Auffassungs weisen  der 
Zinseszinsrechnung  bei  Bruchjahren  bekannt  macht.  Als  besonders  gelungen 
wünschen  wir  aber»  abgesehen  von  der,  wie  schon  erwähnt,  mangelhaften 
Wahrscheinlichkeitsgrundlage ,  den  IIL  Abschnitt  zu  bezeichnen.  Auf  acht 
Seiten  ist  hier  ein  wichtiger  und  keineswegs  rechnerisch  ganz  einfacher 
Gegenstand  vortrefflich  behandelt.  Auch  in  den  drei  letzten  Abschnitten 
ist  die  Darstellung  der  eigentlichen  Rechnungsführung  eine  sehr  übersicht- 
liche, so  dass  wir  nicht  zweifeln,  es  werde  an  ihrer  Hand  ein  an  mathe- 
matisches Denken  gewöhnter  Leser  sich  leicht  zum  Rechner  einer  Ver- 
sicherungsanstalt bilden.  Manche  Fragen,  wie  z.  B.  die:  auf  welche  Weise 
die  Sterblichkeitslistfi^  •rn.ttAMi^f^ian  sind,  wie  die  Nettoprämie  d&t  C^^^kS^- 
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wenn  das  Werk  auf  der  Höhe  der  Zeit  bleiben  sollte.     Ein  frOlmitigcs 
genaues  Eingehen  anf  imaginäre  (Gebilde  der  Ebene  konnte  nicht  wohl  liager 
entbehrt    werden.      Die    Bearbeitung    dieser   Theile    des   Werkes    hat  Dr. 
Ernst  Wilhelm  Fiedler  vorzugsweise  übernommen,  und  wie  derYstefr 
keinen  angenehmeren   Mitarbeiter  sich   suchen  konnte  als   den  Sohn,  wie 
der  Sohn   keinen   wohlwollenderen  Einführer  in  die  schriftstellerische  Lmf- 
bahn  finden   konnte  als  ^^^  Vater,    so  hat  auch  der  Leser  das  Becht  mft<i 
die   Pflicht,   dem  Vereine  Fiedler  Vater  und  Sohn  sich  daflQr  dankbir  sn 
erweisen,   dass   Einer   in  dem  Anderen,  oder  besser  gesagt,  Beide  in  dena 
Gegenstände   ihrer  Arbeit  so  ganz  aufgingen,   dass  ein  Unterschied  in 
Gestaltung  dieses  oder  jenes  Paragraphen  nirgends  wahrnehmbar  ist.    Eim« 
wesentliche  Verbesserung  der  neuen  Auflage  war  man  auch  berechtigt  im\ 
der  Erfüllung  der  Zusage  zu  erwarten,  es  werde  dem   zweiten  Theile 
das    Granze    umfassendes    alphabetisches    Sachregister    beigegeben    werdenu 
Diese  Hoffnung  hat  sich  leider  als  hinfällig  erwiesen.    Zwar  sind  die  leizteo 
neun  Druckseiten    mit   der  Ueberschrift  „Alphabetisches  Sachregister*  far- 
sehen,    aber  diese  unübersichtliche,    fortlaufend   gedruckte,   nnvollstbidi^e 
Arbeit  wirklich  zu  benutzen ,  um  Etwas  aufzufinden ,  dürfte  selbst  den  Ver- 
fassern kaum  möglich  sein ,  und  doch  soll  ein  Sachregister  auch  dem  dienen, 
der  sich  über  einen  ihm  ganz  unbekannten  Gegenstand  belehren  will.    Nun 
suche  Einer  einmal   „Neunpunktekreis'',   wenn  er  nicht  weiss,  dass  damit 
„Kreis  von  Feuerbach''  gemeint  ist!     Oder  es  suche  Einer  „Kir  km  an- 
sehe Gerade**  oder  „Jacobi'sche  Curve^  u.  dergl.  m.    Ein  SachverzeichDiss 
zu   diesem    Werke   herzustellen   ist  eine   Riesenarbeit,   das  wissen  wir  selir 
gut;  aber  diese  Riesenarbeit  musste  bewältigt  oder  ganz  unterlassen  werden. 

Cantob. 


Ooniometrie  und  Omndzüge  der  Trigonometrie  innerhalb  der  Ebene  al> 
goniomelrische   Ergänzung   der  doppelmassigen  Geometrie  der  El^ 
mentargebilde    innerhalb    der  Euklidiochen   Geometrie  des 
Für  obere  Classen   höherer  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr. 
Wernicke  am  Herzogl.  Neuen  Gymnasium  und  an  der  Herzogl.  Tec.9^' 
nischen  Hochschule   zu   Braunschweig.     Braunschweig   1888,  C.  ^^ 
Schwetschke  &  Sohn  (E.  Appelhans).     VIH,  175  S. 

Der  Verfasser  behandelt  auf  122  Seiten  die  Goniometrie,  auföOSeite^^ 
die  ebene  Trigonometrie,  ein  deutliches  Zeichen,  dass 'er  in  jener  den  wich 
tigsten  Theil  seiner  Aufgabe  findet,  diese  gewissermassen  nur  als  Anwen  ^ 
düng  der  goniometriscben  Formeln,  und  weil  es  nun  einmal  so  hergebracht 
ist,  folgen  lässt.  Dementsprechend  finden  wir  in  jener  ersten  Abtheilnn|^ 
die  weitaus  meisten  Betrachtungen,  welche  dem  Verfasser  eigenthümliel^ 
sind  und  welche  dem  Büchlein  über  den  Kreis  der  Schule  hinaus  Interesse^ 
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zu  erwecken  vermögen.  Ob  dabei  wirklich  ein  Schnlbaoh  zu  Stande  kam, 
ob  Gymnasiasten  aus  demselben  Goniometrie  und  Trigonometrie  zu  lernen 
vermögen,  das  ist  eine  Frage  erfiahrungsmässiger  Prüf ang ,  die  wir  nicht  zu 
entscheiden  wagen,  aber  gern  bejahend  entschieden  sehen  möchten.  Die 
Schule,  welche  in  ihren  oberen  Classen  dem  mathematischen  Unterricht  die 
Wernicke'sche  Schrift  zu  Grunde  legen  kann,  hat  gewiss  aus  dem  mathe- 
matischen Unterricht  der  unteren  Classen  diejenige  Geistesbildung  erwach- 
sen sehen,  die  er  zu  erzeugen  fähig  ist. 

Herr  Wem  icke  beginnt  mit  der  Betonung  der  Aufgabe,  Winkel  und 
Strecken  in  gegenseitige  Abhängigkeit  zu  bringen ,  und  der  Nothwendigkeit, 
zu  diesem  Ende  zunächst  den  Winkel  der  Messung  zu  unterwerfen.  Winkel 
und  Kreisbogen,  sowie  Winkel  und  Kreissector  sind  Grössen ^  die  in  unmit- 
telbarer Verhältnissmässigkeit  zueinander  stehen.  Es  kann  ein  Sectoren- 
maass,  es  kann  ein  fiogenmaass  des  Winkels  gebildet  werden,  und  wenn 
es  möglich  wäre,  durch  Zeichnung  den  Sector  in  ein  Quadrat,  den  Bogen 
in  eine  Strecke  genau  umzuwandeln,  so  wäre  damit  zugleich  die  Möglich- 
keit gegeben,  den  Winkel  ebenso  wie  jene  Gebilde  in  beliebiger  Weise  zu 
theilen,  also  auch  zu  messen,  und  einzelne  Theile  wieder  zu  einem  Ganzen 
zu  voreinigen  vermöge  des  Satzes,  dass  der  Summe  zweier  Winkel  auch 
die  Summe  der  ihnen  einzeln  entsprechenden  Sectoren  oder  Bögen  entspricht* 
Dieses  einfachste  Additionstheorem  versagt,  wenn  Winkel  und  Sehne  zu- 
einander in  Beziehung  treten.  Dadurch  erwächst  die  Nothwendigkeit,  das 
in  diesem  Falle  giltige  Additionstheorem  aufzusuchen,  und  der  Satz  des 
Ptolemaeus  vom  Sehnen viereck  führt  zu  demselben.  Dabei  treten  ausser 
dem  Halbmesser  des  Kreises,  zu  dessen  Centriwinkel  der  gerade  zu  unter- 
suchende Winkel  gemacht  wird,  zwei  Strecken  besonders  hervor:  die  vom 
Winkel  bespannte  Sehne  und  die  Höhe  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Sehne. 
Ihr  Verhältniss  zum  Halbmesser  heisst  Sehnen  -  und  Höhenquotient.  Es  ist 
ersichtlich,  wie  nunmehr  Sinus  und  Cosinus  sich  von  selbst  darbieten. 

Wir  möchten  kürzer  über  die  späteren  Entwickelungen  hinweggehen, 
die,  wenn  auch  weiter  Eigenthümlichkeiten  des  Verfassers  sich  vorfinden, 
doch  nicht  in  gleichem  Grade  wie  jene  Anfänge  von  allen  uns  bekannten 
Goniometrien  abweichen.  Wir  heben  deshalb  nur  noch  einen  einzigen  Gegen- 
stand hervor.  Das  Additionstheorem  ist  nur  unter  der  Annahme,  dass  er, 
ß  und  a  +  ß  Spitzwinkel  sind,  bewiesen.  Herr  Wem  icke  benutzt  nun  das 
Additionstheorem  selbst  als  Definition  der  goniometrischen  Functionen  grösserer 
Winkel. 

Dass  Ref.  sich  besonders  angenehm  dadurch  berührt  fand,  dass  zahl- 
reiche geschichtliche  Bemerkungen  eingestreut  sind,  braucht  nicht  erst  ge- 
sagt  zu  werden.  Cantor. 
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Kalender -Karten   f&r   die  Jahre   1800 — 1999,   entworfen   Ton  Prot  Dt. 
Felix  Müllbr.     Berlin ,  1888.     Verlag  Ton  Bndolf  Hertxberg. 

Herr  Möller  hat  1885  Kalender -Tabellen  herausgegeben,  weldM  m 
XXX.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  136  Anzeige  fuiden.  Die 
Kalender  >  Karten ,  welche  er  jenen  Tabellen  folgen  iSsst ,  gehOren  gewn 
za  den  einfachsten  denkbaren  Hilfsmitteln,  um  flbr  die  in  der  Uebenehrift 
angegebene  Zeit  yon  zwei  Jahrhunderten  sofort  den  zu  irgend  don 
Datum  gehörenden  Wochentag  nnd  ebenso  den  Ostertermin  des  betreffendn 
Jahres  zu  erkennen.  Man  bedarf  dazn  nur  eines  Nacbschlagens  in  einn 
Yon  14  kleinen  Kärtchen  doppelten  Eingangs,  die  zusammen  ein  Miniitor- 
heftchen  bilden,  das  in  jeder  Seitentasche  leicht  Platz  findet. 

Caitol 
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Die  ersten  Bestimmungen  der  Botationsdauer  der  Sonne 
duroh  Beobaohtmig  der  Sonnenfleoke. 

Eine  historische   Skizze 

Ton 

E.  Gelcich. 

(SoUIuat.) 


Hierzu  Taf.  III  Fig.  8->18. 


In  der  Folge  ist  bei  allen  vorgeschlagenen  Metboden  immer  die  sphä- 
rische Rechnung  überwiegend,  so  auch  bei  Kästner,  der  sich  mit  der 
Lösung  dieser  Aufgabe^)  nur  wenige  Jahre  nach  Euler  beschäftigte.  Nach- 
dem er  gezeigt  hat,  wie  die  Lage  des  Fleckes  in  Bezug  auf  die  heliogra. 
phischen  Coordinaten  bestimmt  wird ,  geht  er  zur  Ermittelung  des  Neigungs- 
winkels des  Declinationskreises  mit  dem  Breitenkreise  über. 

Ist  E  (Fig.  8)  der  Pol  der  Ekliptik,  P  der  Pol  des  Aequators,  C  der 
Sonnenmittelpunkt,  somit  PCD  ein  Declinations-,  ECQF  ein  Breitenkreisi 
so  ist  LDCF  zu  bestimmen. 

Ist  die  Breite  und  die  Declination  des  Gestirnes,  sowie  die  Schiefe  der 
Ekliptik  bekannt,  so  ist  zunächst  das  ^ECP  bestimmt.  Kennt  man  aber 
nur  die  Länge  und  Breite  (VO  =  X,  EC^^).  und  die  Schiefe  QyF—x, 
so  bestimmt  man  L  D  CF  wie  folgt.     Man  setze 

QF-Y^f,    OF=^h,    LDCF^y. 
Aus  AV^-^^  rechtwinklig  in  Q  hat  man: 

1)  co8f^coslsin%y 

2)  tgh=^tgksinly 

3)  CF^QO'^-EC+QF,  somit  cosCF^- sin{h-t)' 

Aus  ACFD  folgt: 

4)  coigy  =  ^$in{h  —  j;)tgf. 

Aus  1)  und  2)  folgt  aber 


1)  NoTi  commeni  sooiet.  regiae  sdent.  GottiDgeDsiB.  Tomns  I,  1770.  S.  110. 
Ad  motum  solis  circa  axem  tnom  compntandam  formulae  analiticae.  Abrah.  Gotth. 
KiUtner. 
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■  ^■-»'■v^^-*-*.^^  >-  ' 


V:j: 


und 
5)  ^+tg'h=^tg'K. 

Das  A  Vö-^  liefert  ferner 

6)  8€ChC08li  =  8inf. 

Ans  dieser  and  Gleich ang  1)  folgt: 

Entwickelt  man  sin{h-'i)  and  setzt  in  die  entstehende  Gleichung  die  Wertb^ 
aus  7),  6)  und  4)  ein,  so  wird 

cotgy  =  -  tgk  cost-i ^^^j^ 

Diese  Formel   ist  von  Mayer  auf  S.  129  seiner  kosmographischen  SamH^* 
langen  abgeleitet  worden.     In  dem  speciellen  Falle,    wo   es  sich  um  di^ 

Sonne  handelt,  ist  ^=90^,  daher 

cotgtt 
cotgy  =:^—^' 
cosl 

Warum  Kästner  diesen  Umweg  gewählt  hat,  anstatt  die  Formel  ein- 
facher und  direct  abzuleiten,  ist  geradezu  unbegreiflich. 

Nun  stelle  C  den  Mittelpunkt  der  Sonne  vor  (Fig.  9),  CB  gebe  die 
Richtaug  des  Frühlingsmittelpunktes  an,  c^  sei  ein  Bogen  der  Eklipül^ 
m  die  Lage  eines  Fleckes.  BCc  ist  die  heliocentrische  Länge  der  Erde, 
mt  die  heliocentrische  Breite  des  Fleckes,  BCt  dessen  heliocentrische  Ll&ag^ 
Die  geocentrische  Länge  der  Sonne  sei  A,  die  heliocentrische  Länge  d^ 
Erde  =^;  man  setze  ferner  m^  =  <p,  c^  =  ^,  so  ist  aus  ^cmt 

sinq>=iSinScosiJLy     tg  ^  =  sin  fi  tg  Sy 
wobei  S  =  fnc 

Es  folgt  die  Bestimmung  der  Rotationselemeote.     Der  Kreis  in  Fig.   1-^ 
stelle  die  Ekliptik,  CF  die  Axe  der  Sonne  vor.    M  sei  ein  Fleck.   Von  -^ 
fälle  man  MT  senkrecht  auf  die  Ekliptik,  so  ist  LMCT=sP  ^ie  heliocen- 
trische Breite,   VOT=z  die  heliocentrische  Länge  des  Fleckes.     Fällt  m,^^ 
ST±y^,  so  ist: 

ST=  CTsinx  =  cosq>sinT,     CS^cosq>  cost; 
CP  =  CM  ist  =  1  gesetzt. 

Vom  Nordpol  der  Sonne  denke  man  sich  femer  die  PB  senkrecht  •»     . 
die  Ekliptik    geführt,    welche   mit   letzterer  den  Winkel   BCF^ssa  büdi 
Den  Winkel  'yCB  nenne  man  ß. 

Die  MNJLCP  giebt  den  Halbmesser  des  vom  Fleck  M  beschrieben« 
Parallelkreises,  den  Winkel  PCM  werden  wir  y  nennen. 

Die  zu  bestimmenden  Grössen  sind  a,  ß^  y,  und  zwischen  diesen  st^ 
Kästner  folgende  Beziehung  auf: 

cosa  coscp  cos(ß  +  k)  +  sifiasinq)  =  casy^ 
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wo  k  die  heliocentrische  Länge  des  Fleckes  bedeutet.  Da  es  sich  um  die 
Bestimmung  von  drei  Unbekannten  handelt,  muss  der  Fleck  dreimal  be- 
obachtet werden ;  man  erh&lt  dadurch  drei  Werthe  von  q> ,  k  und  somit  drei 
Gleichungen,  deren  Auflösung  a,  ß  und  /  ergiebt.  —  Sind  q>y  f^  F  die 
drei  ermittelten  Breiten,  A,  Z,  Xr  die  Längen  des  Fleckes,  so  geht  Kästner 
wie  folgt  vor.     Zunächst  bestimmt  er 

.              COtgtpCOS^ß  +  k)"  C0SfC08{ß+t)       C08q>  C08{ß  +  k)  —  COSF C08{ß  +  L) 
ig  cc  =3 =5  '  — 

sinf^sinq>  svnF—  sinq> 

und  daraus  successive,  indem  er 
cosq>{sinF  —  sinf)  =  o,    C08f{ßinF  —  8inq>)  =  6,    C08F{sinF  —  sinqi)  =  c 

aco8k  —  hca8l+,cco8L^ 
asink  —  65tnl  +  cmXr' 

die  Bestimmung  von  a  und  y  orgiebt  sich  dann  von  selbst. 

Um  endlich  die  Rotationsdauer  der  Sonne  zu  ermitteln,  schlägt  er  fol- 
gendes Verfahren  ein. 

In  Fig.  11  stellen  M  und  V  zwei  beobachtete  Lagen  des  Fleckes  vor, 
von  welchen  aus  die  MT  und  VW  senkrecht  auf  die  Ekliptik  gefällt  wer- 
den. TCW  giebt  den  Unterschied  der  beobachteten  heliocentri sehen 
Längen;  MT  =VW'=8inq>,  TC=WC^co8q>,MN=VN^8iny.  Das 
Dreieck  TCW  ist  bestimmt,  somit  TW  bekannt,  und  daher 

MV^=:{Vyr-MTy+  TWK 

MN^  der  Radius  des  vom  Fleck  beschriebenen  Parallelkreises,  ist  bekannt 
und  soeben  fand  man  die  Chorde  M  V  des  Bogens  M  F,  weshalb  auch  Winkel 
VNM  berechnet  werden  kann.  War  die  Zeit,  welche  von  der  Beobachtung 
des  Fleckes  in  M  bis  V  verstrich,  ^,  so  ist  die  Rotationsdauer  der  Sonne: 

360 
MNV 
Zum  Schlüsse  giebt  Kästner  die  algebraische  Berechnungsart  der  Ro- 
tationsdauer an.     Sind  die  geocentrischen  Coordinaten  von  M  |^,   von  V 

(F         .  .  ^  * 

1  ^  ,  so  ist: 

TW^^co8^q>  +  co8*F—  2co8q>  co8Fco8{L'-k), 

Jtf  7«  =  (sinF  -  sintp)^  +  T  W\ 

aus  welch'  beiden  folgt: 

MV=}/2  j/[^8inF8in(p  —  co8 F cos (p  cos (L  —  k). 

Setzt  man  der  Kürze  halber  den  zweiten  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen 

=  ö*    also: 

MV=g]/2, 
so  ist 

sin^MNV^       ^ 


y2sxny 
und  die  Rotationsdauer:  %e^i 

Tm      "  • 
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Silvabelle^)  leitet  einige  trigonometrische  Gnmdgleichnngen  ab,  ins 
welchen  sich  dann  alle  Probleme  lösen  lassen.     Seine  Methode  ist  nicht  nhi 
übersichtlich  und  die   Ableitung  der   bezüglichen  Oleichnngen   auch  nicbt 
kürzer  als  bei  den  anderen  Methoden.     Sie  besteht  im  Folgenden. 

C  (Fig.  12)  stelle  den  Mittelpunkt  der  Sonne  vor,  E^^  E^  E^  sind  die 
beobachteten  Lagen  eines  Fleckes  zu  den  Zeiten,  als  sich  die  Sonne  in  Z\>s 
T,  T]  befand;  e^,  e,  e,  sind  die  Projectionen  der  Flecken  auf  die  Ekliptilc- 
Es  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Erdbahn  kreisfSrmig  gestaltet  ist.  BN  i&t 
die  Schnittlinie  der  Ekliptik  mit  der  Ebene  des  von  dem  Flecke  beschrie- 
benen Parallelkreises. 

Nun  führe  man  folgende  Constructionen  aus.  T^N J^CT^'^  nT^  iMi 
eine  von  der  Ekliptik  auf  die  Tq  C  gefällte  Senkrechte  und  n  ist  der  Panlct, 
in  welchem  diese  Senkrechte  die  Ebene  des  ebengenannten  Parallelkreisefi 
trifft.     Diese  Ebene  ist  also  durch  die  Paukte  n^  N^  D  gegeben. 

Man  falle  ferner  von  c  die  eB  ±  CT^,  TF±  KB.  Dann  ist  TF\\  T^€X 
Endlich  ziehe  man  die  CO  JL  Te  und  lege  die  übrigen  in  der  Figor  dea^ 
lieh  sichtbaren  Verbindungslinien  an.  Der  kürzeren  Fassung  wegen  f&hrea 
wir  die  vom  Verfasser  angewendete  Bezeichnungs weise  an.  CT^  nehme 
als  Einheit  an.  dann  ist: 

FB^sinTTQr=:B,    CG^sinCTe^O,    cF^nneTF^F,   igeTE=^ 
cosTT^  —  h,  cosCTe^g^  coseTF^f\ 

ro«  =  n,     T^n=^n,     TE^Z,     CE^r^     CD^x. 

Gegeben  sind  die  Längen  und  Breiten  des  Fleckes  in  allen  drei  Lagen. '  Mi 
hat  zunächst  die  Beziehungen: 

(To2>)  =  l  +  X,     (e^)=Z.X,     (cF)  =  ^.F,     (TF)^Z.f, 
eB={FB)'-{eF):=B''Z.F,     ((75)  =  6- Z./; 

{Ce)^j/{g^~Zy  +  G^ 


also 

woraus  folgt: 


=  J/1-2^.Z+Z*. 


{CE}  =  r=^yi-'2Z.g  +  z*  +  Z*L\ 


Z  = 


_^±^(r«-l)(l  +  X«)+^« 


1  +  X« 

In  dieser  Gleichung  sind  alle  Grössen  gegeben;  r  ist  der  Halbmesser 
Sonne.     Man  setze  noch  (eJ9)  =  a,  {CB)  =  ß,  eE=Y. 


1)  Memoire«  de  math^m.  et  de  phjsique,  pr^ent^  ä  PAcadämie  Bojale  d 
Science»,  Bd.  V.    Paris  1768.    S.  631.    Probl.  par  M.  de  St.  Jacques  de  SiifabelK'  ^ 
Trois  obBervatioDB  d'une  tache  da  Soleil  ätant  dorniges,  ddterminer  le  parall^e 
Soleil  quo  d^crit  la  tache,  et  le  temps  de  sa  rävolution. 
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.  *-  ^^  .  .-  -  —  .  "^  •*•'  X-*  N. 


Aus  ADTqNooDBK  erhält  man: 

und 

(eJT)  =  (BK)  -  (Be)  =  ^-^  (/?+,)-«. 

Aus  ^NT^n(^ KeE  erhttit  man  ferner: 


=f[rT-.^^+^>-«^] 


und  endlich 

ny 


»  = 


^     (/3  +  a;)«a 


Dieser  ist  der  ans  der  Länge  und  Breite  von  E  abgeleitete  Werth  von  n. 
Bestimmt  man  n  ans  den  Beobachtungen  von  E^  nnd  E^  nnd  nennt  die 
bezüglichen  Werthe  von  a^  ß^  y  mit  Oq,  /Sq,  Yo  ^^^  ^n  /^n  /i«  ^^^  ^^^nn 
man  drei  Gleichungen  für  n  aufstellen,  ans  welchen  sich  n^  n  nnd  x  be» 
stimmen  lässt. 

Aus  diesen  Grössen  lässt  sich  jedes  einschlägige  Problem  lösen.  Will 
man  z.  B  den  Halbmesser  des  Parallelkreises  (cE)  nnd  dessen  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ekliptik  (Neigung  der  Sonnenaxe)  L  CHc  bestimmen,  so 
hat  man  zunächst  aus  ADTqN<^  CHD  den  Werth  von  CH.  Fällt  man 
vom  Mittelpunkt  des  Parallelkreises  die  cHJLBN^  so  ist  auch  das  recht- 
winklige Dreieck  CcH  bestimmt.  Denn  es  ist,  wenn  TqPa.T)N  als  Ein- 
heit genommen  wird,  L  n T'P  =  L  CHe  und  n  =  tgHT'P  bekannt.  So  kann 
also  aus  CH  und  cHC^  Cc  berechnet  werden.  Im  ACcE  kennt  man  jetzt 
die  Hjpothenuse  CE=r  und  Cc,  daher  auch  cE  der  Radius  des  Parallel- 
kreises. 

Es  ist  nun  näherungsweise: 

ee  =  y(eB  -  eB)^  +  {cB-  cJB^)\ 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  EcE'  kennt  man  aHe  drei  Seiten  und  es  lässt 
sich  daraus  L  EcE'  und  dann  tnit  der  bekannten  Proportion  die  Rotations- 
dauer bestimmen. 

Während  also  diese  Methode  den  Vortheil  hat,  dass  sie  in  einem  Zuge 
auch  auf  die  Bewegung  der  Erde  Rücksicht  nimmt,  lässt  sie  andererseits 
die  wahre  Glestalt  der  Erdbahn  unberücksichtigt  und  führt  bei  der  Berech- 
nung der  Rotationsdauer  weitere  Näherungswerthe  ein,  welche  voraussetzen, 
dass  man  auf  mathematische  Genauigkeit  verzichtet. 

Die  Methode  von  Silvabelle  soli,  wie  Lalande  angiebt,  durch 
H6din  in  üpsala  1776  verbessert  worden  sein.^) 

1)  Uns  ist  ee  durchaus  nicbl  gf^  vteift  von 

llädin  ausfindig  su  machen. 
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Die  fernere  nachfolgende  sphärische  Bechnnng  rtlhrt  von  Pözenasher.^l    l- • 
Es  sei  ÄZB  (Fig.  13)  die  auf  die  Ekliptik  projicirte  Sonne  and  0  des 
Erdmittelpunkt,  so  stellt  Z  den  der  Erde  am  nächsten  liegenden  Punkt  dex 
Sonne   vor,   den  P6zenas  das  Zenith   nennt.      Zieht  man  den  Strahl  OD 
tangent  an  den  Sonnenkörper,  so  ist  D  0  C  der  scheinbare  Halbmesser  ua^i 
weU  DO(7=90-2)(7O  =  90-2)Z  =  ui2),  ÄD  in  Gradmaass  der  Wertb 
dieser  Winkelgrösse.     Legt  man  durch  D  den  Kreis  DO\\ÄB,  so  ist  UO 
die  Projection   der  Sonnenscheibe,   DF=F€r  die  Projectionen  der  Bossen 
DZj  ZG.     T  stelle  nun  einen  Sonnenfleck  vor,  dessen  Winkelabstand  Ton 
Z=^ZOT  gemessen   wurde,   so  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Bestim- 
mung von  ZT.     Man  erhält  aus  der  Betrachtung  der  Figur  folgende  Gleicli- 

ungen: 

sina  :  sin^  =  CT\  CO^CDi  CO, 

sina :  sin{l80  —  ß)  =  sinDO  C  =  sinarcDÄ 

und 

TCZ^^CTK-COT, 

wodurch  Bogen  TZ  gegeben  ist  Die  Ableitung  wäre  einfiaeher,  wenn  uMmn 
(70  =  00  setzen  würde,  was  P6zenas  nicht  voraussetzen  will.  Der  Winlrel 
des  grössten  Kreisbogens  DZ  mit  dem  Kreisbogen  TZ,  worauf  der  "be- 
obachtete Fleck  liegt,  lässt  sich  einfach  messen. 

Die  nächste  zu   lösende  Aufgabe  ist  die  Bestimmung  der  Länge  nii<i 
der  Breite  des  Fleckes.     Betrachtet  man  zu  diesem  Zwecke  die  Fig.  14,    in 
welcher  V  <l6n   der  Erde  näher  gelegenen  Aequinoctialpunkt  vorstellt;    die 
Erde  befinde  sich  in  Z,    P  sei  der  Pol  des  Aequators,  PCZ  ein  Meridiaii; 
im  Dreieck  yZP  ist  VP=90®  und  man  kennt  ZP  und  yZi  man  kmnn 
somit  L  YZP  berechnen.     Aus  diesem  Winkel  und  aus  TZP  (Complement 
von  TZD,  Fig.  13)  findet  man  Y^  T.     Vom  Pole  U  der  Ekliptik  fahre  m« 
den  Breitenkreis  77 T0;   im   rechtwinkligen  Dreieck  ZTB  kennt  man  TZ 
und  LTZSy  woraus  sich  die  Breite  TS  berechnen  lässt.    Im  Dreieck  TZB 
kennt  man  endlich  TZ,  TU  und  ZiJ=90®  und  daraus  lässt  sich  L  T/J^t 
d.  i.  der  Längenunterschied  des  Fleckes  T  und  der  Erde  Z,  bestimmen. 

Um  die  Botationsdauer  der  Sonne  zu  erhalten,  bestimmt  man  in  ^ 
vorhergehenden  Weise  die  Ekliptikcoordinaten  des  Fleckes  für  drei  Lago° 
T,  T\  T"  und  berechnet  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  TT'T".  Zo 
letzterem  Zwecke  berücksichtige  man,  dass,  wenn  der  Fleck  nach  T'  kon)0>^ 
die  Erde  auch  ihre  Lage  nach  Z'  verändert  hat.  Bestimmt  man  ftlr  ^^ 
zweite  Lage  Z',  wie  früher,  77 T'  und  LZ'I1T\  so  ergiebt  sich  der  Wert* 
des  Winkels  T77T'.  Im  Dreieck  TUT  sind  dann  zwei  Seiten  ö*^^ 
der  eingeschlossene  Winkel,  und  somit  auch  TT'  gegeben.  —  Anstatt  ^^* 
Rechnung  weiter   sphärisch  zu  führen,   nimmt  jetzt  P^zenas  die  Chor^^^ 


1)  M^moires  de  mathem.  et  de  physiqae ,  pr^sentäa  k  Tacad.  Boj.  des  ^Qisi^^^\ 
Tome  VI.     1774.    S.  318flgff.     Nouvelle  Thdoric  des  Tachea    du  Soleil.    Pa^r 
F.  Pezenae,  Historiographe  du  Roi,  k  Marseille. 
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TT\   T' T"  und    T"  T"\   and   beschreibt   mit  denselben   das   geradlinige 
Dreieck  TTT'\  über  dessen  Eckpunkte  er  den  Kreis  C  (Fig.  15)  führt. 
Daraus  erhält  man  unmittelbar  die  Rotationsdauer  x\ 

_  360^ 

Diese  Methode  hat  den  Vortheil  für  sich,  dass  man  die  Rotationsdauer 
unmittelbar  bestimmen  kann ,  ohne  die  Neigung  des  Sonnenfiquators  erst  zu 
kennen.  P6zenas  unterlässt  aber  nicht  zu  zeigen,  wie  man  auch  letzteren 
bestimmen  kann. 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  TPT"  (Fig.  16)  zwischen  dem  Botations- 
pol  und  den  Lagen  7,  T"  des  Fleckes  kennt  man  die  Seiten  und  daher 
auch  die  Winkel.  Auch  das  Dreieck  TTIT'*  ist  vollständig  bestimmt  und 
man  bekommt: 

LnTP^T"TP-T"rn,  Lnr'p=nT"T-FT"T\ 

In  den  Dreiecken  PTTI^  PT"n  kennt  man  jetzt  zwei  Seiten  und  den  ein- 
geschlossenen Winkel,  woraus  der  Werth  von  PIl^  d.  i.  die  Neigung  des 
Aequators,  erhellt 

Beim  Studium  dieser  Partie  der  Geschichte  der  Mathematik  bildet  nach 
dem  üebergange  von  den  graphischen  zu  den  rechnerischen  Methoden  erst 
Cagnoli^)  wieder  eine  angenehme  Abwechslung,  da  sich  in  dessen  Methode 
zum  ersten  Male  die  Lehren  der  Differentialrechnung  angewendet  finden, 
allerdings  aber  noch  nicht,  um  mit  Hilfe  derselben  den  bequemeren  ana- 
lytischen Weg  einzuschlagen.  Seine  Rechnung  ist  durchaus  sphärisch,  er 
bedient  sich  der  Nepe raschen  Analogien;  die  Methode  ist  in  Vergleich  zu 
den  früheren  kurz  genug. 

Ist  E  (Fig.  17)  der  Pol  der  Ekliptik,  P  der  heliographische  Pol  T,  B,  C 
drei  snccessive  Lagen  eines  Fleckes,  so  hat  man  im  Dreieck  PET^  unter 
Berücksichtigung  der  Zeichenänderung  für  den  Fall,  dass  sich  T  von  E 
entfernt : 

-smidET:-tg\dFET  =  sin(ET+^dET)icotg{PTE''^dPTE) 
oder 
8in{{EB-ET):tg^^BET^sin{{EB  +  ET):cotg^{PTE+PBE), 

In  dieser  Proportion  ist  das  vierte  Glied  unbekannt.  Als  Differentialen 
(Aenderungen)  der  Seite  ET  wird  also  die  Aenderung  ET—EB  angesehen, 
als  Differentiale  der  Winkel  BET  und  PTE  die  Aenderungen  BET  und 
PBE,  Stellt  man  weitere  zwei  Gleichungen  für  A  POE  auf,  indem  man 
die  Aenderungen  aus  ^PBE  und  PTE  ableitet,  so  wird  man  die  halben 
Summen  der  drei  bei  jT,  B,  C  gebildeten  parallaktischen  Winkel  erhalten. 
Aus  APCE  ist  dann: 


1)  Mäm.  pr^te&t  k  TAoad.,  Bd.  X.     Oder  auch  in  der  Trigonometrie  von 
Cagnoli,  8.448. 
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ig^  dPEC:igidPCE=  tg (PEC+  \dPE(J) : tg{PCE+  ^ dPCE) 

oder,  wenn  darch  die  Aendemng  obiger  Elemente  das  Dreieck  PCE  m 
jenes  PBE  fibergeht: 

tg^  CEE :  tg\{FBE-PCE)  =  tg (PEC+  \CEB) :  tg\  (PBE  +  PCE). 

Beatimmt  man  daraas  L  PEC,  so  hat  man  damit  die  Lage  des  Pols  gegeben 
Im  APEC  kennt  man  dann  CE,  PEG  nnd  PCE,  woraos  sich  FE  und 
PC  berechnen  Iftsst.  Ermittelt  man  in  ähnlicher  Art  PB  und  ans  /\BEC 
BC,  so  kann  ans  AB  PC  nunmehr  LBPC  berechnet  werden  und  daiaoi 
die  Botationsdauer  der  Sonne. 

Während    wir  bisher  sahen,   dass  die  verschiedenen  (belehrten ,   welche 
sich   mit   der  Lösung  dieser  Aufgabe  beschäftigten,  den  speciellen  Fall  ftti 
sich   behandelten,    ging  du  S^jour  von  einem   neuen  Standpunkte  aus.') 
Cr   fasste  die  Aufgabe  in  einer  allgemeineren  Bedeutung  auf  und  löste  sie 
als  speciellen  Fall  der  Finsternisse  auf;   dann  machte  er  einen  Unterschied 
für  den  Fall,  dass  die  Botationselemente  direct  zu  bestimmen  sind,  und  ftr 
den  Fall,   dass   ihre  genäherten  Werthe  als  bekannt  vorausgesetzt  werden 
Es  sei  gleich   hier   bemerkt,   dass  letzteres  Verfahren  auch  de  la  Lande 
in  der  IIL  Auflage  seiner  Astronomie  behandelt.     Letzterer  setzt  die  Bota- 
tionselemente als   bekannt   voraus  und  rechnet   damit  die  heliographischen 
Coordinaten  des  Fleckes  aus  drei  gemachten  Beobachtungen.     Ist  die  An- 
nahme richtig,  so   muss  jedesmal  das  gleiche  Resultat  herauskonunen;  v^'t. 
dies  nicht  der  Fall,   so  kann  die  Annahme  durch  Ausgleichungen  corrigirfc 
werden. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Abhandlung  von  du  Sejour. 

Es  sei  (Fig.  18)  C  der  Erd-,  S  der  Sonnenmittelpunkt,  8X  die  Roter- 
tionsaze.  Die  Ebene  SB±.SOy  in  welcher  die  Flecke  erscheinen  und 
schwinden,  nennt  Sejour  den  Horizont  der  Flecke.  Der  Winkel  S8 
sei  d.  Den  Punkt  Z  nennen  wir  das  Zenitb  der  Sonne;  T,  Z'  seien 
Lagen  eines  Fleckes,  K  der  Mittelpunkt  des  von  demselben  beschriebenes^ 
Parallelkreises.  Die  Breite  des  Fleckes  Z'  {=Z'E)  sei  Z,  der  Winkel  ihre* 
Declinationskreises  mit  dem  Meridian,  d.  i.  mit  jener  Ebene,  die  durch  J^« 
SX  und  SB  bestimmt  ist,  sei  h,  a  sei  der  Sonnenhalbmesser  und  das* 
Radius  der  Sonne  =  1.  Fällt  man  von  der  Lage  eines  Fleckes  T  ^^ 
TM  senkrecht  auf  den  Halbmesser  des  bezüglichen  Parallelkreises,  so  ^ 
LTKM^h,   TK=cosl  und 

TM  =  cosl  sinh^     KM  =  cosl  cash. 

Es  ist  femer,  wenn  Mm±,BS  ist,  Mm  =  Mm  +  KB  und  nach  Auflöso-""*^ 
der  Dreiecke  KSB  und  KMm\ 


1)  Traito   analytique  des   inouvetnens   apparens   des  corps  ehestes;  par 
Dionis  du  Sdjour.     Paris,  Vau ve  Valade.     1786.    Bd.  1,  8.  569figg. 
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Mm  ^=  sind  sinl  +  cosd  cosl oash 

und  wegen  SC=^—. —  : 

sina 

1  —  (sinS  sinl  +  cosd  cosl  cosh)  sina 


CN  = 


stna 


Um  die  scheinbare  Distanz  des  Fleckes   vom  Sonnenmittelpunkt,   wie 

sie  von  der  Erde  ans  beobachtet  wird ,  zn  erhalten ,  muss  noch  TN  bekannt 

sein.     TN  ist  aber  die  Hjpothenase  des  rechtwinkligen  Dreiecks  TMNy  in 

welchem  TM  bereits   bestimmt  wnrde.     NM  ergiebt  sich  ans  BS—Km^ 

TN 
wo  BS=i  cosd  sinl  f   Km  =^  sin 6  cosl  cosh  ist.      Setzt   man   tang  J  =^ -pfrz.^ 

80  ergiebt  sich: 

^smal/cos^lsin^h  +  {cosd  sinl  —  sind  coslcosh)^ 
1  —  8ino{sinö  sinl  +  cosö  cosl  cosh) 

Dies   ist   die   Grundgleichnng,    von   welcher    du   S6jonr  zur   Lösung  des 
Problems  ausgeht 

Die  Beobachtungen   ergeben   unmittelbar  den  Winkel  des  durch  den 
Fleck  gedachten  Sonnenradius  mit  dem  Horizontalfaden  des  Femrohres  Sl: 

_      Declin.  d.  Fleckes  —  Declin.  © 

^     ""  C05 Declin.  Q  {AR  Fleckes  -  A  Ä  ©) 
und 

.    cos  Länge  0  X  sin  Neig.  Ekliptik 

q>  =  arcsin  • =:—- — ~ » 

cos  Declin.  0 

woraus  ^  =  Ä  — 9  — 90,  d.  i.  der  Winkel  am  Sonnenmittelpunkt,  gebildet 

▼on  dem  durch  den  Fleck  gedachten  Halbmesser  und  von  der  Axe  der  jähr- 

^chen  Bewegung.     Endlich  die  scheinbare  Entfernung  des  Fleckes  vom  Son- 

**«*unittelpnnkt: 

Declin.  d.  Fleckes  —  Declin.  0 


z/  = 


sinSl 


Denkt  man  sich  ferner  ein  sphärisches  rechtwinkliges  Dreieck ,  gebildet 

durch  einen  grössten   Kreisbogen  vom   Fleck  zum  Pol  der  jährlichen  Be- 

^^gung,  dann  durch  einen  vom  Fleck  zum  Horizont  des  Fleckes  senkrech- 

^    grOssten   Kreis  und   von  dem   sich   von   selbst  ergebenden  Bogen   des 

Reaannten  Horizontes,  so  sind  die  Katheten  desselben  A  und  £;  nennt  man 

^^  Hypotenuse  a,  den  Winkel  am  Pol  h^  so  ist: 

tgB 
cosa=^  cosBcosA.    tgB=i  -^—jj 
^  ,  stnA 

^ob«i 

cosB^—  oder  B=^Mm\ 

'^^Unt  man  den  Winkel  am  Sonnenmittelpunkt,  welchen  der  Meridian  des 
^^ckes  mit  der  Geraden  bildet,  die  den  Mittelpunkt  der  Sonne  mit  der 
'^^ojection  des  Fleckes  bildet,  ö,  so  ist: 
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.    »•^^--S.r'    .     X..-  ^> 


TN:  TM^  1 :  sinS,     TN: NM=^  \:co8S^ 
aus  diesen  und  den  früher  aufgestellten  Beziehungen  findet  du  Söjour: 

__  coslsinh 

cos  6  sinl  —  sin  ö  coslcosh 
und  r,  d.  i.  der  Winhel  BSP: 
Endlich  T^Ä-^0. 

1)  cos  Neigungswinkel  d.  Sonnenäquat  =  cosöcosYj 

2)  tang  (geocentr.  Lftnge  0  —  Länge  d.  Knotens)  =    .  _  * 

Um  die  Beobachtungen  wegen  der  Bewegung  der  Erde  zu  reduciren, 
benenne  man  mit  a,  5,  a^,  h^  die  früher  abgeleiteten  Grössen  für  zwei  auf- 
einander folgende  Beobachtungen,  mit  m  die  Winkelbewegung  der  Erde  in 

der  Zwischenzeit,  so  ist 

a^  =  af     dj  =  6  —  m, 

igAy=iga^  cos  5, ,     s%nB^^=^  5fno,  sin  h^ , 

z/j  =  acosB^^ 

woraus  die  auf  den  ersten  Beobachtungsort  reducirten  Beträge  Äy  B,  ^  der 
zweiten  Beobachtung  erhalten  werden. 

Führt  man  jetzt  folgende  Bezeichnungen  ein: 
n  Drehungswinkel  des  Fleckes  von  der  I.  zur  IL  Beobachtung, 

^1  »  n  fi  n        n     ^'     n     ^■*"*"  n 

**8  f)  ff  ff  ff        n     ^'     ff     ^^'  ff 

A ,  A, ,  /»2 ,  ...  die  Stundenwinkel  des  Fleckes ,  ^  i  ^^ ,  ^2 »  -  *  ^^^  beobachteten 
Zwischenzeiten  in  Minuten  zwischen  den  einzelnen  Beobachtungen,  p  die 
Aenderung  von  h  in  einer  gegebenen  Zeit,  so  ist: 

_    tp  __    t^p  _   t^p 

^^lUiV     ^"1440'     ^~1440* 

Schliesslich  stellt  du  Sejour  allerlei  Beziehungen  zwischen  den  ver- 
schiedenen hier  angeführten  Grössen ,  von  welchen  wir  nur  folgende  hervor- 
heben : 

3)  — r^  (1  —  sina sinB)  sinS^  coslsinh  =0, 

stna 

4)  sinB  —  sinB^  —  cosö  cosl{cosh  —  cos(h'\-n))  =  0, 

5)  [stn(Ä  +  n)  —  esinh]sinB  —  csinhcosS  =  ()y 

6)  [5i«(Ä  +  n')  —  g  sinh\sinS  ^  f  sinh  COS0  =  0, 

7)  mcosh  +  qcosiji  +  n)  +co5(Ä  +  n')  =  0, 


wöbe 


i 


_  ^p  z/,  ( 1  —  sin 0  sin B^)  sin{A  —  Ai) 

tg  J\^\  —  sina  sin B) 

^  sinBn  —  sinB^  _  sinB  —  sinB„ 

'^  sin B^  —  sinB  ^  sinB^  —  sinB 

^tg^1^(\  —  sino  sinB^)  C08{A-'A^) 

~  tgJ(^  sina  sinB)  ' 
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f  und  g   sind  ähnlich  wie  c  und  e,   nur  beziehen  sie  sich  auf  die  Werthe 

^Mt   -^111   ^w 

Endlich : 

«  =  f^  z/(l  —  sincsinB)  {sinB^  —  smB^^ 
+  '^^1  (1  —  8%no  »inB^{svnB^^  —  sinS)  008{A^  —  A) 
+  tg  d^^{\  —  sino  8%nB^yj(8mB  —  «n-B|)  C05(^]]  — '^)» 

/J  =  f^z/j  (1  —  5tn<j  m  J?i)  (sin  5,,  —  sinB)  sin  {Ä^  —  J.) 

+  tgJiAl^  sin  a  sinB^*)  {sinB  —  sinB,)  sin  (Ä.^  —  Ä) 
und 

8)  <i^ö  =  |- 

So  ist  das  Problem  in  seiner  grössten  Allgemeinheit  gelöst  Kennt 
man  jetzt  S  für  eine  Beobachtung,  so  lassen  sich  daraus  die  Werthe  B^y 
6||,  0im  ...  für  die  anderen  Beobachtungen  ermitteln  aus: 

9)  ©  — ©j  +  il,  — il  =  0,    ©— ©ii  +  il„-il  =  0  u.  s.  w. 
und  T  aus: 

10)  r=ui-e,  r=  iij  —  e,  u.  8.  w. 

h  ergiebt  sich  aus  5),  6),  7)  und  eben  aus  denselben  Gleichungen  auch  die 
Stundenwinkel  des  Fleckes  zur  Zeit  der  verschiedenen  Beobachtungen.  Die 
Breite  des  Fleckes  berechnet  man  sodann  aus  3)  und  den  Neigungswinkel 
der  Rotation saxe  des  Fleckes  mit  dem  Horizont  des  letzteren  aus  4) ,  wobei 
für  3)  und  4)  mehrere  Gleichungen ,  je  nach  der  Anzahl  der  Beobachtungen, 
aufgestellt  werden;  endlich  ergiebt  sich  die  Neigung  des  Aequators  und  die 
LSnge  des  Knotens  aus  1)  und  2). 

Vom  mathematischen  Standpunkt  ist  die  Lösung  von  du  S6jour  sehr 
schön,  vom  praktischen  jedoch  viel  zu  umständlich,  da  alle  die  früheren, 
bisher  entwickelten  Methoden  leichter  und  rascher  zum  Ziele  führen. 

Ist  eines  oder  das  andere  der  Rotationselemente  schon  bekannt,  so  ver- 
einfacht sich  entsprechend  die  Rechnung.  Du  S6jour  behandelt  folgende 
specielle  Fälle: 

1.  die  Rotationsdauer  der  Sonne  ist  bekannt; 

2.  alle  Rotationselemente  sind  näherungsweise  bekannt  und  es  handelt 
sich  um  deren  Berichtigung. 

In  ersterem  Falle  sind  n,  n^  bekannt,  in  letzterem  kann  man  vorläufig 
ö  und  Y  aus  der  Neigung  des  Aequators  und  der  Länge  des  Knotens  be- 
stimmen.    Ebenso  kann  S  und  &'  berechnet  werden  aus 

stellt  man  dann  zwei  Gleichungen  13)  aus  drei  gemachten  Beobach- 
tungen auf  und  eliminirt  cosl^  bo  erhält  man  h  und  endlich  l.  Dann  können 
alle  anderen  Elemente  nen  berechnet  werden. 

Einfiacher  gestaltet  eich  dieee  ^  ^■»'eiitialrech- 

nnng.     Die  Differentifttioil  ^^  -^Qf^ 
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Anadrficke  fftr  dJ,  dl,  d6,  dk,  8n,  Stellt  man  bdiebig  Tiefe  BeihiA* 
tnngen  an,  so  lassen  sich  mehr  Gleichungen  aafirteUen,  als  üakfaHli 
(dJ,  dl  etc.)  Toihanden  sind,  and  deren  Werthe  durch  die  Riefln  k 
kleinsten  Quadrate  anf  das  Genaueste  ermitteln. 

Damit  hfttten  wir  die  filteren  Methoden  erledigt  nnd  sind  sonit« 
Ziele  unserer  Abhandlung  angelangt  Obwohl  die  Analjais  und  die  Ufc 
rentialrechnung  bei  der  Lösung  des  Problems  theüweise  in  Anspnuk  gi^ 
nommen  wurden,  so  behandelten  die  verschiedenen  Gelehrten  das  Pnkki 
doch  immer  als  eine  alleinstehende  Aufgabe  der  Mathematik  und  sdbit  li 
S^jour,  der  erklärte  eine  allgemeine  Lösung  geben  zu  wollen,  entfiBOb 
Hich  doch  nicht  wesentlich  Tom  alten  System.  Erst  durch  Lagrange  erfir 
diese  höchst  interessante  Frage  eine  epochemachende  Wendung,  als  <r  ii 
Bewegungsgleichungen  Air  ein  rotirendes  System  gans  allgemein,  ahi 
KQcksicht  auf  specielle  Zwecke  entwickelte.^)  Es  liegt  die  Betraehtimg  h 
Lagrange'schen  Verfahrens  nicht  mehr  in  dem  Bereich  jener  GmM 
die  wir  uns  vorgesteckt  hatten,  da  wir  eben  nur  das  Alte  sn  sammdi 
beabsichtigten.  Wir  unterlassen  aus  diesem  Grunde,  das  Verfahren  fOi 
Lagrange  aufzunehmen ,  welches ,  obwohl  einfEU^h  genug ,  uns  doch  la fdi 
in  die  LSnge  führen  würde,  und  begnügen  uns,  die  von  Böhm  angenigto 
kürzere  Methode  noch  aufzunehmen ,  nur  damit  der  Gegensatz  zwischen  SM 
und  Jetzt  um  so  greller  in  die  Augen  falle  und  damit  unsere  Leeer  in 
Stande  seien,  die  Schwerfälligkeit  früherer  Jahrhunderte  besser  zu  beortheike. 

Im  Jahre  1 852  legte  Böhm  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschalten') 
eine  umfangreiche  Abhandlung  vor,  welche  die  Besultate  einiger  Beobae^ 
tungen  von  Sonnenflecken  enthielt.  Zur  Bestimmung  der  Rotationselemente 
bediente  sich  Böhm  folgender  Methode. 

Bezeichnet  man  mit  a,  d  die  wahre  Rectascension  und  Declination  der 
Sonne  zur  Zeit  T,  sowie  durch  a  und  6  dieselben  Grössen  ftir  den  Sonnea* 
fleck,  nimmt  man  ferner  die  Ebene  des  Erdäquators  als  eine  CoordinatsB- 
ebene,  wovon  die  Linie  der  Nachtgleichen  die  X-Axe  vorstellt,  die  Erdan 
ferner  als  die  Z-Aze,  so  sind  die  Coordinaten,  durch  welche  die  Lage  ^ 
Mittelpunktes  der  Sonne  gegen  jenen  der  Erde  ausgedrückt  wird: 

X  =  Rcosdcosa,     Y^  Rcosdsina^     Z=B9ind^ 
und  die  Coordinaten  des  Sonnenfleckes  in  Bezug  auf  den  Erdmittelpnnl^^*' 

x=^vcosdco8a,     y  =  vcosö  sina^     $  =  vsmdy 
oder  in  Bezug  auf  den  Sonnenmittelpunkt: 

^  =  QC0s^1  cosä',    v  =  QCosJsinÄ\     ^=^Q$inJ^ 

1)  M^canique   analytique,   par  J.  L.  Lag  ränge.     III.  Edition.    Paris  1 
M.  II  Sect.  IX. 

2)  Denkschriften  der  mathem.-  naturwissenschaftl.  Classe  der  kaiserl. 
Wissenschafteu.    III.  Bd.    Separatabzug.    „Beobachtungen  von  Sonnenflecken 
Beetimmung  der  HotiitionBeleroentc  der  Sonne,  von  Dr.  J.  6.  Böhm.*    Wien  l 
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wobei  V  die  Entfernung  des  Sonnenfleckes  vom  Mittelpunkte  der  Erde, 
g  den  Halbmesser  der  Sonne ,  J  und  Ä  die  heliocentrische  Declination  und 
Rectascension  der  Sonne  bedeuten.     Es  existiren,  wie  leicht  einzusehen,  die 

Beziehungen  ^  =  x-X,    v  =  y-T,     t  =  t-Z. 

Die  Grössen  d,   a^  R  und   q   sind  als  bekannt  vorausgesetzt  (Astron. 
Jahrbücher),  die  Grösse  v  findet  man  aus  den  Gleichungen: 


Bezeichnet  man   mit  Äy  B^  D  drei  Constanten,   so  ist  die  Gleichung  des- 
jenigen Parallelkreises  der  Sonne,  in  welchem  der  Fleck  liegt: 

i^Ä^  +  Bv  +  D. 

Während  die  Grösse  D  für  jeden  Fleck  andere  Werthe  erhSlt,  sind  Ä 
und  B  constant  und  bestimmen  die  Lage  des  Aequators.  Denn 
bezeichnet  man  mit  n  die  Neigung  des  SonnenSquators  gegen  den  Erd- 
äquator  und  mit  h  die  gerade  Aufsteigung  desselben,  so  ist 

Ä 


Die  Neigung  n  des  SonnenSquators  gegen  die  Ekliptik ,  sowie  die  Länge  7c 
des  aufsteigenden  Knotens  findet  man ,  wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  be- 
deutet, aus  den  Gleichungen: 

sinn$inJc=  sinn  sink^ 
$innco8k'=  cose  sinn  cosk  —  sine  cosn^ 
cosn=  sine  sinn  cosk  +  cose  cosn. 

Bezeichnet  man  die  heliographische  Breite  des  Fleckes  mit  q>h9  so  ist  ferner 

D 

stnq>h  =  -y  cosn. 

Drückt  man  nun  durch  U  den  Winkel  aus,  welchen  zwei  Meridiane  der 
Sonne  miteinander  bilden,  wovon  der  eine  durch  den  aufsteigenden  Knoten 
des  Sonnenäquators,  der  andere  durch  den  Sonnenfleck  geht,  so  ist 

cos  U  costph  =  cosJcos(Ä'—  k). 

Bezeichnet  endlich  t  die  Rotationszeit  der  Sonne,  T  wie  früher  die  Epoche 
der  Beobachtung  und  endlich  t  die  Zeit,  zu  welcher  der  Fleck  den  auf- 
steigenden Knoten  des  Sonnenäquators  passirte,  so  ist  für  jede  Beobachtung: 

Setzt  man   ö^7x  =  Wf,   so  wird 

öüü  T— T 

r  =  T—mU  und  1»=     ff-' 

Natürlich  bestimmt  Böhm  viele  Gleichungen  t^T—mU  und  findet 
dann  aus  den  daraus  entstehenden  Bedingungsgleichungen  den  wahrschein- 
lichsten Werth  von  m  and  bezw.  von  t  nach  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate. 


Recensionen. 


Dr.  Paul  Oordan's  Vorlesimgen  über  loTariantentheorie,  herausgegeben 
von  Dr.  Oeorq  Kerschenstbiner.  Leipzig,  Teubner.  I.  Band: 
Determinanten,  1885.     IL  Band:  Binäre  Formen,  1887. 

Unter  den  Methoden,  welche  dazu  dienen,  die  rationalen  Inyarianten 
einer  gegebenen  Form  zu  finden,  hat  sich  als  die  fruchtbarste  die  tob 
Aronhold  eingeführte,  aber  erst  durch  die  Untersuchungen  von  Clebsch 
und  Oordan  eingebürgerte  symbolische  Rechnung  erwiesen.  Gordan 
bediente  sich  ihrer  mit  durchschlagendem  Erfolg  beim  Beweise  des  Sato 
der  Invaiiantentheorie ,  dass  jede  binäre  Form  ein  endliches  System  Ton 
Inyarianten  besitzt,  durch  welche  alle  anderen  der  gleichen  Form  sieb 
rational  und  ganz  ausdrücken  lassen.  Auf  der  Basis  der  Symbolik  be- 
ruht das  bekannte  Werk  von  Clebsch,  sowie  der  Abschnitt  über  alge- 
braische (auch  temäre)  Formen  in  dem  Buche  über  Geometrie  von  Linde- 
mann, nach  Vorlesungen  von  Clebsch,  während  andererseits  die  gescbSii- 
ten  Lehrbücher  von  Salmon  (Höhere  Algebra,  bearb.  von  Fiedler]  and 
Fa4  di  Bruno  (Theorie  der  binären  Formen,  bearb.  von  Walter)  die 
partiellen  Differentialgleichungen  und  canonischen  Formen  für  die  Erzeugoog 
der  Invarianten  vorziehen. 

Das   vorliegende  Lehrbuch   hat  (in  seinem  zweiten  Bande)  nach  Iiibatt 
und  Behandlungs weise  viel  Aehnlichkeit  mit  der  „Theorie  der  binären  For- 
men" von  Clebsch,  wie  sich  dies  aus  dem  langjährigen  Zusammenarbeiten 
der  beiden  Forscher  erklärt.     Auch  die  Vorlesungen  von  Gordan  wollen  ein 
Lehrbuch  sein,   das  den   vollen  Einblick   in  die  heutige  Formen theorie  g^ 
währt.     Auch  für  sie  ist,   wie  für  Clebsch,   das  souveräne  und  mit  ti^ 
tuoser  Technik  gehandhabte  Hilfsmittel  die  symbolische  Rechnung,  das  ^ 
ausgiebig  zur  Verwendung  gelangt,   dass   der  Leser  die   wirkliche  Gestsl^ 
nur  einiger  wenigen  Formen  in  einer  Anmerkung  erfährt.     Aber  Gorda^ 
hat  seine  Methode  seit  dem  Erscheinen  des  Clebsc haschen  Buches  do^ 
die  unablässige  Arbeit  an  dem  erwähnten  Hauptproblem  zu  noch  grOss^^ 
Leistungsfähigkeit  gesteigert,  und  dieser  Vorzug  ist  auch  auf  das  Buch  üly^' 
gegangen. 

Man  muss  es  dem  Herausgeber  danken ,  dass  er  diese  Darstellung  "^^ 
berufener  Hand  zu  veröffentlichen  unternommen  und  durch  sweckmäs^^ 
Anordnung  des   grossen  Materials,  übersichtliche^Darstellung  und   pasB* 
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eingeschaltete  Beispiele  das  Seinige  dazu  beigetragen  hat|  die  weittragenden 
Metboden  der  deutseben  Forscbung  zu  verbreiten  und  so  dem  in  wenigen 
Jabrzebnten  mttcbtig  entwickelten  Wissenszweige  der  neueren  Algebra  junge 
Kräfte  zu  gewinnen. 

Der  erste  Band  beginnt  mit  einer  flüssig  geschriebenen  Theorie  der 
Determinanten,  die  von  den  üblichen  Darstellungen  nach  Jacobi's  Vorgang 
nicht  wesentlich  abweicht.  Von  Anwendungen  —  die  sich  alle  auf  das 
Gebiet  der  Algebra  beschränken  —  erwähnen  wir  die  in  den  Lehrbüchern 
vernachlässigten  linearen  Gleichungen  mit  einem  üeberschuss  von  Unbekann- 
ten. Ihre  Auflösung  führt  zum  Beweise  eines  vielfacher  Verwendung  fähigen 
Satzes  über  „correspondirende  Matrices^,  der,  beiläufig  gesagt,  von  Man- 
chen Clebsch,  von  Anderen  sogar  Grassmann  zugeschrieben  wird,  in 
Wirklichkeit  aber  von  dem  Referenten  zuerst  ausgesprochen  worden  ist. 

Es  folgt  ein  Capitel  über  die  Besultante ,  das  auf  dem  Algorithmus  des 
grössten  gemeinsamen  Theilers  beruht  und  die  Zerlegbarkeit  einer  ganzen 
Function  in  ihre  Linearfactoren  nicht  voraussetzt.  Die  Auffassung  der  Be- 
sultante als  Functionaldeterminante  leitet  Sätze  ein  über  die  Besultante  von 
Producten  von  Functionen,  linearen  Combinationen  derselben  u.  s.  w.,  welche 
als  Vorbereitung  für  einen  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  dienen, 
den  Gordan  an  Stelle  des  zweiten  Gauss 'sehen  Beweises  setzt.  Der  Schluss 
des  Bandes  bringt  die  Ausdrucksformen  für  Resultante  und  Discriminante  in 
den  Wurzeln  der  Urformen. 

Den  Kernpunkt  des  zweiten  Bandes  bildet  der  Satz  von  der  End- 
lichkeit des  Formensystems,  der  jedoch  wegen  der  schwierigen  Beweis- 
führung  hinter  die  Untersuchung  der  Formen  der  vier  ersten  Ordnungen 
gestellt  wurde,  für  welche  dieser  Beweis  vorbereitend  einzeln  erledigt  wird. 

In  den  §§  1 — 5  werden  die  Hilfsmittel  der  symbolischen  Rechnung 
dargelegt.  Abgesehen  von  den  bekannten  Identitätssätzen  und  dem  Polaren- 
process  sind  es  die  folgenden  : 

Der  Faltungsprocess.  Er  besteht  in  der  Bildung  eines  symbolischen 
Products  mit  einem  Klammerfactor  mehr,  als  sie  ein  gegebenes  besitzt.  Aus 
aj^'hx^  bildet  man  durch  Faltung  ax""*6x'""-*  (a6). 

Der  52 -Process,  anzuwenden  auf  ;Functionen  fip^iX^fViV^  mit  zwei 
(oder  mehr)  Reiben  von  Variabein.     Er  besteht  in  der  Bildung  von: 


Alle  diese  Operationen  besitzen  Invarianteneigenschaft.  Dem  Faltungs- 
process allein  kommt  keine  reale  Bedeutung  zu,  wohl  aber  wiederum  dem 
auf  ihn  zurückführ  baren  j^Ueberschiebungsprocess''.  Die  Aufgabe  (§§  3,  4) 
der  Ueberschiebung  von  Producten  führt  zu  dem  grundlegenden  Satze,  dass 
jedes  Glied  einer  Ueberschiebung  durch  «uif^  bangen 

darstellbar  ist    Hierduroh  wird  diu  ^ 


I  5  tff«ipn'jirt  «^er  tql  A7ds£C']c  utpe^ticBiBn  Algantkmw,  aü 
Cifjbw:!  xfJji^  ^vwihiA  J..gtJih'jLM^,xsxx  äer  CDiLoiziuzseaD  etmiiteiit  wo-dflB.  Du 
Buü  ffiim  f&r  äj««zi  Pr&obtt  die  vcmg  glücklich  Beuu^ioig  ^DeUvm' 
«iL^  öie  z\Mm  kkufi  ZT;r  TervexkOiizig  gbhmgt.  BeL  aiGehte  bei  dieMB 
AxLxMft  kU'.L  gt^frxi  ÖM  ä«r  dect^cbcii  Zizzige  xidii  gel&ii£ge  Wort  aDoa^»- 
nieiii^  im  I«  hbsiä^  —  b'wu  ä^&  bonet  gErbr&TicbliebeB  ^IsTcnioii*  oder  ,1Jb- 

D^T  Pamgre^L  (Cj  über  Combiiuaies ,  desren  HsapteageneebiftcB  eiiv 
AvbaxidiTzs^  tos  Gor  das   ohne  Beweis   estDOnuzwn   werden,  konnte  ohn 
rlej  Mebxasf viuad  an  Batum ,  den  Hbrigezi»  der  Gegenstand  woU  bennpraeki 
dürft«,   i&it   dtfi  zitithigeo  Beweises  Ter&ebes  werden,   wenn  er  hintar  {  9 
^et-t«llt  worden  wfire.  —  Es  folgt  eis  Abschnitt  fiber  Farmen  A'i^ifilh) 
isjt   zw«i  Keibes   tos  Verfinderlicbes,  welche  nach  an&teigenden  PoteoMa 
TOS  'jjr^  —  jfjSg  iB  der  WeiBe  entwickelt  werdoi,  dass  die  CoeffieieBtea  im 
EntwickelisBgPolarfonnes  der  „Demestar^-CoTariasten  derFonn  fi^x^t  fifj 
feisd ,  aufe  df;r  feie  durch  Faltung  gebildet  werden.     Es  verdiente  herroigdio- 
ben  zu  w«rd«n  ■   date  dieselben  in  realer  Weise  was  der  Form  f  dnrdi  da 
^'Procebb    entfeUrhen.       In    dem  Werke    tos    Clebsch    steht  jener  Sib 
Qb^   die  Entwickelung    tos    /,    der   tos   ihm    and    Gordan   gleichnitig 
gfffunden  wurde,  an  der  Spitze  der  Theorie;  hier  schliesst  er  sieh  der  Dir* 
fetellung  eiset  Gliedes  der  Polarform  durch  nur  Polarformen  auf  natflri»^ 
Weise  an.     Mit  Hilfe  dei^&elben  werden  (§  8 )  die  asyijgetischen  CovaziistBi 
dritten  Grades  der  Form  fünfter  Ordnung  berechnet     Auch  die  Darstdloflg 
der   CoTarianien   in   den  Wurzeln   der  Originalform   und   das  Bedprodlit^ 
gefeetz  TOS  Her  mite  erscheinen  als  Anwendungen. 

Wfthrend  der  Satz,  dass  jedem  symbolischen  Product  Invarianteneigtt- 
bcbaft  zukommt  y  schon  in  der  Einleitung  bewiesen  wurde  (auch  an  diflür 
Stelle,  §  5,  ist  der  Uebergang  Ton  der  symbolischen  zur  wirklichen  Fois 
nicht  ausfQbrlich  genug),  knQpft  die  ümkehrung  desselben  wiederum  •> 
jene  Keihenentwickelung  an  und  erfordert,  unter  Aufhebung  der  BeschrlB- 
kung  auf  binäre  Formen,  die  Verallgemeinerung  zunächst  des  .^^-Processeii 
die  in  §  9  zum  Beweise  des  Theorems  fOhrt,  durch  das  Clebsch  erst  die 
Symbolik  zu  dem  gemacht  hat,  was  sie  heute  ist:  dass  jede  Invariante  durdi 
ein  Aggregat  von  symbolischen  Producten  darstellbar  ist.  Den  Schluss  das 
erbten  Theiles  bildet  ein  Paragraph  (10)  tlber  diejenigen  partiellen  Differei- 
tialgleichungen ,  welchen  die  inTarianten  Bildungen  genOg^. 

Der  Herausgeber  hat  die  lange  Folge  methodischer  Erörterungen  diew< 
erbten  Theiles  des  zweiten  Bandes  —  hier  und  da  von  Ungenauigkeiten  der 
liiichnung  und  des  Ausdrucks  abgesehen  —  klar  und  ansprechend  dargesieUti 
indem  er  durch  instructiTe  Anwendungen  das  Interesse  rege  za  erhalte* 
bestrebt   war.     Wer   sich   durch   ihn   bindurchgefunden  hat,  dem  wird  du 
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folgende  Capitel  über  Formen  der  vier  ersten  Ordnungen  (2.  Tbeil)  mühe- 
losen Qenuss  gewähren.  Anregend  ist  auch  ein  Excars  über  simultane  qua- 
dratische Formen,  die  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  stehen,  und  ein  (nur 
zu  kurz  gehaltener)  Abschnitt  über  die  mit  den  regulären  KOrpem  der  Ste- 
reometrie zusammenhängenden  Binärformen  und  Irrationalitäten,  mit  dem  die 
Untersuchung  solcher  Formen  verbunden  ist,  für  welche  die  vierte  üeber- 
schiebung  über  sich  verschwindet. 

Der  fundamentalen  Untersuchung  des  vollständigen  Formensystems  sind 
die  beiden  ersten  Paragraphen  (20,  21)  des  dritten  Theiles  gewidmet  Der 
Gedankengang  des  (trotz  aller  auf  die  Anordnung  verwandten  Sorgfalt)  lang- 
wierigen Beweises  stimmt  im  Wesentlichen  mit  dem  vonGordan  in  seiner 
Programmschrift  verfolgten  überein,  nur  dass  die  in  früheren  Capiteln  des 
Buches  getroffenen  Vorbereitungen  ihn  knapper  zu  fassen  erlauben.  Aller- 
dings gewährt  der  endlich  erbrachte  Beweis  dann  auch  mehr,  als  blos  die 
Antwort  auf  die  fast  triviale  Frage  nach  der  Endlichkeit  des  Formensystems. 
An  der  Hand  der  Ueberschiebungen ,  die  der  Beweisgang  zu  bilden  verlangt, 
erhält  man  noch  bis  zu  den  Formen  achter  und  neunter  Ordnung  hin  über- 
sehbare Tabellen  aller  in  das  vollständige  System  vorläufig  aufzunehmenden 
Formen,  aus  welchen  dann  durch  spätere  Untersuchung,  für  die  Gordan 
ebenfalls  die  Wege  angiebt,  die  überflüssigen  (durch  die  anderen  darstell- 
baren) Formen  auszuscheiden  sind.  Dies  geschieht  in  den  §§  22  und  24 
an  dem  Beispiel  der  Formen  fünfter  und  sechster  Ordnung. 

Die  Schlussparagraphen  des  zweiten  Bandes  bringen  die  typische  Darstel- 
lung der  Formen  fünfter  und  sechster  Ordnung  und  die  Auflösung  der  ent- 
sprechenden Gleichungen  in  einfachen,  durch  das  Verschwinden  gewisser  In- 
varianten charakterisirten  Fällen,  die  §§  31  —  33  die  Systeme  der  simultanen 
Formen  (2,  3)  und  (3,  3).  Mit  der  Theorie  der  Formen  sechster  Ordnung  steht 
in  enger  Verbindung  die  der  Elementarcombinanten  von  zwei  Formen  vierter 
Ordnung,  deren  irrationale  Beziehungen  im  Anschluss  an  die  Arbeiten  von 
Anderen  im  §  28  (etwas  abgebrochen  und  unvermittelt)  erörtert  werden. 
Ein  kurzer  Abschnitt  (§  34)  über  Schwester-  (associirte)  Formen  schliesst 
diesen  Band  ab. 

Vorwiegend  sind  es  eigene  oder  in  Gemeinschaft  mit  Clebsch  an- 
gestellte Untersuchungen  von  Gordan,  welche  den  Inhalt  ausmachen.  Aber 
auch  von  diesen  sind  wichtige  nicht  aufgenommen  worden,  fremde  Arbeiten 
finden  höchstens  beiläufige  Berücksichtigung,  während  doch  z.  B.  einige  neue 
von  jüngeren  Mathematikern  herrührende  von  der  Kraft  der  symbolischen 
Methode  ein  beredtes  Zeugniss  hätten  ablegen  können. 

Dagegen  sind  manche  Stellen  des  Buches  weitschweifig  geworden  durch 
vollständige  Ausführung  solcher  Rechnungen,  die  nur  mit  den  bekannten 
Identitäten  arbeiten.  Darob  Unterdrückung  derselben  wäre  in  einer  späteren 
Auflage  Baum  tu  sohaffen  fOr  vieUeitigere  Gestaltung  des  Stoffes  und  reich- 
lichere LiteraturangsH  ->*iffen  Stellen  des  BucVv«».  ^»xA^^^^ 

liUt-lli.Ablkl«.4.f  '^ 
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Indessen  wird  Jeder  das  Werk  mit  dem  Eindruck  ans  der  Hand  legcl^ 
dass  es  die  Autoren  nicht  leicht  mit  der  Verfolgung  ihres  Zieles  genonuneB 
haben.  Man  fühlt  den  Beweisen  und  Sätzen  das  Selbsterlebte,  den  üispnng 
aus  dem  lebendigen  Beispiel  an ,  ein  Zug  von  Frische  und  Vertiefung  dnitli- 
weht  das  Werk ,  der  die  erfolgreiche  Mitarbeiterschaft  an  einem  noch  jongn 
Wissenszweige  ausspricht. 

Tübingen^  im  April  1888.  A.  Brol. 

F.  J.  Brockkann,  Sammlang  von  Angaben  ans  allen  Oebieten  der  B^ 
mentarmathematik^  nebst  Lösungen  oder  Lösungsandeutungen.  Pader- 
born, Verlag  von  F.  Schöningh.     Preis  1  Mk. 

Die  Sammlung  enthält  400  der  landläufigsten  Aufgaben,  je  100  lu 
der  Arithmetik,  Planimetrie,  Trigonometrie  und  Stereometrie. 

Den   ersten  Theil  bilden  Beispiele  aus  der  Lehre  von  den  Reihen  and 

den  Logarithmen,  sowie  Gleichungen  mit  einer  und  mehreren  unbekannten, 

die  fast  durchweg  die  Anwendung  eines  „Kunstgriffes^  gestatten.     Statt  der 

üblichen   Substitutionen    wird    mit  Vorliebe   die   correspondirende  Addition 

,,    (ma  +  uJ)      ma,  +  uJ),  a      a«   .  A      t^.    r. 

angewandt   1 == — -  =  — ^-= — :r '   wenn  —-  =  -=•  ist  I .     Die  Lösungsan- 

\pa±^qo       pai±,9\  o       o^      / 

deutungen  sind  knapp  und  instructiv.     In  ganz  einzelnen  Fällen  könnte  man 

etwas  mehr  wünschen.     So  z.  B.  wäre  bei  Aufgabe  27   oder  der  mit  ihr 

identischen  Aufgabe  33,  namentlich  wegen  der  angegebenen  Werthe  fttr  f 

und  y,   ein  Hinweis  auf  den  symmetrischen  Bau  der  Gleichung  am  Platte. 

Der  zweite ,  planimetnsche  Theil  beginnt  mit  scjiön  geordneten  Dreiecksaaf* 

gaben ,  deren  Lösungen  auf  den  Beziehungen  der  um  -,  ein  -  und  anbeschrie 

benen  Kreise  zu  den  Winkelhalbirern ,  Höhen  etc.  beruhen.     Die  darauf  fol-     | 

gende  Abtheilung    „Vermischte  Aufgaben **  müsste  reichhaltiger  sein.    FM" 

sendes  Material  giebt  jedes  Lehrbuch.    (Methoden  und  Theorien  von  Peter- 

sen)      So   fehlen   Beispiele   über   Maxima  und  Minima  und  Bertthrungea 

sowohl  hier,  wie  auch  in  dem  stereometrischen  Theile,  der  sonst  ebenso  wie 

die  trigonometrische  Abtheilung  zu  passenden  üebungen  hinreichenden  nna 

gut  ausgewählten  Stoff  bietet     Namentlich  gilt  dies  in  Bezug  auf  die  go- 

niometrischen  Aufgaben. 

Das  Büchlein  kann  angehenden  Abiturienten  zur  Uebung  im  Aufgaben- 
lösen  und,  wie  es  die  Intention  des  Verfassers  ist,  als  Prtlfetein  des  mathe- 
matischen Wissens  dienen.    Uebrigens  ist  kein  Mangel  an  guten  Sammlung^ 

Coesfeld.  W.  ErimphofT* 

Dr.  E.  Suchsland,  Die  gemeinaohaftliche  XTraaohe  der  elektriaohen  Xet^^^ 
und  des  Hagels.     HaUe  a.  S.  1 886.  Veriag  von  H.  W.  Schmidt 

Der  erste  Theil  der  vorliegenden  Schrift  ist  von  historisch  •kritise)'^ 
Inhalt,  ind^m  er  24  Erklärungsversuche  der  Luft-  und  Gewitterelektri''^^ 
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enthält,  welche  der  Verfasser  in  vier  Gruppen  eintheilt  und  hierauf  einer 
Kritik  anterzieht. 

In  dem  zweiten  Theile  findet  die  Vorbereitung  für  die  neue  Erklärung 
statt.  Dabei  werden  die  Fragen  discutirt:  Wirken  heterogene  Gase,  wenn 
sich  ihre  Atome  oder  Moleküle  sehr  nähern,  elektromotorisch  aufeinander? 
und:  Welcher  Art  ist  die  Polarität  der  Gase?  Sodann  sohliesst  sich  Einiges 
über  die  Constitution  der  Wolken  an.  Am  Schluss  sind  drei  Volta*sche 
Analogien  angeführt:  a)  der  Vol tausche  Ball,  gebildet  aus  Flittergold, 
Stanniol,  Seidenpapier  und  verdünnter  Schwefelsäure;  h)  die  Volt  ansehe 
Birne,  welche  aus  einem  Vol tauschen  Ball  besteht,  dessen  Inneres  durch 
einen  isolirten  Eupferdraht  untersucht  werden  kann;  c)  das  Vol tausche 
Conglomerat,  welches  aus  Volt  ansehen  Elementen  zusammengesetzt  ist, 
indem  leere  Zündhütchen  mit  SchrotkOruern  zusammengeklopft  und  mit 
Kugeln  aus  angefeuchtetem  Seidenpapier  gemischt  wurden. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  neue  Erklärung  der  elektrischen  Meteore 
und  des  Hagels,  welcher  die  folgenden  drei  Definitionen  zu  Grunde  gelegt  werden : 

1.  die  Gewitterwolken  sind  Vol  tausche  Conglomerate  kleinster  absoluter 
Gaselemente  mit  zwischengelagerter  Flüssigkeit; 

2.  die  Hagelwolken  sind  Gewitterwolken  mit  ungewöhnlich  hoher  elek- 
trischer Spannung; 

3.  die  Luftelektricität  ist  eine  Influenz  Wirkung  von  elektrischen  Polen, 
welche  sich  in  der  ruhigen  Atmosphäre,  als  einem  Vol  tauschen  Con- 
glomerat kleinster  absoluter  Gaselemente  mit  zwisbhengelagertem 
Wassergas  und  wenig  Flüssigkeit,  stets  vorfinden. 

Auf  Grund  dieser  Definitionen  ist  der  Nachweis  der  Elektricität  in 
Regenwolken,  sowie  die  Entstehung  des  Hagels  in  völlig  ungezwungener 
Weise  erklärt. 

Der  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Anwendung  der  neuen 
Theorie  zur  Erklärung  von  Erscheinungen ,  welche  mit  den  bisherigen  Theo- 
rien nicht  in  Einklang  gebracht  werden  konnten.  Dass  die  grossen  Regen- 
tropfen nach  heftigen  Blitzen  vor  Schluss  des  Gewitters  von  einer  „enormen 
Explosion  von  Knallgas **  herrühren  sollen,  ist  sehr  gesucht  und  höchst  un- 
wahrscheinlich; auf  diesen  angeblichen  Explosionen  beruhen  nach  meiner 
Ansicht,  deren  Auseinandersetzung  hier  zu  weit  führen  würde,  gewiss  nicht 
die  heftigen  Donnerschläge.  Auch  damit  bin  ich  nicht  einverstanden,  dass 
die  Wärme  der  ersten  grossen  Regentropfen  das  Resultat  der  chemischen 
Vereinigung  des  Knallgases  bei  der  Explosion  wäre.  Viel  einfacher  und 
natürlicher  scheint  mir  die  Wärme  der  ersten  grossen  Regentropfen  von  der 
warmen  Luft  herzurühren,  durch  welche  die  Tropfen  gefallen  sind. 

Im  letzten  Theil  übt  der  Verfasser  selbst  Kritik  an  seiner  neuen  Theorie ; 
dabei  fühlt  er  selbst,  dass  die  Hauptschwäche  seiner  Theorie  darin  liege, 
dass  die  von  ihm  angenommene  Erregung  von  Elektricität  nur  durch  Be- 
rührung von  Gasen  experimentell  4^  «erden  konnte.    Um 
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sich  aber  darüber  hinwegzusetzen,  beruft  er  sich  auf  das  inductive  Beweis- 
verfahren  der  Spectralanalyse ,  vergisst  aber  dabei  yollstSndig,  dass  die 
Theorie  über  die  Sonnenatmosphäre  durch  das  Experiment  bestätigt  werden 
konnte.  So  lange  demnach  der  Beweis  nicht  erbracht  ist,  dass  durch  Be- 
rührung von  Grasen  Elektricität  erzeugt  wird ,  so  lange  hat  diese  neue  Theorie 
nur  eine  geringe  Wahrscheinlichkeit.  g  Nbbbl. 


B.  SoHWALBB,  lieber  Eishöhlen  und  Eislöcher,  nebst  einigen  Bemerkimgai 
über  Yentarolen  und  niedrige  Bodentemperaturen.  Berlin  1886. 
R.  Gärtner's  Yeriagsbuchhandlung  (H.  Hejfelder).    Preis  1  Mk.  40  Pt 

Nach  einer  kurzen  historischen  Einleitung  theilt  der  Verfasser  die  hier* 
her  gehörigen  Phänomene  der  gemässigten  Elimate  in  folgende  drei  Onp* 
pen  ein: 

1.  Eishöhlen,  wozu  a)  die  eigentlichen  Eishöhlen  und  h)  die  eisAhrea- 
den  DoUinen  zu  zählen  sind; 

2.  die  Eislöcher,  welche  a)  die  Eisleiten  und  h)  das  EisgeröU  umlasseo; 

3.  die  abnormen  niedrigen  Bodentemperaturen ,  bei  welchen  jedodi  ab- 
norme Eisbildungen  ausgeschlossen  sind. 

Nach  einer  näheren  Charakteristik  dieser  Gruppen  werden  die  bis  jetit 
bekannten  Phänomene  systematisch  geordnet  und  aufgezählt,  woran  sieh 
eine  specielle  Beschreibung  derselben  sowohl  in  physikalischer,  als  aoch  in 
geologischer  Hinsicht  anschliesst.  Bei  einzelnen  Höhlen  werden  nodi  ein- 
gehende Temperatur-  und  Feuchtigkeitsbeobachtungen  mitgetheilt. 

Obwohl  die  Berichte  über  Eishöhlen  oft  von  höchst  mangelhafter  Nator 
sind  und  längere  Beobachtungen  ganz  fehlen ,  so  sind  doch  schon  eine  Beilie 
von  Theorien  und  Erklärungen  aufgestellt  worden,  von  denen  die  weseit' 
liebsten  hier  angeführt  und  besprochen  werden.  Diesen  gegenüber  wird  tos 
dem  Verfasser  eine  Sickertheorie  aufgestellt,  die  aber  durch  zahlreichen 
Beobachtungen  noch  zu  prüfen  ist.  «  Nebil. 


C.  Cramz,  Theoretische  Studien  zur  Ballistik  der  gesogenen  Oewthit. 
Eine  Methode  zur  Bestimmung  der  vortheilhaftesten  CombinatioD  ton 
Caliber,  Drallwinkel ,  Geschosslänge ,  Geschossgewicht  etc.  Bbbüo^ 
1887.  Helwing'sche  Verlagsbuchhandlung  (Th.  Mrendnsky).  Pf®* 
1  Mk.  60  Pf. 

Der  Verfasser,  welcher  sich  schon  früher  durch  Arbeiten  auf  dem  G*" 

• 

biete  der  Ballistik  ausgezeichnet   hat,   löst  in  der  vorliegenden  Schrift  ^^^ 
Problem,   welches   von  den  Praktikern  für  sehr  schwierig,   wenn  nicht  g^ 
für  unmöglich  gehalten  wurde.     Es  soll  nämlich  durch  eine  mathematis^^ 
Formel  die  vortheilhaftßste  Combination  von  Caliber,  Geschossgewicht,  "** 
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scbosslttoge,  DrallwiDkel  der  Zfige,  Lauf  länge  etc.  eines  gezogenen  Infan- 
teriegewehres für  jeden  einzelnen  Fall,  also  allgemein  bestimmt  werden. 

Um  sowohl  dem  Mathematiker,  als  auch  dem  Militärtechniker  das  Lesen 
dieser  Arbeit  zu  erleichtem,  ist  jeder  Ausdrack,  ehe  er  zur  Verwendung 
kommt,  noch  einmal  definirt  worden,  auch  bei  den  einzelnen  Schlussfor- 
meln wurde  die  Bedeutung  der  darin  enthaltenen  BuchstabengrOssen  jedes« 
mal  beigedruckt  I  so  dass  auch  derjenige  die  Formeln  mit  Nutzen  verwen- 
den kann,  welcher  den  mathematischen  Ableitungen  derselben  nicht  zu  folgen 
vermag.  Aus  dem  letzteren  Grunde  sind  am  Schlüsse  einige  Beispiele  voll- 
ständig durchgerechnet,  so  dass  es  nunmehr  ein  Leichtes  ist;  ähnliche  Auf- 
gaben mittels  der  angegebenen  Formeln  zu  lösen. 

In  dem  Anhang  befinden  sich  einige  Literaturangaben,  sowie  Bemer- 
kungen darüber,  welche  Voraussetzungen  noch  verbesserungsfähig  sind ;  dass 
hierzu  aber  nicht  allgemeine,  unbestimmte  Erwägungen  zum  Ziele  führen, 
sondern  einzig  und  allein  geeignete  Beobachtungsdaten,  kann  nicht  genug 
hervorgehoben  werden. 

Ein  grosses  Verdienst  des  Verfassers  ist  eSf  den  Anfang  zur  Lösung 
des  obengenannten  Problems  gemacht  zu  haben,  wodurch  dem  Techniker 
gezeigt  wird,  wie  er  seine  Beobachtungen  rechnerisch  verwenden  kann. 

Eine  Tafel  mit  elf  Zeichnungen  trägt  wesentlich  zum  leichteren  Erfassen 
dieser  Schrift  bei.  B^  ^^^^ 


H.  Thurein,  Elementare  Darstellung  der  Planetenbahnen  durch  Con- 
struotion  und  Rechnung.  Berlin  1886.  B.  Gärtner's  Verlagsbuch- 
handlung (H.  Hejfelder),    Preis  1  Mk. 

Der  Verfasser  ist  nicht  gerade  der  Ansicht,  dass  die  Berechnung  der 
Planetenbahnen  als  Anwendung  der  Trigonometrie  in  höheren  Schulen  vor- 
genommen werden  soll,  weil  dies  doch  schwieriger  ist,  als  die  einfacheren 
Aufgaben  der  sphärischen  Astronomie.  Indessen  giebt  es  immer  einige 
Schüler,  welche  ein  so  grosses  Interesse  für  die  Astronomie  an  den  Tag 
legen,  dass  sie  das  Begonnene  fortsetzen,  wofür  sich  das  vorliegende  Büchel- 
chen besonders  eignet.  Die  knappe,  präcise  Ausdrucksweise  wird  durch 
einige  vollständig  durchgerechnete  Beispiele  unterstützt,  so  dass  es  nicht 
mehr  schwer  sein  dürfte,  mit  Hilfe  der  am  Schluss  beigefügten  nothwen- 
digen  Tabellen  ähnliche  Aufgaben  zu  lösen.  Fleissigen,  talentvollen  Schülern 
muss  gewiss  die  vorliegende  Darstellung  Freude  machen.  g,  Nbbbl. 


J.  Finger,  Elemente  der  reinen  Mechanik,  als  Vorstudium  für  die  ana- 
lytische und  angewan^^"^  ~  ^«*  die  mathematische  Physik, 
Wien  1884-1886  Pceia  2Ö  V&.. 
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Die  erste  des  in  sechs  Lieferungen  erschienenen  Werkes  wurde  ntefa 
ihrem  Erscheinen  im  Jahre  1884  in  dieser  Zeitschrift  besprochen.  Jeiit^ 
nach  Vollendung  desselben,  muss  heryorgehoben  werden,  dass  der  Verfasser 
dem  in  der  Vorrede  gestellten  Programm  vollständig  gerecht  geworden  ist 
Dass  das  Werk  stets  eine  verschiedene  Beurtheilung  finden  wird,  ist  be- 
gründet durch  die  auseinandergehenden  Ansichten,  wonach  der  Anfbaa  der 
Mechanik  stattzufinden  hat.  Dass  der  Verfasser  die  physikalische  Richtung 
verfolgt,  ist  gewiss  von  grossem  Nutzen  für  den  betreffenden  Leserkreis. 
Hauptsächlich  ist  das  Werk  für  junge  Techniker  geschrieben ,  die  nach  Voll- 
endung ihrer  Studienzeit  nur  selten  Gelegenheit  finden,  sich  eingehender 
mit  Mechanik  zu  beschäftigen.  Um  sich  möglichst  nach  den  Bedflrfhiseeii 
technischer  Hochschulen  zu  richten,  wurde  Einiges  aus  der  graphischen 
Statik  darin  aufgenommen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Vorkenntnisse  erstrecken 
sich  die  mathematischen  Anforderungen  nur  auf  einfache  Differentialquotien- 
ten und  Integrale.  Reicht  aber  der  Bildungsgang  des  Einzelnen  nicht  so 
weit,  so  ist  für  denselben  ein  mathematischer  Anhang  da,  welcher  ihn  bald 
dahin  bringt,  dass  ihm  der  Inhalt  des  Werkes  keine  zu  grossen  Schwierig- 
keiten mehr  bietet. 

Bezüglich  der  Reichhaltigkeit  muss  auf  das  Buch  selbst  verwieMB 
werden,  wofür  aber  äusserlich  schon  die  stattliche  Seitenzahl  792  spricht. 
—  Der  schöne ,  ezacte  Druck ,  sowie  die  guten  Holzschnitte  werden  weeeni- 
lich  dazu  beitragen,  dass  die  studirende  Jugend  mit  Lust  und  Liebe  nch 
an  das  Studium  dieses  Werkes  macht.  t>   -^ 


L.  Heni^ebgro  und  0.  Smreker,  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik. 
I.  Theil :  Statik  der  starren  Systeme ,  von  L.  Hbnnebbro.  Darmstadt 
1886      Verlag  von  A.  Bergsträsser.     Preis  9  Mk. 

Von  den  vier  Theilen,  welche  das  ganze  Werk  umfassen  wird:  Statik 
der  starren  Systeme,  Qrundzüge  der  Dynamik,  Theorie  der  ElasticitSt  and 
Festigkeit,  Hydraulik,  liegt  der  erste  Theil  jetzt  vor.  Derselbe  zerftUt 
wieder  in  zwei  Abschnitte:  Die  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  Zer- 
legung der  Kräfte  und  das  einfache  Fachwerk. 

Das  Werk  ist  wesentlich  für  technische  Hochschulen  bestimmt,  weshalb 
Alles,  was  nur  rein  wissenschaftliches  p^teresse  bietet,  vermieden  warde. 
Kurz  und  präcis  ist  die  Ausdrucksweise,  den  mit  gesperrtem  Druck  hervor- 
gehobenen Sätzen  folgen  unmittelbar  die  Beweise  ohne  jeglichen  ümschweif. 
Mit  Freuden  bemerkt  man  allenthalben  die  Anwendung  der  graphische 
Statik,  wodurch  sicherlich  sehr  zur  Verbreitung  dieser  relativ  noch  jungen 
Wissenschaft,  welche  so  überaus  fruchtbar  ist,  beigetragen  wird.  Zahl- 
reiche,  klare  Figuren  erhöhen  noch  den  Werth  dieses  Buches,  so  dasB 
auch  den  übrigen  Theilen  gern  entgegensehen.  ß  Nääm.. 


Recensionen.  63 


NissoN  Katzenelsohn  ,  lieber  den  Einflnsi  der  Temperatur  anf  die  Elasti- 
oität  der  Metalle.  (iDaugural- Dissertation.)  Berlin  1887.  Druck 
von  G.  Schade  (Otto  Francke). 

Der  Apparat,  mit  welchem  die  Versuche  ausgeführt  wurden,  ist  im 
Wesentlichen  dem  von  Kohlrausch  und  Loomis  in  Poggendorffs 
Annalen  der  Physik  und  Chemie  heschriebenen  ähnlich ,  nur  in  einem  grösse- 
ren Maassstab  ausgeführt  Neu  ist  die  Einklemmung  der  Drähte  in  ein 
konisch  geschliffenes  Stahlstück ,  wodurch  der  Draht  unverletzt  bleibt.  Tor- 
sionscoefficient  und  Elasticitätscoefficient  werden  mit  verbesserten  Hilfsmit- 
teln bestimmt,  und  dabei  wird  zugleich  nachgewiesen,  woran  es  liegt,  dass 
die  Resultate  der  früheren  Beobachter  nicht  den  Anspruch  von  Genauigkeit 
machen  können,  wie  die  vorliegenden. 

Nachdem  eine  Reihe  von  Metallen  untersucht  worden  sind,  kommt  der 
Verfasser  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Sowohl  der  Torsionscoefficient ,  wie  auch  der  Elasticitätscoefficient 
nehmen  mit  der  Temperatur  ab. 

2.  Diese  Abnahme  ist  bei  denjenigen  Körpern  eine  verhältnissmässig 
grössere,  die  einen  grösseren  Ausdehnungscoefficienten  oder  auch  eine  nie- 
drigere Schmelztemperatur  haben. 

3.  Die  Aenderung  des  Torsionscoefficienten  ist  bei  allen  Körpern  eine 
grössere  als  die  der  Elasticitätscoefficienten.  Daraus  folgt,  dass  der 
Po i 880 n 'sehe  Coefflcient  fi  mit  der  Temperatur  grösser  wird. 

Die  Arbeit  wurde  im  physikalischen  Institut  der  Universität  Berlin 
unter  Leitung  des  Herrn  Geh.  Rath  v.  Helmholtz  ausgeführt. 

B.  Nbbbl. 

W.  H.  Behse,  Lehrbüoh  der  Physik  für  höhere  Bürgerschulen  und  tech- 
nische Lehranstalten.  Weimar  1887.  Verlag  von  B.  F.  Voigt.  Preis 
4  Mk.  50  Pf. 

Besser  wäre  wohl  das  vorliegende  Werkchen  „Leitfaden"  statt  „Lehr- 
buch" genannt  worden,  denn  von  einem  Lehrbuch  der  Physik  ist  man  ge- 
wohnt, doch  etwas  mehr  zu  verlangen. 

Aus  Mangel  an  Zeit,  sagt  der  Verfasser  in  der  Vorrede,  müsse  man 
in  der  Schule  die  mathematische  Seite  des  physikalischen  Unterrichts  zurück- 
drängten, zumal  sie  die  Fassungskraft  der  Schüler  erheblich  übersteige. 
Hiermit  bin  ich  durchaus  nicht  einverstanden.  Die  Physik  darf  nach  den 
Errungenschaften  der  Neuzeit  nicht  mehr  stiefmütterlich  behandelt  werden; 
fehlt  es  an  Zeit ,  so  muss  der  Lehrer  auf  eine  weitere  Physikstunde  drängen. 
Einfache,  passend  gewählte  Beispiele  erleichtern  das  Verständniss  des  Schü- 
lers; ich  erinnere  z.  B.  nur  an  die  Aufgaben  aus  der  Bewegungslehre,  wobei 
die  abstraoten  mathematisehen  Kenntnisse  praktisch  geübt  sind  und  zugleich 
gezeigt  wird ,  does  die  Pbyvik  durch  die  schönen  Experimente  keinen  Uut^r- 
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haltnngsanterricht  mehr  bieten  soll,  sondern  dass  sie  praktisch  Yerwendbir 
ist  —  Dass  die  Akustik  als  Unterrichtsgegenstand  der  höheren  Bürger 
schulen  ausgeschlossen  ist,  ist  doch  sehr  merkwürdig.  Sobald  nicht  mehr 
klassische  Philologen  allein  die  Entscheidung  über  derlei  Dinge  treffen, 
werden  diese  Missstttnde  gehoben. 

Wenn  ich  mich  nun  auch  ganz  in  den  Verfasser  hineindenken  will, 
der  ein  Lehrbuch  für  höhere  Bürgerschulen  und  technische  Lehranstalten 
geschrieben  hat,  so  glaube  ich,  dass  er  Nöthiges  vergessen,  dagegen  Dinge 
aufgenommen  hat,  welche  ein  solcher  Schüler  im  späteren  Leben  doch  we« 
niger  nöthig  hat  Zur  Begründung  möge  nur  Einiges  genügen.  Z.  B.  sucht 
man  vergebens  nach  dem  Telephon,  Mikrophon,  der  Glühlampe  —  Dinge, 
welche  tagtäglich  vorkommen ;  selbst  die  Elektrometallurgie  hätte  kurz  erwähnt 
werden  dürfen.  Auch  die  für  technische  Lehranstalten  geschriebene  Akustik 
ist  etwas  kurz  weggekommen,  z.  B.  wird  nach  der  diatonischen  Tonleiter 
ein  Beispiel  für  das  Ciavier  angegeben,  so  dass  der  Schüler  glauben  muas, 
das  Ciavier  sei  nach  der  diatonischen  Tonleiter  aufgebaut  Die  chromatische 
Tonleiter  und  die  gleichschwebende  Temperatur  hätten  erwähnt  werden 
müssen ;  damit  der  Schüler  erfährt,  was  die  schwarzen  Tasten  bei  dem 
Ciavier  zu  bedeuten  haben.  Besser  wäre  es  gewesen,  den  Unterschied  zwi* 
sehen  offenen  und  gedeckten  Pfeifen  u.  dergl.  auseinanderzusetzen ,  statt  die 
Schüler  in  übertriebener  Ausdrucksweise  in  ,, Robert  den  Teufel^  und  Wag- 
ner*s  ^Tannhäuser"  zu  versetzen.  Schüler  in  diesem  Alter  sollen  noch  gar 
nicht  in  derartige  Theaterstücke.  Auf  diese  Weise  wäre  der  Platz  vortheil* 
hafter  verwendet  worden,  und  hätte  er  dann  noch  nicht  gereicht,  so  hfttte 
man  gewiss  ohne  Schaden  z.  B.  die  Capitel  über  die  Farben  dünner  Blfttt- 
chen,  sowie  das  über  Newton *s  Farbenringe  streichen  können.  Physik- 
bücber  für  die  in  der  Vorrede  erwähnten  Zwecke  existiren  schon  in  einer 
bessern  Bearbeitung.  jj  j^gg-. 


M.  WiLDBRMANN,  Naturlehro  im  Anschlnss  an  das  Lesebnoh  von  J.  Bu- 
müller  und  J.  Schuster.  108  Abbildungen.  Freiburg  i.  Br.  1887. 
Herder^sche  Verlagsbuchhandlung. 

In  anziehender  Weise  ist  die  Physik  in  dem  kleinen  Büchelchen  Tor- 
getragen  und  durch  zahlreiche  Holzschnitte  gut  erläutert  Recht  anschaulich 
sind  die  Vorgänge  in  der  Natur  beschrieben  und  dabei  die  Neuerungen, 
namentlich  im  Gebiet  der  Elektricität,  hinreichend  berücksichtigt.  Am 
Schluss  ist  ein  Verzeichniss  von  Instrumenten  angegeben,  die  beim  Unter- 
richt nöthig  sind,  unter  diesen  ist  wieder  eine  Auswahl  getroffen,  welche 
absolut  vorhanden  sein  müssen,  welche  entbehrt  oder  welche  mit  wenig 
Hilfsmitteln  selbst  angefertigt  werden  können.  Die  beigefügten  Preise  ge* 
statten ,  die  verfügbaren  Mittel  in  der  richtigen  Art  su  verwenden.     An  der 
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Hand   des  Lehrers   wird  dieses  Buch  die  Einftlhnmg  der  Physik   in  die 
Volksschale  wesentlich  f5rdem.    *  ß  Nbbil 


E.  KoHLRAUSOH,  Physik  des  Tnmens.  88  Figuren.  Hof,  1887.  Verlag 
von  Rud.  Lion. 

Mit  der  energischen  Ausbildung  des  Turnens  in  der  Neuzeit  ist  es 
noth wendig  geworden,  sich  ein  ürtheil  darüber  zu  machen,  worin  die 
Schwierigkeit  in  der  einen  oder  andern  Uebung  liegt.  Bei  diesen  Betrach- 
tungen wird  man  direct  auf  die  zur  Geltung  kommenden  physikalischen  Ge- 
setze geführt.  Das  Auge  eines  geübten  Turners  darf  sich  durch  Kunststücke 
nicht  täuschen  lassen  gegenüber  den  einfachen  Kraftproben,  um  derartige 
üeberlegungen  zu  erleichtern,  hat  es  der  Verfasser  unternommen,  eine 
Physik  des  Turuens  herauszugeben,  in  welcher  zunttchst  die  physikalischen 
Gesetze  erläutert  werden,  woran  sich  ihre  Anwendung  auf  das  Turnen  an- 
schliesst.  Nicht  Jeder  wird  die  Ansichten  des  Verfassers  überall  theilen, 
jedoch  soll  dadurch  das  grosse  Verdienst  desselben,  einen  Anfang  gemacht 
zu  haben,  keineswegs  geschmälert  werden.  Namentlich  dem  Turner  von 
Fach  muss  das  Studium  dieser  Physik  warm  ans  Herz  gelegt  werden,  um 
sich  seinen  Namen  nicht  durch  unbillige  Anforderungen  an  seine  Schüler 
zu  schädigen.  ^  ^^^ 

M.  Plank  ,  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie.  Preisgekrönt  von  der 
philosophischen  Facultät  Göttingen.  Leipzig  1887.  Verlag  von  B.  G. 
Teubner. 

In  dem  Vorwort  dieses  Buches  ist  zunächst  die  Veranlassung  hierzu, 
nämlich  die  daselbst  angeführte  Preisaufgabe  der  philosophischen  Facultät 
Göttingen,  auseinandergesetzt.  Anschliessend  folgen  die  wesentlichen  Be- 
merkungen, welche  die  Einsendung  der  Arbeit  an  die  Facultät  begleitet 
haben.  Von  drei  eingelaufenen  Arbeiten  erhielt  diejenige  des  Verfassers  den 
zweiten  Preis,  weil  sich  die  Facultät  mit  dem  dritten  Theile  nicht  in  dem 
wünschenswerthen  Maasse  einverstanden  erklären  konnte ,  wie  mit  den  beiden 
ersten  Theilen,  während  die  beiden  anderen  Arbeiten  eines  Preises  nicht 
gewürdigt  werden  konnten.  Auf  die  eingehende  Begründung  von  Seiten  der 
Facultät,  welche  hier  abgedruckt  wurde,  hat  der  Verfasser  dem  Ansinnen 
derselben,  den  dritten  Theil  umzuarbeiten  unter  Berücksichtigung  der  von 
ihr  gegebenen  Winke,  nicht  entsprochen,  weil  er  von  seinem  Standpunkte 
aus,  welchen  er  nun  des  Näheren  begründet,  den  Wünschen  der  Facultät 
nicht  vollkommen  Rechnung  zu  tragen  vermag ,  und  somit  die  Wahrschein- 
lichkeit gering  ist,  dass  die  darauf  verwendete  Zeit  und  Mühe  dem  Erfolg 
äquivalent  wäre.  Daher  wurde  die  Arbeit  nur  mit  geringen  Aenderungen 
dem  Dmok  tlberge^^ 
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Eine  eingehende  Besprechung  dieser  Arbeit,  welche  in  jeder  Beuekat^ 
interessant  and  lehrreich  ist,  würde  hier  d^n  gegebenen  Rahmen  tlberw^ii^'^* 
ten;  es  mnss  daher  Jeder,   der  sich  dafür  interessirt,   aof  das  Bach  selb^^ 
verwiesen  werden,   wobei  er  dann  sein  Urtheil  mit  den  in  dem  Vonro^^ 
(gegebenen  vergleichen  kann.  »  |j».g. 


0.  VON  KoNKOLT,  Praktische  Anleitung  nir  Himmelsphotographie»  nel 

einer  kurzgefassten  Anleitung  zur  modernen  photographischen  Op^  — 
ration  und  der  Spectralphotographie  im  Cabinet  218  TextabbiS.— 
düngen.   Halle  a.  S.,  1887.  Verlag  von  Wilhelm  Knapp.  Preis  12  Mhc:  • 

Die  im  Vorwort  des  Werkes  angegebene  Absicht,  einem  Anfibiger 
astrophjsikalischen  oder  astrophotographischen  Arbeiten  Zeit  und  Mühe  %,' 
ersparen,  kann  nicht  unterschätzt  werden.  Dann  aber  ergeht  sich  der  Vc 
fasser  in  Spiegelfechtereien,  wärmt  Dinge  wieder  auf,  die  schon  seit 
hunderten  Eigenthümlichkeiten  der  Gelehrten  weit  sind,  was  einen  ünbeihe»5L- 
ligten  nur  langweilen  muss.  Dabei  gelangt  er  plötzlich  in  die 
Welt  und  es  macht  den  Eindruck,  als  ob  er,  der  Besitzer  hoher  Orden 
Mitglied  der  verschiedensten  Gesellschaften  ist,  ein  verkanntes  Genie 
Derartiges  gehört  nicht  in  ein  Vorwort.  —  Der  erste  Theil,  welcher  sii 
mit  der  Photographie  für  sich  und  den  dazu  nöthigen  Utensilien  beschäfti^srt;» 
stützt  sich  ganz  auf  Prof.  Dr.  J.  M.  Eder's  Handbuch  der  PhotographS  '^. 
Der  zweite  Theil,  betitelt:  „Im  Cabinef,  enthält  die  für  Himmelsphol 
graphie  nöthigen  Apparate  kritisch  zusammengestellt ,  während  der  dril 
Theil,  überschrieben:  „Am  Femrohr *,  sich  auf  die  photographischen  Aufhi 
men  selbst  bezieht  und  dabei  die  Vortbeile  der  erforderlichen  Instmmei 
hervorhebt.  Das  Buch  leistet  sicherlich  jedem  Anfönger  grosse 
denn  dieser  kann  sich  hier  orientiren,  ehe  er  unbedachter  Weise  grc 
Summen  verausgabt.  Leider  wirkt  aber  das  sonst  so  verdienstliche  W^:^^' 
durch  seine  Breite  sehr  ermüdend  auf  den  Leser.  Nicht  ist  es  die  i^  ^^' 
führung  und  Erläuterung  der  vielfach  mehr  oder  weniger  guten  AusfÜhrung'^^^ 
von  Instrumenten  fQr  ein  und  denselben  Zweck,  sondern  die  Weitschweifig.^?' 
keit  im  Ausdruck,  der,  selbst  in  den  Extremen,  wie  „fabelhaft  kur^-  ^ 
„recht  schlampet**  etc.  gebraucht,  bald  erschöpfend  wirkt  ,,Das8  der  V< 
fasser  schon  einige  Male  Augenzeuge  von  misslungenen  Experimenten 
ist  für  jeden  Praktiker  doch  höchst  interessant!  Gewiss  ist  es  auch  wicl 
zu  erfiEkhren,  mit  wessen  Brillen  der  „junge  Candidatus  astrovwtmae**^  der 
„€tet**  in  des  Verfassers  Hause  weilt,  seine  Accomodationsf&higkeit  gepi 
hat!  u.  dergl.  m.  Dass  der  Herr  Verleger  darauf  eingegangen  ist,  dass 
fessor  Young's  Spectrograph  „zum  abschreckenden  Beispiel*'  noch  in 
grossen  Figur  zur  Darstellung  gelangt,  ist  zum  mindesten  sehr  liebenswürdiU^^ 
von  ihm.  —  Wäre  die  Ausdrucksweise  präcis  und  knapp  gehalten, 
einem  derartigen  Buch  erforderlich  ist,  so  wäre  es  dem  Verfasser  gelungen- 
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wie   er  selbst  in  dem  Vorwort  sagt,  „ein  bescheidenes  Werkchen **  und  ich 
füge   noch  hinzu:  ein  höchst  yerdienstvolles  geschrieben  zu  haben. 

B.  Nebbl. 

SIL.VAMU8  P.  Thompson,  Elementare  Vorlesungen  ttber  Elektricität  und 
Magnetismus.  Autorisirte  deutsche  Uebersetzung  auf  Grund  der 
neuesten  (28.)  Auflage  des  Originals  von  Dr.  A.  Himstbdt.  Tübingen 
1887.     Verlag  der  H.  Laupp^schen  Buchhandlung.     Preis  6  Mk. 

£in  Werk,  welches  in  England  in  kurzer  Zeit  in  28000  Exemplaren 
abgesetzt  worden  ist,  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Besprechung,  zumal  es 
▼on  einem  Manne  herrührt,  der  sich  auch  in  Deutschland  des  besten  Rufes 
erfreut.  Dass  sich  dieses  Werk  bald  auch  in  Deutschland  einbürgern  wird, 
ist  unzweifelhafl;,  weil  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Laie  für  die  Er- 
ningenschaften  der  Neuzeit  interessirt.  Für  solche  ist  das  Buch  wie  ge- 
schaffen, zugleich  hat  es  noch  den  grossen  Vortheil,  dass  es,  entgegen  den 
bisherigen  elementaren  Werken ,  sich  streng  an  die  Faraday-MaxwelTsche 
Kraftlinientheorie  hält  und  dabei  ganz  anf  der  Höhe  der  Wissenschaft  ist. 
öas    Buch  kann  in  jeder  Beziehung  nur  empfohlen  werden.       g  Nbbbl 


^*  KoHLRAUsoH,  Leitfaden  der  praktischen  Physik.  Mit  einem  Anhange: 
Das  absolute  Maass- System.  6.  vermehrte  Auflage.  Leipzig  1887. 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     Preis  5  Mk.  60  Pf. 

üeber  die  Güte  und  Vortrefflichkeit  dieses  Buches  ist  schon  des  Oef- 
^i^Xi  in  dieser  Zeitschrift  Erwähnung  geschehen.  Dem  Fortschritt  der  Wis- 
sen^^lii^fl;  entsprechend,  ist  auch  jetzt  wieder,  namentlich  im  elektrischen 
-^^^11,  eine  Vermehrung  nothwendig  gewesen.  Zugleich  sind  aber  auch 
''^^^^"tjiümer,  wie  z.  b.  bei  der  Umrechnung  des  LeitungsvermOgens  auf  Ohm, 
^^^^  in  den  beiden  letzten  Auflagen  mitgeführt  wurde,  jetzt  ausgemerzt 
^o^rden.  B.  Nebbl. 

^^«  VON  Bbbtz,  Leitfiaden  der  Physik.  9.  Auflage  von  J.  Hbnrioi.  Leipzig 
1888.     Th.  Grieben's  Verlag  (L.  Femau).    Preis  3  Mk.  60  Pf. 

Der  Beetz 'sehe  Leitfaden  hat  sich  bei  der  studirenden  Jugend  stets 
^Uier  besonderen  Beliebtheit  zu  erfreuen  gehabt,  weil  er  bei  der  gedrängten 
'^Orm  allein  gestattet,  sich  in  dem  einen  oder  andern  Zweige  der  Physik 
^^^^Bcb  wieder  zu  orientiren.  Daher  wird  er  insbesondere  gern  von  solchen 
t^enützt,  welche  vor  einem  Examen  stehen.  Leider  ist  der  Verfasser  der 
Wissenschaft  zu  früh  durch  den  Tod  geraubt  worden,  weshalb  die  Bearbei- 
tiuicf  einer  neuen  Auflage  in  andere  Hände  überging.  Trotz  Vermehrung 
t^nd  veränderter  Gliederung  ist  aber  doch  der  Charakter  des  Buches  gewahrt 
geblieben.  B.  Nebel. 
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Th.  WiTTSTfiiN,  Oriindxtlge  der  mathematiioh- physikalischen  Theorie  der 
Xnsik.  Hannover  1888.   Hahn'sche  Buchhandlung.  Preis  2  Mk.  50  PC 

Musiker,  welche  nicht  gerade  in  der  Lage  sind,  die  Akustik  in  physi- 
kalischen Büchern  zu  studiren,  sollen  durch  die  vorliegende  Schrift  in  die 
mathematisch -physikalische  Theorie  der  Musik  eingeführt  werden,  womit 
ihnen  der  Beweis  geliefert  wird  von  dem  alten  Erfahrungssatze,  dass  das 
Einfachste  immer  das  Schönste  ist.  Ein  näheres  Eingehen  auf  die  verschie- 
denen Tonleitern,  sowie  die  Entstehung  der  Ober-  resp.  üntertSne  bildet 
den  Inhalt.  Summationstöne  werden  gar  nicht  erwähnt  und  bezüglich  der 
Differenztöne  Folgendes  bemerkt:  „In  weitere  Details  gehen  wir  nicht  ein 
und  bemerken  nur,  dass  auch  auf  diesem  Boden  in  unseren  Lehrbüchern 
viel  Unklarheit  herrscht.  So  hat  man  neuerlich  angefangen,  die  üntertöne 
auch  Differenztöne  zu  nennen,  weil  angeblich  „ihre  Schwingungszahlen  gleich 
sind  den  Differenzen  zwischen  den  Schwingungszahlen  der  primären  Töne**. 
Das  ist  sehr  unrichtig  !**  Beruht  dies  nicht  auf  einem  Missverständniss  des 
Verfassers?  Mir  ist  kein  derartiges  Lehrbuch  bekannt;  auch  ist  das  über- 
trieben im  Vorwort,  dass  „in  unseren  physikalischen  Lehrbüchern  die  mathe- 
matischen Grundlagen  der  physikalischen  Theorie  der  Musik  auffallender- 
weise in  so  hohem  Grade  vernachlässigt  und  theilweise  verdeckt  vorgetragen 
wird**.  Hiergegen  muss  ich  entschieden  Verwahrung  einlegen;  ich  kenne 
eine  ganze  Reihe  von  Lehrbüchern,  welche  die  verschiedenen  Tonleitern  ganx 
hübsch  mathematisch  behandeln.  ^  Nsbbi« 

W.  BuDDB ,  Physikalisohe  Aufgaben  für  die  oberen  Classen  höherer  Lehr- 
anstalten. Aus  den  bei  Entlassungsprüfungen  gestellten  Aufgaben 
ausgewählt  und  mit  Hinzufügung  der  Lösungen  zu  einem  üebungs- 
buche  vereinigt.  Braun  schweig  1888.  Verlag  von  Friedrich  Vieweg 
&  Sohn.     Preis  2  Mk.  50  Pf. 

Wie  aus  dem  Vorstehenden  ersichtlich  ist^  sind  dies  meistens  Examens- 
aufgaben, ebenso  die  im  Anbang  gestellten  Fragen,  so  dass  die  betreffenden 
Schüler  dadurch  genau  orientirt  werden ,  wie  weit  sich  die  an  sie  gestellten 
Anforderungen  erstrecken.  Durch  Mittheilung  der  Lösungen  kann  man  sich 
von  der  Richtigkeit  einer  Bearbeitung  leicht  überzeugen.  Das  Buch  kann, 
wie  solche  ähnlichen  Inhalts ,  nur  empfohlen  werden;  denn  an  durchgerech- 
neten Beispielen  hat  man  den  besten  Prüfstein,  ob  die  Schüler  den  Unter- 
richt mit  Erfolg  besuchen.  g  Nebel 

J.  D.  EvERBTT,  Physikalische  Einheiten  nnd  Conetanten.  Nach  der  3.  eng- 
lischen Ausgabe  unter  Zustimmung  des  Verfassers  den  deutschen  Ver- 
hältnissen angepasst  durch  P.  Chappius  nnd  D.  Krbichgaüer.  Leipzig 
1888.     Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth.     Preis  3  Mk. 
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Dieses  Bach  wendet  die  absoluten^  sowie  die  daraus  abgeleiteten  teoh- 
nisclien  Einheiten  anf  das  ganze  Gebiet  der  Physik  an  und  nicht ,  wie  es 
in  IDentschland  bisher  üblich  war,  nur  soweit,  als  es  für  die  Elektricitftt 
and  den  Magnetismus  erforderlich  war.  Dazu  kommen  eine  Reihe, von  Con- 
stallten,  wie  sie  theil weise  auch  in  Landolt's  und  BOrn steinte  phjsika- 
liBcb- chemischen  Tabellen  enthalten  sind.  Jedem  Physiker  wird  das  Buch 
in  dieser  Zusammenstellung  wesentliche  Dienste  leisten,  zumal  von  den 
üebersetzem  dabei  den  deutschen  Yerh&ltnissen  Rechnung  getragen  wurde. 

B.  Nbbbl. 


RoBBRT  Weber,  Aufgaben  aus  der  Elektricitätslehre.    Berlin  1888.    Ver- 
lag von  Julius  Springer.     Preis  3  Mk. 

Bei   der   Durchsicht   dieser  Aufgabensammlung,    welche   gewiss  jeden 

Elektriker  interessiren  muss,  stellt  sich  leider  die  unangenehme  Entdeckung 

heraas,   dass  der  Verfasser  die  einzelnen  elektrischen  Grössen  nicht  streng 

voneinander  unterscheidet,    sonst   wären  ihm   nicht  solch'  grobe  Verstösse 

nntergelaufen,  wie  z.  B.  Stromstärke  statt  Elektricitätsmenge ,  elektromoto- 

risohe   Kraft    statt   Klemmenspannung,    Verwandlung    der   Pferdekräfte   in 

Meterkilogramm    statt    Secundenmeterkilogramm.     Auch  die  Zahlengrössen 

^i^^^v^ ecken  hier  und  da  gerechte  Zweifel ,  jedenfalls  können  sie  nicht  mit  der 

Wirklichkeit   in  Einklang   gebracht    werden,    z.  B.    soUen    Bunsenelemente 

^  Idinuten  lang  40  Ampere  (!)  geben,  oder  findet  man,  dass  Bogenlampen 

ii^it    mehr  denn  100  Volt  Klemmenspannung  brennen.     Bei  derartigen  Auf- 

fi^^en  sollen  doch  nur  Beispiele  aus  der  Praxis   gewählt  werden«     Solche 

'^^^«bnisse  beruhen  doch  nicht  auf  Messungen,  wie  es  der  Verfasser  in  der 

^o^nrede  hervorhebt.     Solche  Begriffsverwirrungen,   wie   sie  oben  beispiels- 

^^i^e  angeführt  wurden,   können  doch  unmöglich  das  „ Denkvermögen,  die 

**^^%timmtheit  und  Klarheit  des  Ausdruckes''  fördern,  was  nach  des  Verfassers 

^^S^ner  Aussage  der  Zweck  dieser  Aufgabensammlung  sein  soll.     Während 

Lehrer  mit  einiger  Vorsicht  das  Buch  doch  gebrauchen  kann,  indem  er 


5^^€inbar  unmögliche  Zahlenangaben  von  vornherein  ausschliesst  und   fttr 
^Igriffsverwechslungen  ein  aufmerksames  Auge  hat,  soll  ein  Schüler,  ehe  er 


sicher   in   den  elektrischen  Maassen  ist,   vor  dem  Gebrauch  gewarnt 
^^^®^-  B.  Nebel. 

^«  VON  Baumoabten,  Kritischer  Versuch  über  ein  Maass  für  Schall -In- 
teniitäten.     Wien  1886.     Verlag  von  Carl  Teufen. 

Nach  einer  längeren  Auseinandersetzung  über  die  Schwierigkeit,  abso- 
^Vite  Maasse  zu  erhalten,  namentlich  auch  bezüglich  eines  solchen  über 
Schallintensitäten,  kommt  der  Verfasser  zu  der  Ueberzeugung,  dass  sich  ein 
allgemein  giltiges  Maass  für  Schallstärken  wohl  nicht  aufstellen  laftse,  d 
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es  aber  doch  möglich  sei,  Schallstärken  mit  anderen  Hilfsmitteln,  ab  dem 
Ohre,  SEU   vergleichen.     Es  wird  der  Vorschlag  gemacht,  die  SchaUsttrtoa     y 
mittels  eines  Phonographen  oder  etwas  Aehnlichen  anf  ein  Spiegelgiltuo- 
meter  elektrisch  zu  übertragen,  wodurch  die  Schallstttrken  durch  Stromsttr- 
ken  ausgedrückt  wären.    Das  „Wie?"  wird  den  Herren  Fachmännern  anbum- 
gestellt;  der  Verfasser  begnügt  sich,  diese  darauf  aufmerksam  gemacht  su 
haben.     Sodann   wünscht  der  Verf.,  dass  sich  das  Ohr,   wie  an  die  Ton- 
höhen,  auch   an   die  Beurtheilung  der  Tonstärken  gewöhnen  müsse,  und 
glaubt  dieses  durch  eine  Art  Hammerclaviatur  zu  erreichen ,  bei  welcher  die 
Hammergewichte  arithmetisch  anwachsen.  —  Obwohl  gleich  zu  Anfang  der 
^9 bisherigen,    mitunter    scharfsinnigen   Untersuchungen''   kurze   Erwähnan^ 
geschieht,  so  fehlt  doch  jede  nähere  Literaturangabe,  weshalb  es  schwierig 
ist,   dem  Verf.  nachzuweisen,   dass  er  wichtige  Arbeiten  auf  diesem  Oebiet 
übersehen   hat.     Beim  Durchlesen  hatte  wenigstens  der  Recensent  das  0 
fühl,  dass  Manches  hätte  geändert  werden  müssen,  wenn  die  ihm  bekannte 
Arbeiten  berücksichtigt  worden  wären.  n  Nkbbl. 


Pbtbr  Münch,  Lehrbnoh  der  Physik.  Mit  einem  Anhange:  Die  Gromd- 
lehren  der  Chemie  und  der  mathematischen  Qeographie.  8.  AcB.fl- 
Freiburg  i,  B.,    1886.     Herder'sche  Verlagshandlung.     Preis  4  IClc. 

Ein  Zeichen  für  die  Gediegenheit  dieses  Buches  ist  die  rasche  Aufemxt- 
anderfolge  von  acht  Auflagen.  Für  Schulen ,  welche  etwas  eingehender  die 
Physik  bebandeln  können,  sind  die  zahlreichen  kleingedruckten  ZusStie,  u>^ 
welchen  sehr  oft  Zahlenbeispiele  und  geschichtliche  Notizen  enthalten  sicmd- 
Durch  Erweiterungen  ist  auch  dem  Fortschritt  der  Wissenschaft  BechniLxm£( 
getragen  worden. 

Die  Chemie  ist  etwas  sehr  knapp  behandelt;  für  Gymnasien  mag  d:i>^^ 
auch  völlig  ausreichend  sein,  dagegen  beanspruchen  die  Realgymnasien  do^^^ 
etwas  mehr.  Sollte  sich  das  Buch  in  den  nächsten  Jahren  durch  Fortschri'fc^ 
auf  dem  Gebiet  der  Physik  abermals  erweitern,  so  dürfte  es  am  besten  86:3-^* 
die  Chemie  loszutrennen  und  in  der  gleichen  bewährten  Weise ,  wie  ^V^^ 
Physik,  zusammenzustellen. 

Durch  seine  Reichhaltigkeit  und  die  hübsche  Eintheilung  und 
luDgsweise  des  vorliegenden  Stoffes  wird  sich  das  Buch  überall  von  sei 

«""Pf«"«"-  B.NMK..        - 

Die  Methoden  der  praktischen  Arithmetik,  in  historischer  Entwickeln^: 
vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart  nach  den  0: 
ginalquellen   bearbeitet  von  Friedrich  üngbr,   Oberlehrer  an 
Realschule   zn   Leipzig  -  Reudnitz.      Leipzig,   B.  G.  Teubner.      18^^ 
XII,  240  S. 


Recensionen.  71 


*^^    -  fc*       --  ^B'      rf 


Wir  dürfen ,  ohne  einem  der  Ver&sser  von  Schriften  über  den  Rechen- 
Unterricht  zu  nahe  zu  treten,  Herrn  ünger's  Monographie  als  eine  Allen 
ebenbürtige  Leistung  bezeichnen.  ijDer  Bechenunterricht  vom  Ausgange 
des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart,  ?ne  er  sich  vorzugsweise  in  Deutsch- 
land gestaltet  hat^,  das  ist  der  auf  15  Druckbogen  in  sehr  gedrungener 
Weise  bebandelte  Gregenstand,  und  der  Titel  so  gefasst,  wie  wir  ihn  eben 
auszusprechen  uns  erlaubten,  würde  vielleicht  besser  als  der  thatsSchlich 
gewählte  die  Aufgabe  enthüllt  haben,  welche  Herr  ünger  sich  stellte. 

Es  war  in  mehr  als  einer  Beziehung  keine  leichte  Aufgabe.  Für  die 
ftlteren  Zeiten  war  sie  nicht  leicht,  weil  der  Stoff  aus  schwer  auffindbaren, 
tbeilweise  nur  einmal  vorhandenen  Incunabeln  gesammelt  werden  musste, 
weil  Vorkenntnisse  über  die  Zeiten  des  Mittelalters  bei  den  Lesern  voraus- 
gesetzt werden  mussten  und  doch  nicht  in  zu  grossem  umfange  voraus- 
gesetzt werden  wollten ,  weil  der  Verfasser  demnach  genau  mit  sich  zu  Bathe 
zu  gehen  hatte,  wo  er  ausführlich  sein  solle,  wo  ein  kurzes  „Es  ist  bekannt, 
dass**  genüge.  Und  der  Behandlung  der  neuen  Zeit  standen  fast  noch 
grössere  Schwierigkeiten  entgegen.  Hunderte  und  Hunderte  von  Büchern 
über  den  Bechenunterricht  haben  die  Presse  verlassen.  Welche  von  ihnen 
müssen  in  einer  geschichtlichen  Uebersicht  genannt  werden,  welche  nicht? 
Eine  kitzlige  Frage ,  so  lange  die  Druckerschwärze  kaum  Zeit  fand ,  genügend 
zu  trocknen!  Eine  weitere  Schwierigkeit  besteht  darin,  dass  die  Mitwelt 
nicht  leicht  ein  abschliessendes  ürtheil  über  im  Flusse  befindliche  Streit- 
fragen geben  kann,  in  welchen  Jeder  bis  zu  einem  gewissen  Grade  selbst 
Partei  ist,  und  doch  verlangt  man  von  dem  Historiker  ein  Loben  oder 
Tadeln,  ein  Für  oder  Wider,  begnügt  man  sich  nur  ungern  mit  einer  das 
Urtheil  der  Zukunft  vorbehaltenden  Erklärung  der  ünentschiedenheit  End- 
lich lag  eine  grosse  Schwierigkeit  in  folgendem  Umstände:  die  Mathema- 
tiker, welche  der  Geschichte  ihrer  Wissenschaft  Interesse  entgegenbringen, 
stehen  meistentbeils  der  Volksschule  so  fern,  dass  sie  selbst  die  Fragen  der 
Pädagogik  nicht  zu  kennen  pflegen,  um  welche  gestritten  wurde  und  wird; 
wie  können  sie  in  solcher  Unwissenheit  eine  Gesthichte  jener  Kämpfe  geben? 

Man  sieht  aus  diesen  von  uns  betonten  Schwierigkeiten  der  Aufgabe, 
dass  gerade  ein  Schriftsteller  wie  Herr  Unger  zur  Bewältigung  derselben 
erforderlich  war,  ein  SchriftsteUer,  der  auf  der  einen  Seite  ein  Lehrersemi- 
nar besucht  hat,  der  der  eigentlichen  Pädagogik  ein  eingehendes  Studium 
gewidmet  hat,  und  der  auf  der  andern  Seite  mit  genügendem  geschieht* 
liehen  Sinne  begabt,  mit  genügenden  Vorkenntnissen  versehen  ist,  um  noch 
so  alterthümlich  sich  darbietenden  Formen  Geschmack  und  Verstftndniss  ab- 
gewinnen zu  können. 

Wenn  wir  nach  allem  diesen  unser  anerkennendes  Urtheil  über  „Die 
Methoden  der  praktischen  Arithmetik **  wiederholen,  so  glauben  wir  nicht 
zu  dessen  näherer  Begründung,  aber  zur  Empfehlung  bei  unseren  Lesern 
noch  auf  einige  Einzelheiten  eingehen  zu  sollen. 
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Dongen  der  Himmelskugeln  beeinflusst.  So  ist  Licht  nnr  eine  betondon 
Gattung  von  Feuer,  und  von  Feuer  und  Wärme  heisst  es:  „beides  öoi 
Bewegungen^. 

Wir  heben   aus  der  Bot  hl  aufsehen  Darstellung  nur  wenige  Einscä' 
heiten   hervor.     Die  schon  angedeutete  Beziehung  der  harmonischen  Beibe 
zur  Natur  ist  besonders  ausführlich  erörtert.     Die  Frage,   wie  das  berOch- 
tigte  etlXofiivi]  yij  zu  übersetzen  sei,  wird  in  Anschluss  an  die  Erkllrnngs- 
versuche  von  Aristoteles  bis  Heller   besprochen.     Sehr  hübsch  ist  die 
Platonische  Lehre  vom  Sehen  behandelt^  bei  welchem  ein  Strahl  vom  8al>- 
ject  (dem  Auge)  und  ein  Strahl  vom  unmittelbar  oder  mittelbar  leuchtenden 
Object  sich  treffen  müssen,   damit  eine  Oesichtswahmehmnng  entstehe.     Je 
nachdem  die  vom  Gesehenen  ausgehenden  Strahlen  kleiner  oder  grösser  als 
die  vom  Auge  ausgehenden  Strahlen  sind ,  nehmen  wir  verschiedene  Farben 

^*^^-  Cahtob. 

Der  Astronom,  Mathematiker  und  Geograph  Endoxo«  vonKnidof.  LTheil  z 

Lebensbeschreibung  des  Eudoxos,  üeberblick  über  seine  astronomisolie 
Lehre  und  geometrische  Betrachtung  der  Hippopede,  von  Hahs  Ethrss- 
BERG,  königl.  Reallehrer.  Programm  zum  Jahresbericht  der 
cursigen  königl.  Realschule  Dinkelsbflhl  pro  1888.  59  8.  1 
rentafel. 

Eudoxos  von  Knidos,  einer  der  genialsten  Mathematiker  und  Astro- 
nomen des  voreuklidischen  Griechenthums ,  hat  die  Aufmerksamkeit  so  uexn- 
lieh   aller  Schriftsteller  auf  sich  gezogen,   die  in  unserem  Jahrhundert  mit 
geschichtlich    wissenschaftlichen   Untersuchungen    sich    beschSftigten.      iHe 
Ergebnisse  dieser  recht  zerstreuten  Forschungen  zu  sichten  und  zu  vereini- 
gen, beziehungsweise  zu  ergftnzen,  das  ist  die  Aufgabe,  welche  Herr  Kflns^' 
berg  in   einigen  Programmen   zu   lösen  gedenkt,   deren  erstes   uns  heute 
vorliegt.     Dasjenige  Capitel,   dem   gegenüber  wir  ein   auf  eigenem  Wissen 
beruhendes  Urtheil  zu  fällen  im  Stande  sind,  das  den  Mathematiker  Endox^*^ 
zu  schildern   haben  wird,   ist  einer  späteren  Veröffentlichung  vorbehalt'Bn« 
ebenso  das  Capitel  von  dem  Physiker  Eudoxos.     In  dem  letzteren  wird  daS^^ 
z.  B.  noch   zu  rechtfertigen  sein,   was  S.  18   über   die  Tonhöhe  der  Sam*^ 
gesagt  ist  und  was  wir  für's  Erste  als  ein  Missverständniss  betrachten,      ^' 
dem  wir  der  Stelle  bei  Theon  einen  ganz  andern  Sinn  beilegen,  in  üe'B^^* 
einstimmung  mit  Roth  lauf,  Die  Physik  Plato's  11  (München  1888),  9--^' 
Das  diesjährige  Programm  ist,  wie  aus  der  Ueberschrift  zu  ersehen,  le^^^' 
lieh  dem  Astronomen  Eudoxos  gewidmet,  und  zwar  könnte  man  zwei  Ha^^^P^ 
abschnitte  unterscheiden ,  in  deren  erstem  von  dem  achtjährigen  Cjkhis     -^  ^ 
deren  zweitem  von  der  Hippopede  die  Rede  ist,  dort  in  engem  Ansehe ^^ 
an  Böckh  und  Tannery,   hier   an  Schiaparelli.     Wir  fttrohten,  H^^^ 
Künssberg  möchte  S.  34  sich  für  manche  Leser  nicht  deutlich  genug 
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Subtrahirens  und  Dividirens  durchaus  auf  entgegengesetztem  Standpunkte. 
Wir  theilen  noch  heute  die  Ansicht  der  badischen  Circularverftigung  vom 
16.  August  1883  und  bedauern  sehr,  dass  1888  eine  derselben  entgegen- 
gesetzte  Strömung  sich  geltend  zu  machen  scheint.  Für  die  Möglichkeit  der 
Festhaltung  der  österreichischen  Methode  in  Volks-  und  Mittelschule  spricht 
uns  die  nicht  zu  leugnende  Thatsache,  dass  dieselbe  in  Oesteri'eich  nicht 
aufhört  geübt  zu  werden.  Für  die  Nützlichkeit  betonen  wir  einen  Grund, 
der  von  Herrn  ünger  in  seiner  Zusammenstellung  der  vermeintlichen  Vor- 
züge übergangen  ist:  die  meisten  Rechenfehler  sind  Schreibfehler,  nicht 
Denkfehler.  Je  weniger  also  geschrieben  wird,  um  so  seltener  ist  die  Qe- 
legenbeit  zu  einem  Fehler  vorhanden.  Cantob 


Die  Physik  Plato*8,  eine  Studie  auf  Grund  seiner  Werke.  Zweiter  Theil: 
Schall,  Himmelskunde,  Licht,  Wärme.  Programm  der  königL  Kreis- 
Realschule  München,  veröffentlicht  am  Schlüsse  des  Schuljahres 
1887 — 88,  verfasst  von  Dr.  Benbdikt  Rothuluf,  k.  Reallehrer. 
München  1888.     90  S. 

Im  XXXII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hisi-lii  Abth.  S.  220  — 221,  ist 
der  I.  Theil  dieser  Abhandlung  besprochen«  Unsere  Leser  sehen,  dass  der 
IL  Theil  nur  ein  Jahr  später  die  Presse  verliess,  also  zu  der  frühesten 
möglichen  Zeit  für  eine  Programmabhandlung«  Herr  Rothlauf  hat  das 
ihm  zu  Gebote  stehende  Zwischeiyahr  zu  benutzen  verstanden ^  um  die,  wie 
wir  aus  dem  I.  Theile  wissen,  schon  vollendete  Arbeit  einer  neuen  Durch- 
sicht zu  unterziehen  und  sie  mit  ähnlichen  Schriften  anderer  Gelehrten  zu 
vergleichen.  Wir  freuen  uns,  dass  dadurch  ein  von  uns  gegebener  Rath 
befolgt  worden  ist,  sehr  zum  Vortheile  des  diesjährigen  Programms,  wie 
Herr  Roth  lauf  wahrscheinlich  selbst  empfindet.  Wenn  die  Schriften  von 
Martin  und  Heller,  von  Mädler  und  Rosenberger  ihn  vielleicht  kaum 
auf  vorher  Unbeachtetes  aufmerksam  machten,  so  dürften  sie  doch  gerade 
an  jenen  Stellen,  wo  sie  seinen  Widerspruch  hervorriefen,  zur  Ellärung 
wesentlich  beigetragen  haben. 

Den  Inhalt  unseres  Programms  giebt  die  Ueberschrift  deutlich  zu  er- 
kennen. Es  handelt  in  der  dort  angegebenen  Reihenfolge  von  Schall  und 
Himmelskunde,  von  Licht  und  Wärme.  Es  ist  keine  zufällige  Reihenfolge 
und  ebenso  wenig  eine  zufällige  Einschaltung  unsererseits ,  dass  wir  zweimal 
des  Bindewortes  „und''  uns  bedienten.  Der  Schall  steht  bei  Plato  zur 
Himmelskunde,  die  Lehre  vom  Lichte  zu  der  von  der  Wärme  in  engstem 
Zusammenhange,  ein  Zusammenhang,  den  freilich  nicht  die  Erfahrung,  son- 
dern Vorgebildete  Meinung  erzeugt  hat,  dessen  Zutreffen  in  einem  Falle  wir 
nicht  zu  loben  haben,  ohne  im  andern  Falle  das  Nichtzutreffen  zu  tadeln. 

So  finden  Schall  and  Himmelskunde  bei  Plato  sich  in  der  harmo- 
nischen Reihe  inaaiDii  Bildung  der  Töne^  fi\A  ^^^^£qM^- 
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■^^^  -"^  «s  *•_•■ 


IV.  Buche,  welche  so  etwa  zu  übersetzen  ist:   »Der  Umfong  desKrasesiA 
nicht  das  Dreifetche  des  Durchmessers,  wie  Viele  glauben,  sondern  gitaer*, 
ebenso   wenig  ist  der  Kreis  drei  Viertel  des  umschriebenen  (gleichMitige&) 
Dreiecks.  **    Der  eine  hier  abgewiesene  Näherungswerth  n  =  S,  ist  allbekannii 

der  andere  dagegen ,  n  =  ^.S.  "/S  ~ }/ 15,1875  =  3,897  ...  ist  uns  noch  nir- 
gend begegnet,  so  weit  unsere  Erinnerung  reicht.  Vielleicht  sollte  statt 
„Dreiecks*  {xQiycivov)  xBXQaycivov  gelesen  werden.  Alsdann  wSren  beide 
Angaben  in  üebereinstimmung.  Diese  Scholle  rührt  übrigens  Ton  sehr  spiier 
Hand  her.  Wesentlich  älter  ist  die  zum  XIII.  Buche,  welche  besagt,  die  Py- 
thagortter  htttten  den  Würfel,  das  Tetraeder  und  das  Dodekaeder  gekannt; 
Thetttet  habe  alsdann  Octaeder  und  Ikosaeder  hinzugefügt.  Auch  dieae 
Behauptung  ist  uns  niemals  begegnet.  Cahtob. 


Bonaventora  Cavalieri  nello   studio   di  Bologna  per  Antonio  Fata&o. 
Bologna  1888.    60  pag. 

Cavaleri   oder   Cavalieri?     Diese   Frage   wurde   in   der   Zeitsebr. 
math«-naturw.  Unterricht  XVIII,  557  (1887)  aufgeworfen.     Herr  Favaro 
beantwortet  sie  (S.  59  Note  3   der    uns    vorliegenden  Abhandlung)  dahin« 
dass  verschiedene  Schreibarten  des  Namens  actenmftssig  gesichert  sind,  die 
italienischen  Formen:  Cavalieri,  Cavallieri,  Cavaglieri,  sowie  die  lateiniseben 
Formen:    Cavalerius,    de  Cavalleriis.     Er   selbst   pflegte  seine   zahlreicben 
Briefe  Cavalieri  zu   zeichnen.     Cavalieri  also,    wenn  wir  seiner  Unter- 
schrift uns  bedienen  wollen,  hat  den  ersten  Versuch,   zur  Professur   der 
Mathematik   in  Bologna   zu   gelangen,    unter  dem   14.  Mai   1619  gewagt. 
Diese  durch  Herrn  Favaro  aufgefundene  Eingabe  ist  von  geschichtlicber 
Bedeutung,   weil  sie  eine  Sage  vernichtet.      Cavalieri   soll   nSmlich    b^s 
23 jähriger  Jüngling  in  Pisa  zuerst  einen  Euklid  in  die  Hand  bekomm^^ 
haben,   den  er  in  wenigen  Tagen  durchlas,   und  von  da  an  habe  er  ex^^ 
Mathematik  studirt.     Hat  aber  Cavalieri,  wie  aus  der  genannten  Eing^^'^ 
hervorgeht,   schon  im  Mai  1619Castelli   in  Pisa  als  Lehrer  der  Matl»^' 
matik  vertreten,   so   muss  er  doch  mindestens   seit  1617   etvra  mit  died^^ 
Wissenschafk   sich    beschäftigt   haben,    also   spätestens   1594  geboren  sei^* 
Entweder  ist  also   das  gemeiniglich   auf  1598   angesetzte  Oeburtq'ahr  «v^" 
richtig,  oder  jene  zuerst  von  ürbano  Daviso,  einem  Schüler  Cavalieri  *^i 
erzählte  Geschichte  ist  frühe  Legendenbildung.    Wir  glauben  beinahe  erste^'^^ 
Annahme  zuneigen  zu  müssen,  weil  auch  Galilei  von  Cavalieri's  frfll^^^ 
eigenen  Studien   über  Euklid  und  Andere  in  einem  Briefe  von  1629  ^^' 
zählt,   das  Datum   derselben  als   „vor  etwa  15  Jahren^,   mithin  auf  16  ^  ^ 
ungefähr  bestimmende   Cavalieri 's  Versuch  von  1619  scheiterte  und  mus^^^ 
scheitern ,  da  die  üniversitätsleitung  von  Bologna  grundsätzlich  keinen  Leh^"^ 
anst-ellte ,  mochte  er  noch  so  gut  empfohlen  sein ,  der  nicht  schriflste]leri8<;S'^ 
Leistungen  aufzuweisen  hatte,  wozu  Cavalieri  1619  noch  nicht  im  Stau ^^ 
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war.  Um  wieviel  mehr  hielt  man  an  dem  hergebrachten  Grandsatze  fest, 
wo  es  um  die  seit  1617  frei  gewordene  Professur  Magini's  sich  handelte, 
für  welche  man  sich  schon  vergeblich  bemüht  hatte,  Galilei  oder  Kepler 
zu  gewinnen.  Magini's  Professur  blieb  fttr's  Erste  unbesetzt,  wofür  eine 
Entschuldigung  darin  gefunden  werden  mag,  dass  noch  eine  zweite  Pro- 
fessur der  Mathematik  vorhanden  war,  welcher  Cataldi,  der  Erfinder  der 
Kettenbrüche,  vorstand.  Auch  dieser  starb  aber  1626,  und  nun  waren 
beide  mathematische  Lehrstühle  Bolognas  verwaist.  Sie  blieben  es  drei 
Jahre  hindurch,  bis  endlich  1629  Cavalieri,  auf's  Dringendste  durch 
Galilei,  durch  Marsili,  durch  Castelli  empfohlen,  die  eine  Professur 
auf  drei  Jahre  erhielt.  Die  Anstellung  wurde  wiederholt  erneuert  theils 
mit  Erhöhung  des  Gehaltes,  theils  mit  Yerl&ngerung  der  Giltigkeitsdauer. 
Aber  neben  dem  Lehrerfolg ,  neben  dem  wachsenden  Schriftstellerruhm  gingen 
für  Cavalieri  auch  Kränklichkeit  und  Klosterstreitigkeiten  einher,  die  ihm 
den  Aufenthalt  in  Bologna  verleiden  konnten.  Es  ist  fast  unbegreiflich, 
dass  er  trotzdem  blieb  und  der  Versuchung,  nach  Pisa  überzusiedeln,  wider- 
stand. Der  Universität  Bologna  gehörte  er  bis  zu  seinem  am  27.  November 
1647  erfolgten  Tode  an.  So  der  Hauptinhalt  der  reichhaltigen  Abhandlung, 
über  die  wir  berichten  wollten.  Cantor 

Joachim  Jnngins.  Festrede  zur  Feier  seines  dreihundertsten  Geburtstages 
am  22.  October  1887  im  Auftrage  der  Hamburger  Oberschulbehörde 
gehalten  von  Dr.  Emil  Wohlwill.  Mit  einigen  Beiträgen  zu  Jungius' 
Biographie  und  zur  Kenntniss  seines  handschriftlichen  Nachlasses. 
Hamburg  und  Leipzig  1888.    Verlag  von  Leopold  Voss.    85  S. 

Wir  haben  im  XXXIIL  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-literar.  Abtheil. 
S.  111 — 112,  über  eine  Abhandlung  des  gleichen  Verfassers  berichtet,  in 
welcher  die  Beziehungen  des  Jungius  zu  den  Lehren,  welche  man  damals 
für  die  des  Aristoteles  hielt,  wie  andererseits  zu  denen  der  alten  Ato- 
mistiker behandelt  sind.  Auch  die  heute  uns  vorliegende  Festrede  hat  das 
Bestreben,  anschaulich  zu  machen,  wie  im  16.  und  17.  Jahrhundert  die 
Naturwissenschaften  entstanden,  wie  die  Entscheidung  des  Kampfes  zwischen 
vorurtheilsloser  Beobachtung  und  befangenen  Grübeleien  herbeigeführt  wurde, 
wie  trotz  der  Fechterstückchen  der  Dialektik  eine  Naturforschung  neuer  Art 
sich  Bahn  brach.  Was  Bacon  in  England,  was  Galilei  in  Italien,  was 
Descartes  in  Frankreich  zu  Bannerträgem  einer  neuen  Zeit  machte,  das 
beseelte  in  Deutschland  Joachim  Jungius,  den  Bector  des  Hamburger 
Gymnasiums.  Aber  wenn  seine  Hamburger  Mitbürger  diesen  Titel  des 
Jungius  mit  gerechtem  Stolze  betonen,  so  erkennt  gerade  Herr  Wohl- 
will zuerst,  dass  die  Kraft,  weiche  der  heimischen  Sohiile  la  6«te  kam, 
der  Allgemeinheit  verloren  ging ,  und  dass  darin  mfli  T 
gründet  iit,  dass  die  Erfolge  des  Jungins  hintsr 
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verwandten  zurttckblieben.     Auf  die  eigentliche  Festrede  iBsst  die  Dndi- 
ausgäbe  noch  einen  Anhang  von  annfthemd  gleichem  umfange  folgen,  nA- 
eher  der  Darlegung  einiger  neuer  Untersuchungen  zur  Lebensgeschidite  dM 
Jungins«  und   zur  Kenntniss  seines  Nachlasses   gewidmet  ist.     Wir  heben 
aus  dem  sehr  lesenswerthen  Stoffe  nur  zwei  Dinge  hervor,     Jungias  gib 
im  December  1628  die  Stellung  als  Professor  der  Mathematik  in  Rostock 
auf.     Kepler  wurde  1629  durch  Wallenstein  dorthin  berufen.    Er  wmr 
daher  zum  Nachfolger  von  Jungius  ausersehen.     Zweitens  zerstört  Herr 
Wohlwill  mit  der  scharfen  Kritik,  welche  seine  Freunde  an  ihm  gewohnt 
sind,   den  Mythus,   der  sich  allmälig  gebildet  hat  und  der  leider  anch  in 
die  Allg.  Deutsche  Biographie  Bd.  XIV  8.  725  Eingang  gefanden  hat,  als 
ob  die  Londoner  Königl.  Gesellschaft  und  gar  durch  Newton  venuüaaat 
das  von  Hamburger  Seite  abgelehnte  Anerbieten  gestellt  hfttte»  den 
wissenschaftlichen  Nachlass   des  Jungius  zum   Druck  zu  befördern. 
handelte  sich  keineswegs   um   den  Nachlass  als  solchen,   sondern  nnr 
eine  Schrift,  wenn  es  auch  nicht  feststeht,  von  welcher  die  Rede  war. 

Cantok.. 
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vom  16.  December  1888  bis  15.  Februar  1889. 


Periodisohe  Schriften. 

Abhandlungen   der   mathem.- physikal.  Classe  der  königl.  bajer.  Akadexm^ 
der  Wissenschaften.     16.  Bd.,  Abth.  III.     München,  Franz. 

6  Mk.  50  Pf.  (compL  21  Mk.  50  PfJ 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien.  Mathem«* 
naturwissenschaftl.  Classe,  Abth.  IIa.  97.  Bd.,  5.-7.  Heft.  Wieüf 
Tempskj.  9  Mk.  40  P^ 

Abbandlungen  der  böhmischen  GeseUschaft  der  Wissenschaften.  Mathein«' 
naturwissenschaftl  Classe,  1887— 88.  VII.  Folge,  2. Bd.  Prag,  TempBkj 
(Leipzig,  Freitag).  25  ^* 

Mathematische  Annalen,  begr.  v.  C.  Nbumann  u.  F.  Clbbsch,  fortgee.  ^-^' 
Klein,  W.  Dyck  u.  A.  Mayer.  33.  u.  34. Bd.  Leipzig,  Teubner.  40  ^ 

Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Sachregister  zu  Bd.  1 — 160  n.  s.  ^t 
bearb.  v.  Fr.  Strobel.     Leipzig,  Barth.  18   ^ 

Annalen  der  Physik  und  Chemie,  begr.  v.  Pooobndorfp,  fortgee.  t.  6.  Ws^i^'' 
JCAMM.     Neue  Folge ,  36  —  38 ,  Jahrg.  1889.     Ebendas.    compl.  36  Ut 
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Zeitschrift  für  praktische  Physik  und  physikalischen  Unterricht,  heransgeg. 

y.  M.  Erieo.    2.  Jahrg.  1889.     Magdeburg,  Faber.  compl.  6  Mk. 

Veröffentlichungen  des  königl.  preuss.  geodätischen  Instituts.    Telegraphische 

Längenbestimmungen  im  Jahre  1887.  Berlin,  Stankiewicz.  15  Mk. 
Zeitschrift  fClr  Vermessungswesen ,  heransgeg.  y.  W.  Jordan  u.  C.  Stbppes. 

18.  Bd.  (1889),  I.Heft.     Stuttgart,  Wittwer.  compl.  9  Mk. 

Zeitschrift  für  Instrumentenkunde,  redig.  y.  A.  Wbstphal.     9.  Jahrg.  1889. 

Berlin,  Springer.  18  Mk. 

Beobachtungsergebnisse   der  königl.   Sternwarte   zu    Berlin.      1. — 4.  Heft. 

Berlin,  Dümmler.  compl.  13  Mk. 

Obseryations  de  Pulkowa,  publ.  par  0.  STRuyE.    Vol.  XIY.     Leipzig,  Voss. 

26  Mk.  40  Pf. 
Beine  Kathtmatik. 

SoHLBSiNOBR,  L.,  Beitrag  zur  Theorie  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen dritter  Ordnung  u.  s.  it,  '  (Inaug.- Disseri)  Berlin,  Mayer 
&  Müller.  1  Mk.  80  Pf. 

Brookmakn,  J.,  Materialien  zu  Dreiecksconstmctionen  mit  circa  400  Auf- 
gaben.    Leipzig  f  Teubner.  1  Mk.  20  Pf. 

HuBBNER,  L.,  Ebene  und  räumliche  Geometrie  des  Maasses  in  Verbindung 
mit  den  Kreis-  und  Hyperbelfunctionen  dargestellt.     Ebendas.     8  Mk. 

Gunter,  H.  und  F.  Rudio^  Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der 
Ebene.     Ebendas.  2  Mk.  40  Pf. 

DiSTELi,  M.,  Die  Steiner'schen  Schliessungsprobleme  nach  darstellend  geo- 
metrischer Methode.     Ebendas.  4  Mk. 

Fiedler,  W.,  Die  darstellende  Geometrie  in  Verbindung  mit  der  Geometrie 
der  Lage.     3.  erweit.  Aufl.     3.  Tbl.     Ebendas.  16  Mk. 

Kbrschensteiner  ,  G.,  Die  Wendepunktsgleichung  sechsten  Grades  und  die 
zugehörigen  rationalen  Cunren  4.  Ordn.     Nürnberg,  Ballhorn.      1  Mk. 

Leuoh,  B.,  üeber  einige  ebene  Cnryen  höherer  Ordnung.  (Inaug.-Dissert.) 
Bern  (Leipzig,  Fock).  2  Mk. 

End,  W.,  Algebraische  Untersuchungen  über  Flächen  mit  einer  gemein- 
samen Curye.     (Inaug.-Dissert.)     Tübingen,  Fues.  80  Pf. 

Johannes,  J.,  Die  rationalen  Baumcunren  sechster  Ordnung ,  erzeugt  durch 
geometrische  Transformation  aus  einem  Kegelschnitte.  (Inaug.-Dissert.) 
Ebendas.  1  Mk. 

Laska,  W.,  Sammlung  yon  Formeln  der  reinen  und  angewandten  Mathe- 
matik.    1.  Lief.     Braunschweig,  Vieweg.  7  Mk. 

Angewaiidte  Mathematik. 

Daurer,  S.,  üebungsbuch  zum  Studium  der  elementaren  Mechanik.  Wien, 
Holder.  2  Mk.  40  Pf. 

PoissoN,  S.,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,  flberi^  t.  A»  PrAnraTUL. 
2. —  4.  Lief.    Dortmund,  Meyer. 
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Bausbhbbrgkr,  0.,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.    2.  Bd.  (ScUm.) 

Leipzig,  Teubner.  8  Ift- 

Bauschingbb,  J.,  üeber  die  Biegung  von  Meridianfemrohren.     (Ans  dcsi 

Annalen  der  Mttnchener  Sternwarte.)     München ,  Franz.     1  Mk.  50  Pf- 
Fbnnbl,  L.,  üeber  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  tropfbarem 

Flüssigkeit.    (Inaug.-Dissert)    Marburg  (Kassel ,  Frejschmidt)    2m^. 
Stbuye,  H.,  Beobachtungen  der  Satumtrabanten.    L  Abth.    Leipzig,  Voss. 

10  Mk.  60  Pf. 
P]:«AB8MANN,  J.,  Die  Yerftnderlichen  Sterne;  Beobachtungsergebnisse  und  Br- 

klftrungsrersuche.     Köln,  Bachern.  1  Mk.  80  PI. 

Seblioer,  H.,  Fortgesetzte  Untersuchungen  über  das  mehr&che  Stemsystesn 

i  Cancri.    (Bajer.  Akad.)     München,  Franz.  2  Mk.  80  Pf. 

Natanson,  L.,   üeber  die  kinetische  Theorie  der  Joule'schen  Erscheinun.^. 

(Inaug.-Dissert)     Dorpat,  Karow.  1 


Physik  und  Meteorologie. 

ExNBB,  F.,  Vorlesungen  über  Elektricität,  geh.  an  der  Wiener  UniTersifcft^ 

Wien,  Deuticke.  14  ^flc 

Katseb,  H.  und  C.  BuNGBy  üeber  die  Spectren  der  Elemente.     (Berl.  AIomL) 

Berlin,  0.  Reimer.  6  Iflc. 

Günther,   S.,  Die  Meteorologie,  mit  besonderer  Bücksicht  auf  geogra>pli« 

Fragen  dargestellt.     München,  Ackermann.  5  Mk.  40  Pf. 

KiESSLiMG,  J. ,  Untersuchungen  über  die  Dämmerungserscheinungen  m 

dem  Krakatau- Ausbruch.     Hamburg,  Voss.  36 

Bredichin,  S.,  Sur  Torigine  des  ^toiles  filantes.    (Bull,  de  la  soc  des 

de  Moscou.     Leipzig,  Voss.  2  Mk.  40    P^- 
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Lucas  Paoiuolo. 

Eine  biographische  Skizze 

TOD 

Dr.  H.  Staigmülleb, 

ProfMior  am  königl.  BealgymnMium  lu  Stattgart. 


Wenn  allenthalben  im  Abendlande  in  Kunst  und  Wissenschaft  nm  die 
Wende  des  15.  Jahrhunderts  sich  neue  lebensvolle  Strömungen  fühlbar 
machen,  so  bedeutet  dieser  Zeitpunkt  insbesondere  ftir  die  Mathematik  der 
heutigen  Völker  Europas  den  Anfang  eines  selbständigen  Weiterbaues  dieser 
Wissenschaft  in  schroffem  Oegensatze  zur  Reproduction  langer  Jahrhunderte. 

Ein  Werk|  dessen  Entstehung  nun  zeitlich  mit  dem  Beginn  jener 
„Benaissance**  der  Mathematik  zusammenflült  und  welches  wenigstens  ver- 
sucht, die  Oesammtheit  des  überkommenen  mathematischen  Stoffes  zusam- 
menzufassen, verdient  schon  aus  diesem  Orunde  unsere  volle  Beachtung, 
Wenn  dasselbe  aber  dazu  noch  den  Ausgangspunkt  derjenigen  Schule  bildet, 
welche  zunächst  die  Führung  übernimmt,  nämlich  der  italienischen,  so  ist 
diese  Beachtung  um  so  gerechtfertigter,  selbst  wenn  der  Verfasser  noch 
nicht  zu  den  productiven  Geistern  jener  Wissenschaft  gehört,  sondern  nur 
Compilator  war.  Dies  waren  die  Oründe,  welche  mich  bestimmten,  mich 
eingehender  mit  den  Werken  Lucas  Paoiuolo 's,  speciell  mit  dessen 
„Summa**  zu  beschäftigen. 

Noch  für  einen  andern  Zweig  menschlichen  Wissens,  welcher  heute, 
zu  vollständiger  Selbständigkeit  ausgebildet ,  nicht  mehr  als  Theil  der  Mathe- 
matik betrachtet  und  gelehrt  wird,  ist  jenes  Werk  von  hoher  Bedeutung. 
Es  enthält  nämlich  die  erste  Darstellung  der  doppelten  Buchführung.  In 
dieser  Beziehung  ist  es  vor  Allem  das  Verdienst  des  Herrn  Dr.  Jaeger, 
Privatdocenten  der  Nationalökonomie  am  Stuttgarter  Polytechnikum,  durch 
eingehende  Behandlung  der  hierher  gehörigen  Theile  aus  Paciuolo's 
„Summa**  letzteren  eigentlich  erst  wieder  in  dieser  seiner  Bedeutung  entdeckt 
und  gewürdigt  zu  haben«  Auch  ich  verdanke  die  Möglichkeit  dieser  Arbeit 
Herrn  Dr.  Jaeger ,  welcher  mir  das  in  seinem  Besitze  befindliche  seltene  Werk, 
sowie  seine  reiche  einsehligige  Intmtor  mit  ffrOeeter  Liberalität  zur  Verfügung 
stellte  9  wofür  ich  ihm  ft~  «elien  möchte. 
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Es  ist  leicht  begreiflich,  dass,  indem  ich  mich  mit  den  Werken 
Paciuolo's  eingehender  beschäftigte,  auch  ihr  Verfasser  «selbst  für  mich 
an  Interesse  gewann.  Hierbei  fand  ich  nun  einerseits,  dass  in  den  bekann- 
testen Werken,  welche  sich  mit  Geschichte  der  Mathematik  beschftftigen, 
über  ihn  nur  Ungenügendes,  ja  theilweise  Falsches  gegeben  wird,  anderer- 
seits, dass  aber  selbst  bei  diesen  ungenügenden  Notizen  bis  zu  einem  ge- 
wissen Orade  von  Pacinolo  das  Wort  gilt: 

„Von  der  Parteien  Gunst  und  Hass  verwirrt, 
Schwankt  sein  Charakterbild  in  der  Geschichte.*' 

Dies  waren  die  Gründe,  welche  mich  zu  vorliegender  biographischen 
Skizze  veranlassten. 

Die  Ergebnisse  meiner  mathematischen  Studien  in  Paciuolo*s  Wer- 
ken selbst  gedenke  ich  an  anderer  Stelle  zu  veröffentlichen. 

Eine  Vergleichung  sämmtlicher  biographischen  Notizen  über  Pacinolo 
ergiebt,  dass  sie  alle  aus  drei  leider  ganz  ungenügenden  Quellen  ge- 
schöpft sind. 

Diese  drei  originalen  Quellen  sind: 

1.  die  Werke  Paciuolo's  selbst; 

2.  die  Biographie  Piero  della  Francesca's  von  0.  Vasari;*) 

3.  die  Professorenverzeichnisse  einiger  italienischen  Hochschulen  und 
andere  in  Archiven  erhaltene  Documente. 

Diese  Documente,  welche  zum  grössten  Theil  bisher  nicht  veröffentlicht 
waren,  hat  Boncompagni  im  XII.  Bande  seines  „Bullettino  di  Biblio- 
gra6a  e  di  Storia  delle  Scienze  matematiche  e  fisiche*'  zusammengestellt 
Es  sind: 

K  Eine  Eingabe  Pacinolo 's  vom  29.  December  1508  an  den  Dogen 
von  Venedig  mit  der  Bitte  um  Schutz  gegen  Nachdruck  für  einige  Werke, 
welche  Ersterer  zu  veröffentlichen  beabsichtigte.  Diese  Eingabe  ist  in  einem 
Bande  des  „Archivio  generale  di  Venezia''  enthalten,  der  den  Titel:  «Nota- 
torio  del  Collegio  dal  1507  al  1511''  trttgt;') 

2.  Bruchstücke  aus  den  „  Annali  decemvirali^  von  Perugia.  Diese  An- 
nalen  enthalten  mit  einigen  Lücken  die  Acten  des  Peruginer  Magistrats  vom 
Jahre  1208  bis  1817,  und  werden  im  Archivio  decem virale  in  Perugia  auf* 
bewahrt  ;*) 

3.  Bruchstücke  aus  zwei  Manuscripten  des  „Archivio  di  stato**  in  Flo- 
renz, welche  die  Titel  tragen:  „Ricordi  per  lo  studio  Pisano  dal  1481  al  1495*, 
und  ;,Deliberazioni  circa  lo  studio  Fiorentino  e  Pisano  dal  1492  al  1503 '';^) 


1)  In  Giorgio  Vasari^s  Werk:  „Le  vite  de*  piü  eccellenti  Pittori,  Sealtori 
e  Architetti'*  Von  diesem  Werke  erschien  in  den  Jahren  1846  —  67  in  Florenz 
eine  vorzügliche  Neoaosgabe. 

2)  Vergl.  8.  480  -  431. 

3)  Vergl.  8.  48S— 487. 

4)  Vergl  8.  488  und  864—867. 
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4.  Bruchstücke  aus  einem  Manuscripte  der  „Bibliotheca  della  Provincia 
di  Firenze^,  bezeichnet  mit  „Serie  Bigazzi  No.  109^.  Dasselbe  enthält  Ver- 
bandlungen über  Berufungen  an  die  Florentiner- Pisaner  Hochschule;') 

5.  neun  Documente  (meist  Bestellungen  von  Sachwaltern  betreffend) 
aus  dem  „Archivio  generale  de'  Contratti^  ?on  Florenz;*) 

6.  aus  demselben  Archiv  das  vom  21.  Nov.  1511  datirte  Testament 
Paciuolo's.*) 

Die  älteste  Biographie  Paciuolo*s,  nttmlich  diejenige,  welche  Bald i^) 
in  seinem  Werke  »Vite  de  matematici^^)  giebt,  stellt  sich  im  grossen 
Ganzen  nur  als  eine  Compilation  einzelner  Stellen  ans  den  Schriften  Pa- 
c  i  u  0 1 0  's  dar ;  da  diese  Biographie  jedoch  auch  ein  paar  Einzelheiten  selbst- 
ständig berichtet,  kann  sie  noch  in  gewissem  Sinne  zu  jenen  originalen 
Quellen  gerechnet  werden.  Von  jenem  Werke  Baldi's  befinden  sich  ein 
Autograph  und  zwei  Abschriften  in  der  reichen  Handschriftensammlung  des 
Fürsten  Baldassare  Boncompagni  in  Rom.  Nach  diesen  Manuscripten 
hat  Boncompagni  im  XII.  Bande  seines  oben  citirten  Bullettinos  drei  der 
Biographien,  darunter  auch  diejenige  Paciuolo's  veröffentlicht.^) 

Von  weiteren  Werken,  welche  auf  Paoiuolo  Rücksicht  nehmen ,  habe 
ich  als  Literaturnachweis  folgende  anzuftlhren:^) 

Antonii    Mariae  Gratiani   de  scriptis  iuvita  Minerva.     Florenz  1746. 

Bd.  I  S.  41,  42. 
AgOBtini,  Notizie  Istorico - Critiche.    Venezia  1762/64.    Vorrede  S.  48,  49 

und  Bd.  II  S.  806. 
Foscarini,  Della  letteratnra  Veneziana.  Fadova  1752.  Bd.  I  8. 82  Note 230. 
Tiraboschi,  Storia  della  Letteratnra  italiana.    Roma  1783.    Bd.  II  Tbl.  I 

S.  367  und  Bd.  VII  Thl.  I  S.  464. 
Mario tti,  Lettere  Pittoriche  Perugine.    Perugia  1788.    8.127. 
Andres,  Dell*  Origine  etc.  d*ogni  Letteratnra.    Roma  1790.     Bd.  IV  8.  64. 
Fabronio,   Historiae  Academiae  Pisanae.     Pisis  1791.     Bd.  I  8.327,  392. 
Renazzi,  Storia  dell*  ümyeraitä  degli  atudj  di  Roma.   Roma  1803/6.   Bd.  I 

8.  227,  Bd.  II  8.  60. 
Corniani,  I  secoli  della  Letteratura italiana.  Brescia  1806.  Bd. III  8. 270 flgg. 

Art  XXVn. 
Bini,  Memorie  atoricho  della  Pemgina  universitä  degli  studj.    Perugia  1816. 
8.  263,  598. 

1)  VergL  8.  867-  869. 

2)  Vergl.  8.869-871. 

3)  Vergl.  8.  871-872. 

4)  Bernardino  Baldi,  geboren  in  ürbino  am  6.  oder  6.  Juni  1563,  gestor- 
ben ebendaselbst  am  10.  Oct.  1617. 

6)  Obiges  Werk  ist  bis  heute  noch  nicht  vollständig  edirt  Zwar  erschien 
ein  Auszag  aus  demselben  unter  dem  Titel:  „Cronica  de  matematici  overo  epitome 
deir  istoria  delle  vite  loro.  Opera  di  monsignor  Bernardino  Baldi  da  Urbino,  abate 
di  Guastalla  in  Urbino  1707.    Per  Angelo  Ant.  Monticelli.'* 

6)  Vergl.  8.  4SI- 427. 

7)  Dabei  gebe  ich  sogleieh  die  betreffenden  Seitenzahlen  an,  so  dass  ich  in 
epfttei  '  '^  Automamen  su  citiren  nöthig  habe. 
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Vermiglioli,  Biografia  degli  Scrittori Peragini.  Perugia  1828/^.  Bd.  TS.213. 

Montferrier,  Dictionnaire  des  Bdences  mathämatiques.  Paris  1846.  Ar- 
tikel „Paccioli". 

Noavelle  Biographie  gänärale  publice  par  M.  M.  Firmin  Didot  frdree. 
Paris  1855.    Art.  „Paccioli". 

Gherardi,  Einige  Materialien  zur  Geschichte  der  mathematischen  FacoltiU 
der  alten  Universität  Bologna.  Deatsch  von  C  u  r  t  z e-  Berlin  187 1 .  S.  3 1  u.  48. 

Jaeger,  Beiträge  zar  Geschichte  der  Doppelbuchhaltaug.  Stuttgart  1874. 
S.  180,  Note  hierzu  S.  269. 

Jaeger,  Lucas  Paccioli  und  Simon  Stevin  etc.    Stuttgart  1876. 

Jaeger,  Drei  Skizzen  zur  Buchhaltung.    Stuttgart  1879. 

Boncompagni,  Intomo  alle  vite  inedite  di  tre  matematici  scritte  da  Ber- 
nardino  Baldi.  Mit  einem  Anhange  enthalten  in  Boncompagni^s  Bullettino, 
Bd.  XU  S.  352--419  und  S.  863  — 864. 

Brandaglia,  Luca  Paciolo  considerato  come  Bagioniere.    Novara  1882. 

Brandaglia,  ein  Aufsatz  in  ,,I1  Ragiooiere"  vom  15.  Oct.  1882. 

Weiterhin   sind    hier  folgende  Werke  über  Geschichte  der  Mathematik 

anzuführen : 

Montucla,  Histoire  des  math^matiques.     Paris   1758.     Bd.  I    S.  367,  441, 

455,  457,  476. 
Kästner,  Geschichte  der  Mathematik.  Göttingen  1796/1800.  Bd.  1  8.  65flgg. 
Cosali,  Origine  etc.  dell'  algebra.    Parma  1797/9.    Bd.  I  S.232flgg.,  Bü.II 

S.  96  ügg.  u.  S.  222  flgg. 
Bossut,  Essai  sur  Thistoire  gänärale  des  math^matiques.    Paris  1810. 
Chasles,  Aper9u  historique  sur  Torigine  et  le  developpement  des  mäthodes 

en  g^omätrie.    Paris  1875. 
Libri,  Histoire  des  sciences  mathämatiques  en  Italic.    Paris  1840.     Bd.  lil 

S.  133  flgg. 
Uankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik.    Leipzig  1874.    S.  348,  360. 

Nur  in  Auszügen  waren  mir  zugänglich: 

Lettera  dell*  abate  Gaetano  Marini  etc.  nella  quäle  s'illustra  il  Ruolo  de' 
Professori  delP  Archiginnasio  Romano  per  Tauno  1514.    Roma  1747. 

Pungileoui,  Comentario  sopra  la  vita  e  le  opere  di  fra  Luca  Pacciolo, 
enthalten  in:  Giomale  Arcadico  di  scienze  lettere  ed  arti.  Bd.  LXII 
S.  214  —  233,  fortgesetzt  als  Memorie  della  vita  di  Fr.  Luca  Paccioli,  im 
LXIV.  Bd.  obiger  Zeitochrift,  S.  186-  203. 

Zwei  weitere  Werke  konnte  ich,  obgleich  ich  dieselben  in  Italien 
längere  Zeit  buchhändlerisch  suchen  Hess,    nicht  erhalten.     Dieselben  sind: 

Barciulli,  Memorie  intomo  a  fra  Luca  Paciolo  e  Pietro  della  Francesca. 

Roma  1852. 
Verrati,    De*  matematici  italiani   anteriori   aW  invenzione  della  stampa. 

Modena  1860. 

Ebenso  konnte  ich  den  obenerwähnten  Auszug  aus  dem  Werke  Baldi*s 
nicht  erhalten,  was  jedoch  nichts  zu  sagen  hat.  da  ja  das  Original  selbst 
veröffentlicht  vorliegt  und  rudern  die  dort  enthaltene  Biographie  Paciuolo*8 
in  einigen  der  obenerwähnten  Werke  wörtlich  abgedruckt  ist. 

Lucas  Paciaolo,  von  welchem  weder  das  Geburts-  noch  das  Todes- 
jahr genau  zu  ermitteln  ist,  wurde  etwa  um  das  Jahr  1445  in  Borgo  Stti 
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Sepolcro  im  obern  Tiberthale  geboren.  Dieser  Flecken,  der  bald  Stadt  wurde, 
geborte  seit  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  zu  Florenz.  Heute  ztthlt  das 
Städtchen,  das  Bischofssitz  ist,  etwa  4000  Einwohner*)  und  bildet  den 
Hauptort  des  gleichnamigen  Kreises  der  Provinz  Arezzo. 

„Luca  Paciuolo''  scheint  einer  der  angeseheneren')  Familien  seines 
Heimathsortes  zu  entstammen.')  Seilten  Familiennamen  schreibt  er  in  den 
meist  lateinisch  gehaltenen  Widmungen  etc.  fast  ausschliesslich  „Paciolus*';^) 
kommt  derselbe  aber  im  italienischen  Texte  vor,  was  allerdings  selten  ge- 
schieht, so  schreibt  er  „Paciuolo*',^)  welche  Schreibweise  ich  deshalb  als 
die  den  wirklichen  Verhttltnissen  entsprechende  adoptire.®)  Den  ersten 
Unterricht  in  Mathematik  erhielt  Paciuolo  schon  frühe ,^)  yielleicht  von 
dem  damals  in  San  Sepolcro  blühenden  Maler  und  Mathematiker  Piero 
della  Francesca.^)  Doch  kann  dieser  Unterricht  nicht  entscheidend  für 
die  Ausbildung  Paciuolo *8  zum  Mathematiker  gewesen  sein;  denn  abgesehen 
davon,  dass  derselbe  nicht  sicher  verbürgt^)  ist,  war  Piero,  wie  später 
noch  näher  ausgeführt  wird,  in  erster  Linie  Perspectiviker  und  Geometer, 
Paciuolo  aber  in  seinen  frühesten  Werken  Arithmetiker  und  Algebraiker; 
vielmehr  erhielt  Paciuolo  erst  mit  seiner  üebersiedelung  nach  Venedig 
Gelegenheit  zu  ausgiebigem  Betriebe  mathematischer  Studien. 

Wahrscheinlich  im  Jahre  1464  nämlich  kam  Paciuolo  nach  Venedig 
in   das   Haus   des   in   der  Giudecca*^)   von  Venedig  wohnenden  Kaufherrn 


1)  Die  ganze  Gemeinde  etwa  9000  Einwohner. 

2)  Vergl.  Divina  I,  El.  23,  2. 

3)  Von  Angehörigen  der  Familie  des  Lucas  Paciuolo  sind  sein  Vater, 
sowie  mehrere  Brüder  und  NefPen  theiU  in  Paciaolo's  Werken,  theils  in  dessen 
Testament  etc.  namentlich  aufgeführt.  Der  Vater  unseres  Lucas  hiess  Barto- 
lomäus. 

4)  In  den  noch  erhaltenen  lateinischen  Documenten,  in  welchen  unser  Pa- 
ciuolo erwähnt  wird,  geschieht  dies  sehr  oft  nur  in  der  Form:  Frater,  später 
Magister  Lucas  de  Borgo;  tritt  aber  der  Familienname  auf,  so  geschieht  dies 
ebenfalls  meist  in  der  Form  „Paciolus". 

6)  Eine  Ausnahme  bildet  die  Schreibweise  „Lnca  de  pacion**  in  der  italie- 
nischen Eingabe  an  den  Dogen  von  Venedig.  Auf  der  andern  Seite  tritt  in  dem 
lateinischen  Testament  Paciuolo *s  zweimal  die  Schreibweise  Pacciuolus  und  nur 
einmal  Pacciolas  auf 

6)  Auch  Saldi  schreibt:  Fu  de  la  famiglia  cW  PootuoZt. 

7)  Vergl.  „Divina",  Einleitungsbrief  an  Petrus  Soderini. 

8)  Vergl.  Vasari,  Piero  della  Francesca. 

9)  Paciuolo  nennt  Piero  nie  direct  seinen  Lehrer. 

10)  Mehrere  kleine  südlich  von  Venedig  liegende  Inseln,  welche  su  einer  ein- 
zigen verbunden  sind.  Die  „Qiudecca",  vom  eigentlichen  Venedig  durch  den  Canal 
della  Giudeeca  ffAtremH:  ^sriia%  ^ele  Landhäuser.  Ihren  Namen  hat  sie  von  den 
hier  in  gr" 
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Antonio  de  Ropiansi  als  Lehrer  der  drei  Söhne  desselben.  Hier  konnte 
er  mit  seinen  Zöglingen  die  Vorlesungen  des  Mathematikers  Bragadino 
besuchen.^)  Erst  von  diesem  Zeitpunkte  an  datirt  Paciuolo  in  der  mit- 
getheilten  Stelle  seine  mathematischen  Studien ,  und  wenn  er  deshalb  späterhin 


1)  Vergl.  ,,Sunima''  1,  Bl.  67.  Diese  Stelle  enthält  das  Wichtigste, 
Paciuolo  an  biographischen  Notizen  von  sich  selbst  in  seinen  Werken  uns  über- 
liefert bat,  deshalb  lasse  ich  dieselbe  in  getreuem  Abdruck  (zugleich  als  Sprach- 
probe) mit  Uebersetsung  folgen. 


Per  loperare  de  larte  magiore:  ditta 
dal  vulgo  la  regöla  de  la  cosa  ouer  AI- 
ghebra.    E  amiicabüla  seruaremo  noi  in 
questo  le  qui  da  lato  ah'euiature:  ouer 
caratteri:    si  commo  ancora  ndi  altri 
nostri  qiiatro  volumi  de  simili  discipline 
per  noi  compilati  hauemo  vsati:  cive  in 
quello   che  ali  gioueni  de  Peroscia  in- 
titülai  nel  1476,    Nel  quäle  non  con  tSta 
copiosita   se  tratto.     E  anche  in  quello 
che  a  zara  nel  1481  de  casi  piu  sutili 
e  forti  componBmo.    E  anche  in  quello 
che  nel  1470  derizamo  aJi  nostri  reletuxti 
discipuli  ser  Bart**-  e  Francesco  e  Paulo 
fralelli  deropiasi  dala  zudeca  degni  mer- 
catanti  in  vinegia:  figlioli  gia   de  ser 
Antonio.    Sotto  la  cui  ombra  patema  e 
fratema  in  lor  propria  casa  me  releuai, 
E  a  simili  scietie  sotto  la  disciplina  de 
ser  Domeneco  bragadino  li  in  venetia  de 
la  excelsa  signoria  lectore  de  ogni  seien- 
tiapuhblico  deputato.  Qual  fo  immediate 
successwe  al  perspicacissimo  e  Beuerendo 
doctore:  e  di  san  Marco  canonico  maestro 
Paulo  da  la  pergola  suo  preceptore.    E 
ora  a  lui:   al  presente  el  Magnifico  et 
cximio  doctore  miser  Antonio  comaro: 
nostro  cbdisciptUo:  sotto  la  doctrina  del 
ditto  bragadino.    E  questo  quando  era- 
uamo  al  secolo.    Ma  da  poi  che  Ihabito 
indegnamente  del  seraphyco  san  Fran- 
cesco ex  voto  pigliämo:  per  diuersipaesi 
ce  convenuto  andare  peregrinando.  E  al 
presente   qui  in  Peroscia  per  pubblico 
etnolumento:  a  satisfation  cummuna:  a 
simili  faculta  ci  retrouiamo.    E  sempre 
per  ordine  de  li  nostri  Reuerendi  pre- 
lati:  maxime  de  retierendissitno  P,  nostro 
generale  presente  maestro  Francesco  san- 
sone  da  Brescia:  correndo  glianni  del 
nostro  signore  Jesu  Christo  1467.  lanno 


Für  das  Rechnen  in  der  „Arte  ma- 
giore*', gewöhnlich  „regdta  deUa  cosa^* 
oder  „Algebra  und  Alm ucabala"  genannt, 
werden  wir  uns  in  Folgendem  neben- 
stehender Abkürzungen  oder  Zeichen  be- 
dienen, wie  wir  dieselben  auch  in  den 
vier  anderen  von  uns  in  gleicher  Wissen 
Schaft  verfassten  Werken  gebraucht 
haben.  Dies  ist  in  demjenigen,  das  ich 
im  Jahre  1476  den  Jflnglingen  von  Pe- 
rugia widmete,  und  das  nicht  so  reich- 
baltig  ist;  und  auch  in  demjenigen,  das 
wir  in  Zara  im  Jahre  USl  über  subtilere 
und  schwierigere  Aufgaben  zusammen- 
stellten; und  auch  in  demjenigen,  weichet 
wir  im  Jahre  1470  an  unsere  erhabenen 
Schüler,  die  Brüder  Herren  Bartolo,  Franz 
und  Paul  de  Ropiansi  aus  der  Giudecca 
richteten,  würdige  Kauf  leute  in  Venedig, 
Söhne  des  weiland  Herrn  Antonio.  Unter 
dem  väterlichen  und  brüderlichen  Schutze 
derselben  bildete  ich  mich  in  ihrem  eige- 
nen Hause  auch  in  den  gleichen  Wissen- 
schaften aus  unter  der  Anleitung  des 
Herrn  Domenico  Bragadino,  welcher  dort 
in  Venedig  von  der  hohen  Regierung  als 
Lehrer  in  jeglicher  Wissenschaft  Öffent- 
lich angestellt  war.  Deraelbe  war  der 
unmittelbare  Nachfolger  des  scharfsin- 
nigen und  ehrwürdigen  Doctors  und  Ca- 
nonicus  an  San  Marco,  Herrn  Paul  da 
la  Pergola,  seines  Lehrers;  und  jetzt 
folgte  auf  ihn  in  der  Gegenwart  der 
ruhmreiche  und  ausgezeichnete  Doctor 
Herr  Antonio  Comaro,  unser  Mitschüler 
unter  genanntem  Bragadino.  Und  dies 
so  lange  wir  im  weltlichen  Stande  waren. 
Aber  seit  wir  als  Unwürdiger  das  Kleid 
des  seraphischen  heiligen  Franziscos  lUMh 
einem  Gelübde  anlegten,  kam  ee  uns  m, 
durch  verschiedene  Länder  zu  wandern. 
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im  Jabre  1508  schreibt/)  dass  er  schon  44  Jahre  Mathematik  treibe, 
komme  ich  UDgezwungen  auf  obige  Zeitbestimmung  für  seine  Uebersiede- 
lang  nach  Venedig.  Aus  den  Kenntnissen,  welche  Paciuolo  in  den  Trac- 
taten  XI  und  XII  der  neunten  Distinction  seiner  „Summa**^)  entfaltet,  geht 
sicher  hervor,  dass  derselbe  in  der  Zeit  seines  Aufenthalts  im  Hanse  Bo- 
piansi*s  sich  auch  eingehend  mit  kaufmännischen  Fragen  beschäftigte;  ja 
vielleicht  war  Paciuolo  in  dieser  Zeit  nebenbei  selbst  direct  kaufmännisch 
thätig.  Im  Jahre  1470  verfasste  Paciuolo  sein  erstes  mathematisches 
(arithmetisches)  Werk,  das  er  eben  jenen  Brüdern  Bartolo,  Franz  und 
Paul  de  Bopiansi  widmete.^)  In  eben  diesem  Jahre  kam  derselbe  auch 
auf  einige  Zeit  nach  Bom  in  das  Haus  des  als  Architekt,  Philolog,  Philo- 
soph und  Mathematiker  gleich  ausgezeichneten  Leon  Batista  Alberti>) 
Zwar  giebt  Paciuolo  für  diesen  Aufenthalt  nur  die  allgemeine  Zeitbestim- 
mung: „unter  dem  Pontificat  Paul  11.^^)  an.  Da  aber  Alberti  in  den 
Jahren  1464 — 1470  in  Florenz  thätig  war,^)  so  bleiben  fttr  jenen  Aufent- 
halt Paciuolo 's  in  Bom  nur  die  Jahre  1470  und  1471  übrig. 

Noch  vor  1477^)  trat  Paciuolo  einem  Gelübde  gemäss  in  den  Fran- 
ziscauerorden  ein,  welchem  Orden  auch  zwei  seiner  Brüder  angehörten®) 
Wohl  durch  Verwendung  seiner  Ordensobern')  wurde  Paciuolo  im  October 
1477  zunächst  auf  ein  Jahr  als  Professor  der  Mathematik  {„ad  docendum 
arsmetricam*')   nach  Perugia  mit  30  Gulden  Gehalt  berufen,^)   welche  Stel- 


quarto  del  potUificato  del  sanctissimo  in      Und  jetzt  befinden  wir  udb  liier  in  Pe- 
Christo.  1\  Innocentio  octauo,  rugia  für  die  gleiche  Wisseuschaft  zu 

aligemeiner  Zufriedenheit  auf  öffentliche 
Kosten  angestellt.  Und  immer  auf  Be- 
fehl unserer  ehrwürdigen  Prälaten,  haupt- 
sächlich des  sehr  ehrwürdigen  Paters, 
unseres  gegenwärtigen  Generals  Herrn 
Franz  Sansone  von  Brescia.  Im  Jahre 
unseres  Herrn  Jesu  Christi  1487,  im  vier- 
ten Jahre  des  Pontificats  8r.  Heiligkeit 
Innocenz  VIII. 

1)  In  der  obenerwähnten  Eingabe  Paciuolo*«  an  den  Dogen  von  Venedig. 

2)  Vergl.  den  8.  Theil  des  Torliegenden  Aufsatzes. 

3)  Vergl.  die  oben  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

4)  Vergl.  Divina  I,  Bl.  29,  2. 

5)  Dies  wäre  der  Zeitraum  vom  30.  Vill.  1464  bis  26.  VII.  1471. 

6)  Die  von  demselben  in  Florenz  erbaute  Cappella  Kucelai  in  S.  PancrAzio 
trägt  die  Jahreszahl  1467,  und  die  Fa^ade  von  St».  Maria  Novella  die  Jahreszahl  1470. 

7)  Die  Grenzen,  innerhalb  welcher  Paciuolo  die  Mönchskutte  anlegte,  sind 
bestimmt  einerseits  durch  die  oben  mitgetheilte  biographische  Stelle,  andererseits 
durch  die  Annali  decemvirali,  in  welchen  Paciuolo  bei  seiner  Berufung  am  14.  X. 
1477  schon  alt  Frater  Lucas  de  Burgo  aufgeführt  ist. 

8)  Vergl.  Diviaa  I»  Bl.  SS,  t. 

9)  Aniiali  d#< 
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lang  er  auch  im  November  antrat.     Schon  unter  dem  11.  Januar  1478  wiid 
Paciuolo  auf  seine  Bitte  eine  Anfbessemng  von  20  Onlden  bewilligt  mit 
der  Motivirung:^)   ^et  cum  jam  legisset  didam  artem  {arsmeMcam  sm  geo- 
metricam)  per  duos  menses  et  optimaim  de  se  experientiam  osteniisset  ä  mam- 
festo  appareat  ipsum  cum  tam  exüi  stipendio  vivere  nonposse'^.     AnehsoBst 
sind  in  jenen  Annalen  ehrenvolle  Zeugnisse  des  jungen  Mathematiken  ent- 
halten.    So  beschliesst  das  betreffende  CoUegium  unter  dem  4.  YL  1478» 
Paciuolo  auf  weitere  zwei  Jahre  anzustellen  und  zugleich  dessen  Gebalt 
auf  60  Oulden   zu  erhöhen   mit  der  Motivirung:   „consideraiü^  et  «ecessi- 
tatem  habere  smüem  magistrum  dodum  et  expertum  ad  doeendum  dkkm 
doärinam  et  häbentes  respeäum  suis  virtutibus  et  honUati  ac  moribus^.  Gleich 
im   ersten   Jahre   seines   Aufenthalts   in   Perugia  verfasste  Paciuolo  «d 
mathematisches  Werk,  das  er  den  Jünglingen  von  Perugia  widmete.    Voa 
diesem  Werke  befindet  sich  ein  Manuscript  in  der  Yaticana,*)   welches  die 
Widmung  trfigt:  „Suis  carissimis  disdpuUs  egregüs  darisgue  Juvembus  penh- 
sims  etc,  frater  Lucas  de  burgo  etc.^     Wie  aus  dieser  Widmung  hervorgeht« 
ist  dieses  Werk  unzweifelhaft  identisch  mit  dem  ersten  der  in  obiger  ln(>- 
graphischen  SteUe   erwähnten.     Nach  jenem   Codex   der   Vaticana  beganzi^ 
Paciuolo  die  Niederschrift  des  Textes  am   12.  XII.  1477  und  beendete 
dieselbe  am  29.  IV.  1478.     Das  Werk  zeigt,  soviel  ich  aus  der  von  Boia - 
compagni  mitgetheilten  Inhaltsübersicht  ersehen  kann,  ziemlich  viel  Aehxkr 
lichkeit  mit  dem   später   zu  besprechenden  Hauptwerke  Paciuolo*s,  nixT 
dass  „neJ  qucde  non  con  tanta  copiosUa  se  tratto'^.^)    Da  in  jenen  Annalexi 
die  letzte  Anweisung  einer  Ausbezahlung   von  Oehalt   an  Paciuolo  ro^^ 
7.  VI.  1480   datirt ,   so   ist   sicher  anzunehmen ,    dass  mit  diesem  Termis^^ 
Paciuolo  jene  Stelle  verliess  und  sich  so  seine  erstmalige  Anstellung    ^^ 
Perugia  vom  November  1477  bis  Juni  1480  erstreckte.*) 

Der  Grund,   warum  Paciuolo   seine  Stellung   aufgab  und  bis  !•   ^' 
1486  überhaupt  jede  Lehrthätigkeit  ausgesetzt  zu  haben  scheint,  dürfte  ^vrolil 
der  sein,  dass  Paciuolo,  sei  es  aus  eigenem  Antriebe,   sei  es  auf  Bef<^^ 
seiner  Oberen,  sich  für  einige  Zeit  ausschliesslich  dem  Studium  der  PbilO' 
Sophie   und  Theologie  widmen  woUte.     Denn  während  bis  zum  Jahr  l'^SO 
in  den   Anuali    decemvirali  Paciuolo    stets  nur  als   „ frater  Lucas **    »af- 
geführt   wird,    führt   er   in   jenen  Annalen  vom  Jahre  1486  an  den  X*itel 
„Magister'' ;   ebenso   nennt  er  sich   in   der  Dedication  seines  Werkes    "^ota 
Jahre  1478  nur  „frater  Lucas'',  während  er  in  seinen  späteren  Dedicationen 
seinem  Namen  immer  den  Titel  Professor  oder  Magister  der  heiligen  Theol^^ 


1)  Annali  decemvirali  11.  I.  1478. 

2)  Vergl.  Boncompagni,  Bullettino  XTI,  S.  428— 429. 

3)  Vergl.  die  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

4)  Wenn  Paciuolo  in  ,^Summa''  I,  Bl  98,  t  schreibt,  seine  erstmalige  ^' 
Stellung  in  Perugia  habe  sich  von  1475  an  auf  drei  Jahre  erstreckt,  so  ist  hiforf^ 
unbedingt  1477  zu  lesen. 
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beisetzt.*)  Neben  seinen  Stadien,  dieselben  vielleicht  eben  damit  verbin- 
dend, unternahm  Paciuolo  in  diesem  Zeitraum  auf  Befehl  seiner  Ordens- 
oberen ziemlich  ausgedehnte  Reisen.  So  finden  wir  ihn  im  Jahre  1481  in 
Zara,  woselbst  er  ein  mathematisches  Werk  yerfasste;*)  auch  in  Florenz 
hielt  er  sich  in  dieser  Zeit  mehrfach  auf.') 

Unter  dem  14.  XII.  1487  wird  Paciuolo  wieder  auf  seinen  alten 
Lehrstuhl  „ad  docendum  abicum"  nach  Perugia  berufen.  Am  1.  Y.  1487 
begann  er  dort  seine  Vorlesungen,  welche  er  im  April  1488  schon  wieder 
schloss/) 

Von  Perugia  kam  Paciuolo  nach  Rom,  yon  seinen  Oberen  beauftragt 
mit  Dienstleistung  bei  Pietro  Valletari,  Bischof  yon  Carpentrasso.  Dort 
yerfertigte  er  eine  Sammlung  von  Modellen  der  fünf  regulären  und  yieler 
davon  abgeleiteten  Köiper^)  und  überreichte  im  April  1489^)  im  Palaste 
des  Cardinais  Oiuliano  della  Rovere  (Monsignore  de  San  Pietro  in  yin- 
cula)'')  dem  Herzog  Guidobaldo  von  Urbino  eine  CoUection  solcher  Mo- 
delle.^) Zugleich  wissen  wir  aus  einer  Stelle^)  der  y^Summa",  dass  Pa- 
ciuolo während  dieses  Aufenthalts  in  Rom  öffentlich  mathematische  Vor- 
lesungen (wohl  an  der  Sapienza)  hielt 

An  einer  andern  Stelle  ^^)  der  ,, Summa"  theilt  Paciuolo  mit,  dass  er 
früher  auch  am  Gymnasium  in  Neapel  als  Lehrer  der  Mathematik  thätig 
war.  Schon  Baldi  und  nach  ihm  Renazzi  etc.  lassen  diese  Lehrthätig- 
keit  unmittelbar  auf  diejenige  in  Rom  folgen,  obgleich  aus  jener  Stelle  der 
„Summa"  nur  hervorgeht,  dass  Paciuolo  überhaupt  vor  1494  in  Neapel 
Mathematik  vortrug. 

Zunächst  möchte  ich  in  Bezug  auf  diese  Lehrt hätigkeit  Paciuolo 's  in 
Neapel  feststellen,  dass  dieselbe  sich  über  einen  Zeitraum  von  drei  Jahren 
erstrecktet^)     Für  die  Annahme  nun,  dass  diese  Professur  etwa  in  die  Jahre 


1)  Vergl.  z.  B.  die  iu  der  „Summa**  enthaltenen  Widmungen. 

2)  Vergl.  die  oben  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

3)  Vergl.  „Summa"  I,  Bl.  93,  i  und  98.  2. 

4)  Vergl.  Annali  decemvirali  1487—88  und  „Summa''  I,  Bl.  98,  2. 

b)  Später  („Divina**  I,  Bl  28,  2)  erwähnt  Paciuolo  drei  von  ihm  selbst  ver- 
fertigte CoUectionen  von  Modellen  regulärer  und  davon  abgeleiteter  Körper  von 
je  60  Stück,  welche  sich  in  Florenz,  Mailand  und  Venedig  befinden. 

6)  Uenazzi  verlegt  dieses  Vorkommniss  wohl  durch  falsche  Auffassung  der 
Stelle  Summa  II,  Bl.  68,  2  in  das  Jahr  1484;  Brandaglia  folgt  demselben  und 
lässt  weiterhin  (ohne  Beweis)  Paciuolo  im  gleichen  Jahre  in  den  Franziskaner- 
orden treten. 

7)  Später  Papst  Julius  II. ;  ihn  nennt  Paciuolo:  „nostro  protectore ". 

8)  Vergl.  „Summa"  II,  Bl.  68,  2. 

9)  Vergl.  „Summa''  II,  Bl.  74,  2. 

10)  Vergl.  „Summa",  Dedicationsbrief  an  den  Hersog  von  Urbino. 

11)  Was  Boncompagnials  unerwiesen  ansieht.  Vergl.  Bull  XII,  S.894  Anm.  1. 
—  Paciuolo  theilt  aber  in  fmiiAm  Tractat  Aber  Architektur  ausdrücklich  mit, 
dasi  er  während  Hd  erklärte.    Vetf^l.  Dv^>sA.\>^s.nx^^.. 
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1490 — 1493  fiel,  spricht  der  Umstand,   dass  Paciuolo  in  jener  biogim- 
phischen  Stelle  vom  Jahre  1487  ^)  einen  Aufenthalt  in  Neapel  nicht  erwähnt»^ 
wohl  aber  in  dem  seiner  „Summa"  im  Jahre  1494  vorangestellten  Brief« 
an  Ouidobaldo.     Dagegen  scheinen  jener  Annahme   einige  Notizen')  E."m 
widersprechen,  nach  welchen  Paciuolo  sich  in  den  Jahren  1491  und  14i:9<3 
mehrfach  und  scheinbar  längere  Zeit  in  Borgo  etc.  aufhielt.    Ebenso  köniL^^U 
aus  einer  allerdings  ganz  ungenau  gefassten  Stelle  des  Tractats  über  Arct^  i. 
tektur  hervorgehen,  dass  vielleicht  jener  Aufenthalt  Paciuolo 's  in  Neapp«^ 
schon   in  die  Jahre  1472 — 1475  zu  legen  wäre,^)  und  so  die  erste  offene  1- 
liehe  Lehrthätigkeit  des  Letzteren^)  bilden  würde.     Eine  definitive  Entschei- 
dung der  Frage,  wann  Paciuolo   an   der  Universität  in  Neapel   wirk'ft^ 
könnten  nur  an  Ort  und  Stelle  unternommene  archivalische  Nachforschung'^ii 
ergeben. 

Schon   während   der  Zeit  seiner  zweiten  Professur  in  Perugia^)  hatte 
Paciuolo  begonnen,  die  Gesammtheit  seines  mathematischen  Wissens    in 
einem   grossen  Werke  niederzulegen.     Dieses  Werk   war  nun  in  der  Zwi- 
schenzeit  fertig   geworden,    und    um    dasselbe    dem   Druck    zu    übergeben, 
siedelte  er  1494  nach  Venedig  über.     Dort  hatte  er  in  dem  venezianischen 
Patrizier  Marco  Sanuto,  dem  neubestimmten  Prätor  B  ergo  mos  und  dem 
Landdekan  Isidor  Bagnuoli   mächtige  Förderer  des  Druckes;®)  zugleich 
wird  auch  der  gesetzliche  Schutz  gegen  Nachdruck,  der  ihm  in  dem  damals 
noch   mächtigen  Staatswesen   in  Aussicht  stand,   mit  ein  Grund  zur  Wahl 
gerade  dieses  Ortes  für  den  Druck  seines  Werkes  gewesen  sein.     Die  er^te 
Seite  dieses  Werkes  trägt  den   Titel:    „Summa  de  Arithmetica  Geometria, 
Proportioni  et  Proportional ita."     Der  Name  des  Verfassers  fehlt,  wie  meist 
bei   Incunabeln    auf  der  Titelseite,    auch   benennt  sich    im  ganzen  Werke 


1)  Vergl.  S.  86  des  vorliegenden  Aufsatzes. 

2)  Nach  Ordensacten  verÖffeDtlicht  von  Pungileone  etc. 

3)  Nach  jener  Stelle  (Divina  I,  Bl.  30,  i)  befand  sich  nämlich  Paciuolo  ^^ 
Neapel  zur  Zeit,  als:  „Lorcnzo  der  Prächtige  anfing,  sich  an  Baukunst  zu  ^'* 
götzen,  und  dem  Künstler  Giuliano  da  Majano  seine  Entwürfe  mittheil '^'^  ' 
Doch  giebt  Paciuolo  nicht  an,  in  welcher  Eigenschaft  er  sich  damals  in  Ke^X^^ 
befand;  ja  aus  jener  Stelle  könnte  die  Vermuthung  entstehen,  dass  derselbe  **** 
nächst  als  Kaufmann  nach  Neapel  kam. 

Ist  dieser  Aufenthalt   identisch  mit  dem  in  obigen  Stellen  erwähnten^        ^ 
können  für  denselben  nur  die  Jahre  1472/75  in  Betracht  kommen. 

4)  Vielleicht  kam  in  der  That  Paciuolo  zuerst  als  Kaufmann  nach  Ne^^J^ 
und  erklärte  zunächst  nur  privatim  dem  in  jenen  obigen  beiden  Stellen  erwähcv-'^^ 
Condottiere  CamilloVitelli  den  Euklid,  um  erst  nach  einiger  Zeit  einen  öff^^^ 
liehen  Lehrstuhl  zu  erhalten.   Wahrscheinlich  wäre  Paciuolo  dann  in  den  Jal^ 
1 475/ 76  in  den  Franziskanerorden  eingetreten. 

5)  Vergl.  „Summa"  I,  BI.  67,  ?  und  98,  2. 

6)  Vergl.  Schlusspassus  der  „Summa'. 
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Paciuolo  nie  mit  seinem  Familiennamen.^)  Die  zweite  Seito  trägt  die 
Widmung  des  ganzen  Werkes  mit  der  Ueberschrift:  „Magnifico  Patritio 
Veneto  Rergomi  pretori  designato .  D .  Marco  Sanuto  yiro  in  omni  disciplina- 
rum  genere  peretissimo  Fratei  Lucas  de  Burgo  Sancti  Sepulcri  ordinis  ml* 
norum  et  inter  Sa.  Theo,  professores  minimus.**  Femer  befinden  sich  auf 
dieser  Seite  zwei  nicht  von  Paciuolo  herrührende  Epigramme,  ein  latei- 
nisches  und  ein  italienisches,  welch*  letzteres,  was  Ungelenkigkeit  der  Sprache 
anbelangt,  mit  dem  schlechten  Italienisch,  das  Paciuolo  schreibt,  wetteifert. 
Auf  der  dritten  Seite  beginnt  ein  Brief  Paciuo lo 's  an  den  Fürsten  Guido- 
baldo,  Herzog  von  Urbino')  in  italienischer  Sprache,  an  welchen  sich  auf 
der  fünften  Seite  eine  Uebersetzung  desselben  ins  Lateinische  anschliesst. 
In  diesem  Briefe  erklärt  Paciuolo  zunächst  den  Zweck,  welchen  er  bei 
der  üerausgabe  des  Werkes  im  Auge  habe,  mit  den  Worten:  „Ich  habe 
hauptsächlich  zum  Gebrauche  und  zur  Freude  Derjenigen ,  welche  die  Tugend 
lieben,  dieses  Werk  nach  meinem  geringen  Verstände  verfasst  In  dem 
selben  habe  ich  viele  verschiedene  und  sehr  nützliche  Theile  der  Arithmetik, 
Geometrie,  Verhältniss-  und  Proportionslehre  mit  Allem,  was  zu  ihrer  An« 
Wendung  nöthig  ist,  mit  festen  Regeln  und  vorzüglichen  Anleitungen,  sowie 
mit  der  Begründung  jeder  Operation ,  sowohl  nach  den  alten ,  als  auch  nach 
den  neueren ,  zusammengetragen.  Deshalb  trägt  das  Buch  nicht  mit  Unrecht 
den  Titel:  Das  Ganze  der  Arithmetik,  Geometrie,  Verhältniss-  und  Propor- 
tionslehre. Meine  Uauptabsicht  bei  diesem  Werke  war,  wie  man  aus  seiner 
Anordnung  leicht  ersieht,  genau  das  Verfahren  {praxim)  in  jenen  Wissens- 
zweigen anzugeben.^  Den  Hauptinhalt  dieses  Briefes  bildet  jedoch  der 
Nachweis,  wie  Mathematik  als  Wissenschaft  von  Maass  und  Zahl  zu  allen 
übrigen  Wissenschaften  nöthig  sei.^)  Auf  diesen  Brief  folgen  zwei  Inhalts- 
übersichten, worauf  die  eigentliche  Abhandlung  und  damit  auch  die  Num- 
merirung  der  einzelnen  Blätter^)  ihren  Anfang  nimmt.  Das  Werk  selbst 
zerfällt  in  zw^ei  Theile.  Der  erste  behandelt  die  Arithmetik  und  Algebra, 
der  zweite  die  Geometrie.  Der  erste  Tbeil,  welcher  eine  specielle  Widmung 
an  den  Herzog  Guidobaldo  trägt,  umfasst  224  Blätter,  der  zweite  76 
Blätter,  welche  besonders  nummerirt  sind.^)  Das  ganze  Werk ,  das  im  Ver- 
lag von  Paganino  de  Paganini  erschien,  schliesst  mit  den  Worten:  „Im 


1)  Hierdurch  wurde  Kästner  veranlasst,  in  dem  Verfasser  der  „Summa** 
einen  Bruder  des  Verfaesere  der  „Divina'*  zu  sehen,  während  doch  Paciuolo  sich 
in  seiner  „Divioa*'  mehrfach  auf  seine  „Summa''  bezieht.  Vergl.  z.B.  Divina  1, 
All,  1,  2;  21,2  und  32,2. 

2)  Der  letzte  Spross  des  Hauses  Monte fcltre,  gest.  1508. 

3)  nee  a  brutis  ebbest  quincunqike  perperam  (fehlerhaft)  numeraverit:  Isid, 
Etym. 

4)  Da  nur  die  einzelnen  Blätter  Nummern  tragen,  citire  ich  stets  noch  die 
betreffende  Seite. 

6)  Ich  dura  die  Alf  «niiatrie  aU  ^^E\x^\£a^  Vc^* 


.vv 
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Jahre  des  Heils  1494,  am  10.  November,  unter  der  glücklichen  Begknmg 
des  Dogen  nnd  gestrengen  Herrn  von  Venedig  Angustino  Barbadico, 
gab  der  Bruder  des  Minoritenordens  Lucas  aus  Burgo  San  Sepolcro,  ge- 
ringer Professor  der  heiligen  Theologie,  mit  seinem  schwachen  Verstände, 
Mitleid  mit  den  Unwissenden  dieses  Lehrbuch  der  gesammten  Arithmetik, 
metrie,  Verhältniss-  und  Proportionslehre  heraus;  und  indem  er  den  Druck&T-ii 
Tag  und  Nacht  beistand ,  hat  er  das  Vorgelegte  mit  eigener  Hand  corrigir^^ 
Von  diesem  Werke  existirt  noch  eine  zweite  Ausgabe  vom  Jahre  15äJ3, 
welche  einen  einfachen  Wiederabdruck  der  ersten  Ausgabe  darstellL  Dieaer 
Neudruck  wurde  von  dem  in  der  Zwischenzeit  nach  Toscolano  am  Gardaaee 
übergesiedelten  Herausgeber  des  ersten  Druckes  veranstaltet^) 

Mit  dem   Jahre  1496  kam  Paciuolo   nach  Mailand,*)     Dort  versam- 
melte  der  Herzog   Ludwig   il   Moro   Sforza,    nachdem   er  1494  seioeo 
minderjährigen  Neffen   aus  dem  Wege  geräumt  hatte,   einen  grossen  Kreis 
von  Gelehrten,   Künstlern  und  tüchtigen  TruppenfÜhrem  an  seinem  Hofe. 
Unter  diesen  berief  er  auch  auf  den  von  ihm  neugegründeten  Lehrstuhl  der 
Mathematik  unsem  Magister  Lucas.     In  Mailand  erwarb   sich  Paciuolo 
hauptsächlich  durch  seine  Euklid -Vorlesungen')  einen  grossen  ZuhörerkreiSf 
welcher  ihn  auch  bewog,^)   sich  an  eine  Uebersetzung  Euklid's  nach  der 
lateinischen  Ausgabe  von   Campanus   zu  machen.     Zugleich   mit  ihm  an 
Moro*s  Hof  befand  sich  das  Universalgenie  eines  Leonardo   daVioci.      ' 
Die  Bekanntschaft,    welche   auf  solche  Weise  Paciuolo   mit  Leonardo 
machte,  war  bestimmend  auf  den  Vorwurf  und  die  ganze  Anlage  des  von 
Paciulo  in  der  Zeit  seines  Mailänder  Aufenthalts  verfassten  Werkes    de^^ 
er   den  Titel  „Divina  Proportione"  gab.     Zu  dem  Manuscripte^)  desselV>^> 
das  er  dem  Herzog  dedicirte,   lieferte  Leonardo 's  Meisterhand  die  Zei-^^' 
nungen.*)     Doch    nur   kurz    dauerte  Moro*s  Herrschaft.     Schon   im  J^^^ 
1499  vertrieben  die  Franzosen  denselben,  und  hierbei  ging  jenes  Manusc?^^^^ 
verloren,')    d.  h.  es  fiel  wahrscheinlich  in  die  Hände  der  Feinde,  von  -^^^' 


1)  Beide  Ausgaben  sind  heute  sehr  selten;  so  besitzt  weder  die  Stut 
noch  die  Tübinger  Bibliothek  eine  derselben.    Mir  selbst  stand  durch  das 
erwähnte  Entgegenkommen  des  Herrn  Privatdocenten  Dr.  Jaeger  die  zweite 
gäbe  zu  Gebote. 

2)  Vergl.  ^^Divina^'  I,  El.  28,  2  und  den  Widmungsbrief  der  Divina  an  Lud 
Sforza. 

3)  In  der  Einleitung  zur  „Divina**  Bl.  3,  i  sagt  Paciuolo  in  Bezug  auf 
selben:  „Interponendo  sempre  a  sim  (d.  h.  Euklid's)  tiveorica  ancora  la 
nostra," 

4)  Vergl.  den  Dedicationsbrief  der  Divina  an  Soderini. 

5)  Dasselbe  soll  sich  heute  in  der  öfifentlichen  Bibliothek  zu  Genf  befin.      '^^ 

6)  Nach  „De  viribtis  quantitcUis*' ,  Bl.  237,  scheint  Paciuolo  die  Ori 
für  sich  behalten  zu  haben. 

7)  Vergl.  äen  Dedicationsbrief  der  „Divina**  an  Soderini. 
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eben  es  Pietro  Soderini^)  sich  erwarb.  Im  gleichen  Jahre  1499  siedelte 
auch  Paciuolo  „per  diversi  succesai**,  wie  er  sich  ausdrückt,  mit  Leo. 
nardo  zusammen  nach  Florenz  über. 

Hierher  war  damals  die  Hochschule  des  unterworfenen  Pisa  verlegt, 
und  eben  im  ersten  Jahrzehnt  des  16.  Jahrhunderts  tobte  frisch  entfacht  der 
alte  blutige  Kampf  zwischen  Florenz  und  Pisa.  Auch  sonst  war  das  Ge- 
meinwesen von  Florenz  in  grosser  Verwirrung.  Das  Drama  eines  Savona. 
rola  hatte  eben  (1498)  ausgespielt,  und  während  die  vertriebenen  Mediceer 
Alles  aufboten,  um  wieder  zurückkehren  zu  können f  fristete  unter  dem 
lebenslänglichen  Oonfaliere  Pietro  Soderini  die  Bepublik  ihr  schwer- 
bedrängtes Dasein.  Dass  die  Unruhe  solcher  Zeiten  auch  die  Lehranstalten 
von  Florenz  beeinflusste,  ist  klar;  und  wenn  nun  eben  im  Jahre  1500 
Paciuolo  die  Professur  für  Mathematik  an  der  Pisaner  und  Florentiner 
Hochschule  übertragen  wurde,  so  müssen  wir  uns  auf  Unregelmässigkeiten 
in  seiner  Lehrthätigkeit  gefasst  machen.  So  hat  nach  Sotii')  Paciuolo 
im  Jahre  1500  auch  an  der  Universität  von  Perugia  gelesen«')  In  den  Pro- 
fessorenverzeichnissen der  Pisaner  Hochschule  führt  Fabroni  unter  den 
„physicae  magistri*^  als  ersten  mit  dem  Titel  „Mathematica^)  F.  Lucas  a 
Borgo"  auf,  und  zwar  für  die  Jahre  1500,  1501.  1502,  1504  und  1505. 
Für  das  Jahr  1503  nennt  er  überhaupt  keine  Namen,  sondern  setzt  die 
Bemerkung  bei:  ^Non  legerunt  vacante  asaigfkxmentum  Fontifieis.'^  Doch 
ist  nach  Fabroni*s  eigenem  Urtheil^)  Paciuolo  mehr  zu  den  Professoren 
der  Florentiner  als  denen  der  Pisaner  Hochschule  zu  rechnen.  Auch  aus 
den  von  Boncompagni  beigebrachten  Actenauszügen  geht  hervor,  dass 
Paciuolo  in  der  That  in  jener  eigenthümlichen  Doppelstellung  von  1500 
bis  1506  in  Florenz  Mathematik  las.^)  In  diesen  Zeitraum  fällt  auch  die 
Professur  Paciuolo's  an  der  Universität  zu  Bologna.^)  Auf  dem  Papier, 
wie  man  heutzutage  sagen  würde,  verblieb  für  das  Schuljahr  1501/2  Pa- 
ciuolo in  seiner  Florentiner  Stellung;  doch  dürfte  die  Zahl  der  Studiren- 
den  so  gering  gewesen  sein,   dass  er,   ohne   förmlich  aus  dem  schon  sehr 


1)  Pietro  Soderini  war  nach  Savonarola's  Tod  im  Jahre  1498  zum 
Icbenelänglichen  Gonfaliere  der  Republik  Florenz  gewählt  worden,  dankte  jedoch 
schon  1512  wieder  ab. 

2)  Vergl.  Vermiglioli. 

3)  Ein  ähnlicher  Fall,  wie  der  später  näher  besprochene  mit  Bologna.  Bei 
Boncompagni  liegt  mit  Bezug  auf  diese  Peruginer  Professur  ein  Druckfehler  vor. 
In  der  Anmerkung  4  zu  S.  407  seines  BuUettino  XII  ist  wohl  das  Datum  3.  XI.  1600 
aufgeführt,  aber  der  betreffende  Auszug  S.  437  tiUgt  das  Datum  des  8.  XL  1510. 

4)  Vergl.  Fabroni  etc.,  Bd.  I  S.  96. 

6)  Ein  weiterer  Beweis,  dass  Paciuolo  sich  in  dieser  Zeit  in  Florenz  auf- 
hielt, liegt  darin,  dass  derselbe  im  Jahre  1505  dem  Kloster  zum  heiligen  Kreuz 
in  Florenz  incorporirt  wurde.  Vergl.  den  von  Boncompagni  8.411  mitgetheil- 
ten  Aussog  aus  Ordeasaotan. 

6)  Vergl  hiena  Ob*»^»^«- 
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gelockerten  Verbände^)  der  Studienanstalten   in  Florenz  aaszoscheiden,  in 
der  Lage  war,  einem  Rufe  anf  den  Lehrstuhl  „ad  mathematieam'^  in  Bologuk 
Folge  zn   leisten.     Diesen  Lehrstuhl  hatte  Paciuolo  jedoch  eben  nur  ft&r 
das  Studienjahr   1501/2  inne.     Vielleicht  waren  die  Florentiner  Behörden 
aus   dem   oder  jenem  Grunde  nicht  mehr  geneigt,   eine  solche  Zwitier|»ro- 
fessur  ihrerseits  fernerhin  zu  dulden,  oder  Paciuolo  fOhlte,  nicht  der  M&hq 
zn    sein,    den    ersten    mathematischen    Lehrstuhl    einer    Hochschnle   eiiizn- 
nehmen,  deren  zweiten  der  ihn  weit  überragende  Scipio  Ferro  innehatte. 
Jedenfalls  kehrte  Paciuolo  im  Jahre  1503  in  seinen  Florentiner  Wirkungs 
kreis  zurück,^)    an  den  ihn  das   freundschaftliche  Verhältniss   fesselte,    in 
welchem  er  zu  Pietro  Soderini  stand.')     Während  dieses  seines  Aufeot- 
halts  in  Florenz  wurde  Paciuolo  auch  durch   die  Oeneralcomiüen  seines 
Ordens  zum  Provinzial  der  Romania  erwählt.^) 

Von  Florenz^)  siedelte  Paciuolo  zum  dritten  Male  nach  Venedig  aber. 
Hier  las  er  öffentlich  ttber  das  fünfte  Buch  Euklid 's  und  leitete  diese  Vor- 
lesung am  11.  August  1508  feierlich  mit  einem  Vortrag  in  der  Bartolo- 
mftuskirche  ein.^)     Doch   lag  der  Grund  dieser  Uebersiedelung  nicht  daria^ 
dass  Paciuolo   in  Venedig  einen  neuen  Wirkungskreis  seiner  Lehrthfttig^' 
keit  suchte   und  erhielt,   sondern  er  wollte  vielmehr  in  derselben  Officic»^ 
aus  welcher  seine  ,, Summa"  hervorging,  zwei  in  der  Zwischenzeit  verfassfc^ 
Werke  dem  Drucke  übergeben. 

Das  erste  dieser  Werke  ist  die  schon  erwähnte  Uebersetznng  EaklidW  \ 
dieselbe  ist  heute  vielleicht  die  seltenste  aller  Euklid -Ausgaben.  Da  i^^ 
sie  nicht  zn  Händen  bekommen  konnte,  so  beschränke  ich  mich  darauf,  v.^ 
Folgendem  nur  ihren  ausführlichen  Titel,  sowie  die  Schlnssworte  mtc^^ 
Riccardi*s   y,Biblioteca   materoatica  italiana"   zu  geben:    „Enclidis  n» 


1)  So  verblieben  hauptsächlich  infolge  von  finanziellen  Schwierigkeiten,  ncfti^ 
welchen  die  Republik  zu  kämpfen  hatte,  im  Jahre  1503  ausser  Paciuolo  norcS^e 
Professoren  der  schönen  Wissenschaften  in  Florenz  zurück.  Vergl.  Preziin^  T' 
Storia  del  pubblico  studio  etc.  di  Firenze.    Firenze  1810.    S.  192. 

2)  So  ist  in  einem  Manuscripte  des  Arcbivio  di  Stato  von  Florenz  eine  vo^n 
30.  VIII.  1504  datirte  Verrechnung  enthalten,  nach  welcher  Paciuolo  för  Modell« 
stereometrischer  Körper,  die  er  der  Signoria  überreichte,  L.  68,  9  erhielt  VeK-0L 
Boncompagni. 

3)  Vergl.  Dedicationsbrief  der  „Divina'*  an  Soderini. 

4)  Vergl.  Pungileoni. 

5)  Die  Annahme  Thausing^s  in  seiner  Biographie  Albrecht  Dflrer's,  e»  •** 
Paciuolo  der  Lebrer  gewesen,  zu  welchem  sich  Dürer  Ende  1506  nach  Bolo^^ 
begab,  um  Unterricht  in  der  Perspective  zu  nehmen,  ist  daher  unrichtig. 

6)  Vergl.  Paciuolo's  Euklid -Ausgabe,  Bl.  31,  i:  „Cum  ego  Lucas  Faciol^^ 
etc.,   quintum  Euclxdis  profiteri  solemniter  caepi  praefatione  hoc  prius  habt^^ 
Hierbei  kann  es  Paciuolo  sich  nicht  versagen,  die  grosse  Zahl  berühmter  *^' 
sönlichkeiten,  welche  jenem  Vortrage  anwohnten,  namentlich  aufzuzählen  üuä  ^ 
den  Worten  zu  schliessen:  „Aliigue  plurimi  quorum  nomina  siginatim  ttftff^  * 
quingentos  et  ampUus  operosum  nimis  foret  florem  tatUum  haminum  decerptL" 
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rensis*)  philosophi  acntissimi  mathematicorumque  omniam  sine  contronersia 
priucipis  operaaCampano  interprete  fidissimo  tralata  Que  cnin  antea  librariornm 
detestanda  culpa  mendis  fedissimis  adeo  deformia  essent:  vt  vix  Euclidem 
ipsnm  agnosceremus.  Lucas  paciolus  theologus  insignis:  altissima,  Mathe- 
maticarum  disciplinarnm  scientia  rarissimus  iudicio  castigatissimo  detersit: 
emendauit.'' 

„Figuras  centum  ei  vndetrigifUa  que  in  äl^s  codicihus  inverse  et  de- 
formale  erant:  ad  reäam  symrndriam  concinauU:  ei  müUas  necessarias 
addidit,  Eundem  quoque  plurimis  locis  irddleitu  difficUem  commentariolis 
sane  loculentis  et  eniditiss.  aperuU:  enarrauU:  illustrauü.  Adhec  vt  dimatior 
exiret  Scipio  vegius  mediol,  mr  vtraquelingaa:  artemedica:  sublimioribusque 
stiidijs  clarissimus  dUigentiam:  et  censuram  suam  prestitU. 

Anno  redemptionis  nostre.MDVIII.klen.XI.Junii.^ 

Wieviel  Fleiss  Paciuolo  auf  diese  Euklid -Ausgabe  verwandte  und 
welche  Bedeutung  er  ihr  beiniisst,  gebt  auch  aus  obenerwähntem  Bittgesuch 
an  den  Dogen  hervor.  In  demselben  stellt  er  seine  Ausgabe  derjenigen 
gegenüber,  welche  ^^Erhardus  Ratold  Augustensis^  ebenfalls  nach 
Campanus  im  Jahre  1482  veranstaltete.  Paciuolo  nennt  das  von  Ra- 
told gedruckte  Werk:  „vielfach  unrichtig".  ^ 

Das  zweite  jener  Werke  ist  die  durch  einige  Anhänge  vermehrte,  schon 
oben  erwähnte  „Divina  proportione^.  Dieselbe  trägt  auf  der  ersten  Seit« 
als  vollständigen  Titel  (italienisch) :  „Das  göttliche  Verhältniss.')  Ein  Werk, 
das  allen  scharfsinnigen  und  wissbegierigen  Geistern  nOthig  ist,  und  woraus 
Jeder,  der  sich  mit  Philosophie,  Perspective,  Malerei,  Bildhauerei,  Baukunst, 
Musik  oder  anderen  mathematischen  Disciplinen  beschäftigt,  eine  angenehme, 
scharfsinnige  und  bewunderungswürdige  Wissenschaft  sich  erwerben  und  sich 
mit  verschiedenen  Fragen  geheimsten  Wissens  ergötzen  wird.**  Auf  der 
zweiten  Seite  stehen  einige  Epigramme,  und  weiterhin  folgen  auf  Seite  3 
und  4  zwei  Briefe.  Der  erste  trägt  die  üeberschrift:  „Excellentissimo  Rei- 
publicae  Florentinae  principi  perpetuo  D.  Petro  Soderino  frater  Lucas  Pa- 
tiolus  Burgensis  Minoritanus  et  sacrae  Theologiae  professor.''  In  demselben 
widmet  Paciuolo  das  ganze  Werk  dem  lebenslänglichen  Oonfaliere  der 
Republik  Florenz  Petrus  Soderinus.  Weiterhin  spricht  Paciuolo  von 
sich,  seinen  mathematischen  Studien,  seiner  Euklid -Ausgabe  und  seinem 
vorliegenden  Werke ,  sowie  von  der  Mitarbeiterschaft  Leonardo  da  Vinci 's 
an  demselben.  Der  Brief  ist  datirt:  Venedig,  den  9.  VI.  1509.  Im  zweiten 
Briefe  lobt  ein  Freund  Paciuolo*s,  Daniel  Cajetan,  das  Werk  und 
dessen  Verfasser.  Das  nächste  Blatt  trägt  ein  Verzeichniss  der  zur  „Divina" 
im  engeren  Sinne  gehörigen  Figurentafeln.  Hierauf  beginnt  diese  Abhand- 
lung selbst  und  zwar  allem  Anscheine  nach  genau  nach  dem  obenerwähnten 


1)  Eine  schon  im  Alterthum  auftretende  Verwechslung. 

2)  Heute  bekannt  unter  dem  Namen:  „Der  goldene  ^chidiV 
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rade  unter  dem  Pontificat  jenes  hochgebildeten  und  kunstsinnigen  Mediceera 
in  ihrer  höchsten  Blttthe  stand.     Durch  diese  Berufung^)  gehörte  Pacinol  o 
einem  Lehrkörper  an ,  der  in  gewissem  Sinne  als  erster  der  ganzen  damaligexi 
Christenheit  angesehen  werden  darf.    Doch  nicht  lange  sollte  er  seinen  neuest 
Katheder  inne  haben.     Bald   nach  1514  finden  wir  andere  Vertreter  d^r 
Mathematik  an  der  Sapienza,   und  da  auch  weitere  Notizen  etc.  über  Psi«. 
ciuolo,  welche  ja  bisher  nicht  allzu  spärlich  flössen,  mit  dem  Jahre  1514 
aufhören,   so  darf  angenommen  werden,  dass  Paciuolo  nicht  lange  nach 
1514  starb. 

Auf  einen  Punkt  in  Paciuolo 's  Lebensgeschichte  muss  ich  noch  za 
sprechen  kommen.  Vielfach^)  wird  in  der  einschlägigen  Literatur  auf  eino 
grosse  Orientreise  Paciuolo *8  hingewiesen,  welche  gerade  fOr  seine  mathe- 
matischen Studien  von  hoher  Bedeutung  gewesen  sein  soll.  Dabei  wird  dio 
Frage,  ob  Paciuolo  auch  arabisch  verstand,  meist  als  eine  offene  behan- 
delt^) Dass  diese  letztere  Frage  entschieden  zu  verneinen  ist,  geht  schon, 
aus  den  beiden  Stellen  der  „ Summa'' ^)  hervor,  in  denen  Paciuolo  dio 
Worte  El  cataym,  sowie  Algebra  und  Almucabula  übersetzt;  in  letzterer 
Stelle  sagt  er,  jene  beiden  Worte  seien  entweder  arabisch  oder  chaldSiseh. 
In  Beziehung  auf  Paciuolo *s  Orientreise  aber  komme  ich  zu  dem  Ergeb- 
nisse, dass  hier  eine  eigenthümliche  Verwechselung  Paciuolo 's  mit  Leo- 
nardo Pisano  vorliegt,  indem  die  mittelbaren  Beziehungen,  in  welchen 
Paciuolo  eben  durch  Leonardo  Pisano  zu  arabischen  Quellen  stukl, 
sich   in  der  Tradition   allmälig  in   unmittelbare  Beziehungen  verwandelten. 

Hierfür   spricht  zunächst,   dass  Baldi  von  einer  solchen  Reise  nichts 
weiss,  sondern  eben  auf  Leonardo  Pisano  als  Vermittler  hinweist.    Aneli 
indirect  lässt  sich  aus  dem  Lihalt  der  Werke  Paciuolo 's  der  Beweis  eines 
unmittelbaren  Verkehrs  ihres  Verfassers  mit  orientalischen  Crelehrten  nk\^^ 
erbringen,   denn   wo  immer  seine  Kenntnisse  auf  arabischen  Ursprung  hiz^- 
weisen,   kann   stets  die  Möglichkeit  einer  Vermittelung  durch  Leonard  ^ 
Pisano   gezeigt   werden.      Hätte   aber   in   der   That   eine    Orientreise  f&' 
Paciuolo   die  fundamentale  Bedeutung  gehabt,   welche  jene  Tradition  'ütMS 
zuschreibt,  so  hätte  derselbe  in  der  oben  mitgetheilten  biographischen  Stella 
diese  Reise   doch   ausdrücklich   erwähnen   müssen   und  nicht  blos  mit  deii 
Worten:    „jjer   cUversi  paesi  ce  conventUo  andare  perigrinando'^   abfertig«'^ 
können;  zudem  geht  aus  jener  Stelle  hervor,  dass  es  sich  hierbei  um  Beisefi 
im  Auftrage  seiner  Ordensoberen  handelte.     Wenn  ich   nun  auch  sonst  iii 
den  Werken  Paciuolo 's  nirgends  eine  Andeutung  einer  Orientreise  finden 
konnte,   so  darf  wohl  als  eine  der  sichersten  Thatsachen  aus  dessen  Leben 


1)  Baldi,  Libri  etc.  wissen  von  dieser  zweiten  öffentlichen  Lehrtb&tigheit 
Paciuolo*8  in  Rom  nichts. 

2)  Vergl.  Fabroni,  Montferrier,  Montucla,  Bossut,  Brandagii>  ®^ 

3)  Vergl.  auch  Jaeger,  Lucas  PaciuoU,  S.  XJII. 

4)  Vergl  ,,Summa"  I,  Bl.  98,  s  und  144,  i. 
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stabeu  mit  kurzem  Texte  vorftlhren;  durch  dieselben  will  Paciuolo  zeigen, 
wie  man  jene  Buchstaben  nur  mit  Zirkel  und  Lineal  herstellen  kann.  Drei 
weitere  Tafeln  erläutera  einzelne  im  Tractat  über  Architektur  behandelte 
architektonische  Glieder.  Die  nun  folgenden  59  ^)  Tafeln  gehören  zur  eigent- 
lichen „Divina**;  dieselben  rühren  von  Leonardo  da  Vinci 's  Hand  her 
und  zeigen  in  theilweise  geradezu  vorzüglichen  perspectivischen  Darstellungen 
die  regulären  und  viele  davon  abgeleitete  Körper,  sowie  einige  Prismen, 
Pyramiden  etc.^)  Das  Schlussblatt  bietet  eine  Zeichnung,  welche  die  Ein- 
leitung der  Verhältnisse  und  Proportionen  in  Form  eines  Baumes  wieder- 
giebt;  diese  Tafel  ist  auch  schon  in  der  „Summa**  enthalten.^) 

Paciuolo,  der  nun  jedenfalls  das  60.  Jahr  überschritten  hatte  — 
schreibt  er  doch  in  dem  Widmungsbriefe  der  „Divina**  an  Soderini  von 
sich  selbst:  „indinante  jam  aetate  mea^*)  — ,  scheint  sich  wieder  seiner 
alten  Heimstätte  Perugia  zugewandt  zu  haben,  wenigstens  wurde  er  nach 
den  ^ Annali  decemvirali^^)  im  November  lölO  auf  ein  Jahr  „od  docentum 
ahhict*m*^  nach  Perugia  berufen.  Schon  vorher,  im  Februar  desselben  Jahres, 
war  er  mit  ehrenvollen  und  weitgehenden  Vorrechten  zum  Commissarius  seines 
Klosters  in  Borgo  San  Sepolcro  ernannt  worden  ,^)  und  scheint  auch  der  Haupt- 
sache nach  wenigstens  von  1511  bis  1513  sich  dort  aufgehalten  zu  haben.'') 

Im  Jahre  1514  wurde  Paciuolo  unter  Papst  Leo  X.  als  Professor 
der  Mathematik  an  die  Sapienza  in  Rom  berufen,^)  welche  Hochschule  ge- 


1)  Nach  dem  Inhalte  Verzeichnisse  sollten  es  6t  sein. 

2)  Man  wird  nicht  fehl  gehen,  wenn  man  in  diesen  Tafeln  die  Abbildungen 
der  60  oben  (vergl.  S.  89  Note  5)  erwähnten  Modeile  sieht. 

3)  Das  Exemplar  der  „Divina",  das  ich  benutzte,  erhielt  ich  auf  der  Stutt- 
garter Staatsbibliothek. 

4)  Ebenso  schreibt  er  in  seinem  Werke  „De  viribus  quantitatis " :  „Ma  ormai 
aproximandosi  de  mia  vita  Vultvni  giomi." 

5)  Da  Boncompagni  (Bnllettino  XII,  S.  437)  in  Bezug  auf  diese  Bestellung 
nicht,  wie  bei  den  anderen  Zahlungsanweisungen,  aus  den  „Annali  decemvirali** 
veröffentlicht,  so  ist  es  mir  nicht  über  allen  Zweifel  erhaben,  ob  Paciuolo  auch 
in  der  That  sein  Amt  antrat.    Jedenfalls  hatte  er  aber  dasselbe  nicht  länger  als 

ein  Jahr  inne. 

6)  Aus  Ordensacten  mitgetheilt  von  Pungileone  etc.  Doch  geht  aus  einem 
von  Boncompagni  (Bull.  XU,  S.  471)  mitgetheilten  Schriftstück  hervor,  dass 
schon  im  Jahre  1500  Paciuolo  in  Bezug  auf  das  Franziskanerkloster  in  Borgo 
gewisse  aufsichtsrechtliche  Functionen  inne  hatte;  in  jenem  Schriftstück  unter- 
schreibt er  sich  auch  als  Commissarius.  In  einer  früheren,  ebenfalls  von  Bon- 
compagni (S.  469)  mitgetheilten  Urkunde  vom  Jahre  1497  wird  Paciuolo 
„Quardian"  jenes  Klosters  genannt. 

7)  Hierfür  spricht  das  aus  Borgo  vom  21.  XI.  1511  datirte  Testament  Pa- 
ciuolo's,  sowie  auch  der  von  Boncompagni  (Bull.  XII,  S.  414)  mitgetheilte 
Rechtefall  vom  März  1612,  in  welchen  Paciuolo  verwickelt  war. 

8)  Im  Buolo  des  Archigymnasiums  zu  Rom  Tom  Jahre  1514  steht:  „In  Mo- 
thematiea",  „Flor,120,  MagUUr  Lucas  de  Burgo  Ord.  Minor."  Vergl.  Gaetano 
und  Renaiii. 
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eben  unter  diesem  Titel  zweimal  yon  Paciuolo  selbst  erwähnt;^)  weiter 
hat  sich,  wie  es  scheint,  yon  demselben  keine  Spur  erhalten. 

Paciuolo  schrieb  seine  sämmtlichen  Werke  italienisch,  um,  wie  er 
immer  wieder  angiebt,  dieselben  allgemein,  hauptsächlich  auch  Künstlern 
und  Kauf  leuten  zugänglich  zu  machen.  Das  Italienisch  aber,  das  er  schreibt, 
ist  aus  mehreren  vulgären  Idiomen  zusammengesetzt  und  in  geradezu  bar- 
barischer Weise  mit  corrumpirtem  Latein  vermengt,^)  und  verhält  sich  so 
zum  klassischen  Italienisch,  von  dem  jene  Zeit  schon  in  einer  Reihe  von 
Autoren  glänzende  Muster  besass,  wie  das  sogenannte  Mönchslatein  zum 
klassischen.  Wohl  im  Gefühl  dieses  Mangels  entschuldigt  Paciuolo  einmal 
den  Gebrauch  der  Muttersprache  damit,  dass  er  sagt,  man  suche  in  seinen 
Werken  Scharfsinn,  nicht  Beredsamkeit;^)  ein  andermal^)  giebt  er  zu,  dass 
seine  Schreibweise  oft  unförmlich  sei ;  dies  sei  aber  durch  Wortwahl ,  welche 
Alles  verständlich  machen  soll,  geboten.  Baldi^)  meint  mit  Bezug  auf 
die  abscheuliche  Sprache  der  Werke  Paciuolo 's,  von  denselben  gelte ,  was 
einst  Vergil  sagte,  als  er  die  Werke  des  Ennius  las,  nämlich,  er  sammle 
„aurum  de  stercore**,^)  Ebenso  theilt  Baldi  mit,  Commandino  habe  mit 
Rücksicht  auf  die  schlechte  Form  und  den  guten  Inhalt  des  Werkes  (wohl 
der  „Summa^)  sich  entschlossen,  dasselbe  in  Allem  verbessert  herauszu- 
geben, sei  aber  durch  den  Tod  verhindert  worden,  die  angefangene  Arbeit 
zu  vollenden.  Des  Lateinischen  war  Paciuolo  ziemlich  mächtig,  wogegen 
ich,  schon  mit  Rücksicht  auf  seine  Euklid  -  üebersetzung  bezweifle,  dass  er 
griechisch  verstand,^)  wenn  er  gleich  in  seiner  „Divina"  vielfach  die  grie- 
chischen Bezeichnungen®)  für  die  einzelnen  stereometrischen  Körper  ver- 
wendet. 

Wenn  ich  nun  kurz  auf  die  Leistungen  Paciuolo 's  als  Mathematiker 
eingehen   will,    so  kann  ich  die  Thatsache,    dass   derselbe  in  erster  Linie 


1)  Das  erste  Mal  im  DedicatioDsbrief  des  Werkes  „De  viribus  quantitatis" 
mit  den  Worten:  „Insieme  col  iocondo  et  aiegro  tractato  de  ludis  in  genere  cum 
illicitorum  reprobatione  speticdmente  di  quello  de  schacki  in  tutti  modi  detto  schifa 
noia.'*  Aus  dieser  Stelle  geht  zugleich  hervor,  dass  jener  Tractat  dem  Marchesen 
und  der  Marchesa  von  Mantua  gewidmet  war.  Das  zweite  Mal  in  jenem  Bitt- 
gesuch an  den  Dogen  mit  den  Worten:  „Item  de  ludo  scachonim  cum  Illiatorum 
reprobatiör  dicto  schiphaniora  anchor  vulgär." 

2)  Den  Grund  dieser  Erscheinung  sucht  Baldi  darin,  dass  damals  die  Mutter- 
sprache „im  Schlamme  versteckt  war*',  und  zudem  Paciuolo  dem  Mönchstande 
angehörte. 

8)  Vergl.  Einleitungsbrief  der  „Divina"  an  Soderini. 

4)  Vergl.  „Summa"  I,  Bl.  114. 

5)  In  dem  „Epitome"  aus  Baldi 's  Werk  ist  zum  Ausdruck  desselben  Ge- 
dankens das  Bild  des  „Goldes  in  der  Asche"  gebraucht. 

6)  Vergl.  Vita  Vergili,  Cap.  71.  Doch  dürfte  hier  stercus  vielleicht  eher 
Schlacken  als  Eoth,  wie  Baldi  will,  bedeuten. 

7)  Vergl.  auch  „Divina''  I,  BL  «0,  J. 

8)  Meistens  sogar  mit  griechischen  Lettern. 
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Compilator  war,  nicht  ausdrücklich  genug  betonen ;  denn  nur  aus  einer  fal- 
schen Auffassung  der  Stellung  Paciuolo *8  als  Mathematiker  entspringen 
die  meisten  der  später  noch  zu  behandelnden  Anklagen  gegen  ihn.  Dass 
aber  Paciuolo  vor  Allem  in  seinem  Hauptwerke,  der  „ Summa ^,  auch  in 
der  That  nur  jenen  Ruhm  sucht,  geht  schon  klar  aus  dem  gleich  auf  dem 

ersten  Blatte  stehenden  Epigramm  hervor,  das  mit  den  Worten  beginnt: 

„Quae  fuerant  mediis  carte  consumpta  latebris 
Bestüuit  lAAcaa  lector  amice  tibi,"^) 

Weiterhin  schreibt  er  in  der  einleitenden  üebersicht  zu  jenem  von  ihm 
selbst  später  als  „grandopera  nostra  compüata"  citirten  Werke:')  „...  und 
dies  Alles ,  sammt  dem  Folgenden ,  wird  nach  den  alten  und  neueren  Mathe« 
matikern  sein,  hauptsächlich  nach  dem  scharfsinnigen  Philosophen,  dem 
Megarenser  Euklid ,  und  dem  ernsten  Boetius,  sowie  nach  unseren  neueren : 
Leonardo  Pisano,  Giordano,  Biagio  da  Parma,  Giovan  Sacrobusco  und  Pro- 
docimo  PodoanO;  aus  welchen  ich  zum  grössten  Theil  vorliegendes  Werk 
entnehme."^)  In  der  That  sind  es  auch  der  eigenen  Zuthaten  Paciuolo *8 
nur  wenige,  und  von  diesen  wenigen  sind  z.  B.  die  Versuche  einer  Yer- 
allgemeinerung  zur  Lehre  von  den  Wurzeln^)  und  einer  Behandlung  von 
Wahrscheinlichkeitsrechnungen^)  geradezu  mathematisch  verfehlt  Aehnliches 
gilt  auch  von  der  Berechnung  einiger  Exponentialgleichungen  vermittelst 
einer  Näherungsmethode.^)  Dagegen  rühren  diejenigen  Abschnitte  der  „Di- 
vina'', in  welchen  Paciuolo  geometrische  Probleme  algebraisch  behandelt, 
wenigstens  so  wie  sie  vorliegen,  von  ihm  selbst  her;  vor  Allem  ist  ihm  aber 
hier  die  Ableitung  neuer  Körper  aus  bekannten  vermittelst  des  ;,Beschneidens^ 
(absdndere)  und  „Ueberhöhens"  (devare)  eigenthümlich.*^)  Ebenso  ist  es  falsch, 
wenn  Hankel  demselben  noch  die  Kenntniss  der  rein  negativen  Grössen 
abspricht®)  und  erst  bei  Cardan  ein  „mtnu^  purum*^  zu  finden  glaubt 
Zum  Belege  dieser  meiner  Behauptung  möge  hier  aus  einer  Reihe  von  Stellen 
nur  folgende  angeführt  werden:  „Hat  man  z.  B.  +16  von  +4  zu  subtra- 
hiren,  so  sage  ich:  subtrahire  einfach  4  von  16,  bleibt  12,  und  dieses  12 
ist  ein  reines  — .  Also  wirst  du  sagen:  soll  +16  von  +4  subtrahirt 
werden,  so  bleibt  —12,  d.  h.  4  — 16  =  —  12.     Und  dass  dies  wirklich  so 

1)  „Was  im  Staube  vermodert,  vergessen  im  Finstern  ruhte  ^ 

Stellte  dir,  Leser  und  Freund,  Lucas  nun  wiederum  her." 

2)  Vergl.  „Divina"  I,  Bl.  1,  2. 

3)  ,,,..  E  queste  cose  tutte  con  le  sequenti  serano  secondo  li  antidU  e  ancora 
moderni  mathematici,  maxime  del  perspicacissimo  philosopho  Megarense  Ettclide  e 
dd  severin  Boetio  e  di  nostri  moderni  Leonardo  Fisano,  Oiordano,  Biagio  de 
Parma,  Giovan  Sacröbuaoo,  e  Prodocimo  Padoano  da  i  quali  in  magior  parte  cavo 
ü  presente  völume." 

4)  Vergl.  ,,8nmma''  I,  Bl.  142. 
6)  Vergl.  ^^iimma''  I,  BL  197. 
6)  VergL  Jäomma''  I.  ^'  "' 

1)  Vergl.  hiem  ^  «er  gel  Adz.  1794,  8. 905. 

8)  VergL  F 
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S.  59  sind  Worte  des  Hiero  und  des  Archimed  lateinisch  angeführt 
Entweder  mussten  sie  griechisch  oder  ins  Englische  übersetzt  auftreten, 
wenn  der  Leser  nicht  zur  Meinung  gelangen  sollte,  man  habe  in  Sjrakus 
Latein  gesprochen. 

S.  70:  Von  Gutenäcker 's  deutscher  Archimed  -  Uebersetzung  weiss 
nur  Hoefer.  Andere  kennen  blos  eine  uebersetzung  der  Kreismessung 
durch  ihn. 

S.  76  erfährt  man,  Eratosthenes  habe  den  Beinamen  „Pentathlus^ 
geführt,  weil  er  in  allen  Kämpfen  des  athletischen  Sports  geübt  war! 

S.  108:  Boethius,  Cassiodorus,  Isidorus  sind  die  einzigen  latei- 
nischen Schriftsteller  über  Mathematik,  von  welchen  Herr  Ball  Etwas  weiss. 
Dann  hätte  er  eben  die  Agrimensoren  lesen  sollen,  bevor  er  über  Römische 
Mathematik  schrieb! 

S.  110:  Die  heronische  Dreiecksformel  rühre  vielleicht  vom  jüngeren 
Hero  um  900  her.  „Ji5  certainly  possesses  the  charaderistics  of  the  toark  of 
Ulis  time,^  Wenn  irgend  Etwas  nicht -byzantinisches  Gepräge  besitzt,  so 
ist  es  jene  Formel  und  ihr  heronischer  Beweis!  Ausserdem  hiess  der  938 
schreibende  Feldmesser  von  Byzanz  nicht  Hero. 

S.  143:  Aus  Arya>Bhatta's  Quadrat-  und  Cubikwurzelausziehung 
geht  gerade   unzweifelhaft  seine  Kenntniss  der  Stellungsarithmetik  hervor. 

S.  147  weiss  Herr  Ball,  dass  eine  historische  Grundlage  für  die  Ent- 
stehung der  Zahlzeichen  aus  Strichen  in  der  Anzahl  des  betreffenden  Zahl- 
wortes nicht  vorhanden  ist.  Warum  giebt  er  dann  ein  Probebild ,  das  seine 
Unkenntniss  der  Gestalt  alter  Zahlzeichen  dem  Leser  verräth? 

Wir  gehen  summarischer  über  die  folgenden  Abschnitte  hinweg  und 
empfehlen  Herrn  Ball  nur,  sich  über  folgende  Schriftsteller,  die  ihm  fremd 
zu  sein  scheinen,  Kenntnisse  zu  verschaffen:  Bradwardin,  Oresme, 
Blasius  von  Parma,  Prodocimo  Beldomandi,  Leonardo  da  Vinci, 
Albrecht  Dürer,  Jodocus  Bürgi.  Es  sind  das  Männer,  wie  wir  ihm 
verrathen  wollen ,  deren  Leistungen  ganz  hervorragende  Bedeutung  besitzen. 
Daneben  mag  er  ruhig  vergessen ,  dass  man  früher  einmal  den  Algorithmus 
dcmonstratns  des  XIII.  Jahrhunderts  (wahrscheinlich  von  Jordanus  Ne- 
morarius)  dem  Regiomontan  zuschrieb,  mag  er  Tartaglia's  Erzäh- 
lung von  der  Löung  der  cubischen  Gleichung  doch  auch  mit  den  gegne- 
rischen Berichten  vergleichen,  mag  er  bei  Beurtheilung  Leibnitzens  etwas 
weniger  englische  Voreingenommenheit  an  den  Tag  legen.  Es  dürfte  auch 
nicht  schaden,  wenn  er  die  Schriften  von  Napier  und  von  Harriot  an- 
sähe. Bei  Letzterem  würde  er  sich  überzeugen,  dass  derselbe  nicht  die 
Gleichungen  auf  Null  brachte.  Bei  Ersterem  würde  er  das  Zeitwort  „/?U€rc** 
in  einer  Bedeutung  finden,  die  auf  die  späteren  Arbeiten  Newton's  wesent- 
lich einwirken  musste,  so  wenig  Napier  der  Erste  war,  der  von  fiiessen- 
den  Grössen  sprach.  Vielleicht  käme  dann  Herr  Ball  zur  gleichen  üeber* 
Zeugung    mit    uns,    dass   im  XVII.  Jahrhundert   die  Infinitesimalrechnung 
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allmälig  entstand,  nicht  erst  von  Newton  oder  von  Leibniz  erfnnden 
wurde,  dass  also  die  unsterblichen  Verdienste  dieser  beiden  grossen  Neben- 
buhler auf  anderem  Gebiete  zu  finden  sind.  Cantob 


Die  haaptsäohlichsten  Theorien  der  Geometrie  in  ihrer  früheren  und 
heutigen  Entwiekelnng.  Historische  Monographie  von  Dr.  Ging 
LoKiA ,  Professor  der  höheren  Geometrie  an  der  Universität  zu  Genua. 
Unter  Benutzung  zahlreicher  Zusätze  und  Verbesserungen  Seiten  des 
Verfassers  ins  Deutsche  übertragen  von  Fkitz  Sohüttb.  Mit  einem 
Vorwort  von  Professor  B.  Sturm.  Leipzig  1888,  B.  G.  Teubner. 
IV,  132  S. 

Wir  haben  Bd.  XXXIII  S.  194—195  die  italienische  Ausgabe  dieser 
Schrift  anerkennend  besprochen.  Wir  freuen  uns,  in  unserem  Urtheil  mit 
einem  Geometer  wie  Herrn  Sturm  übereinzustimmen,  welcher  in  seinem 
Vorworte  zur  deutschen  Bearbeitung  mit  dem  Lobe  des  Geleisteten  gleich 
uns  nicht  spart.  Die  mustergiltige  Anordnung  des  überreichen  Stoffes  hat 
sich  in  der  Uebersetzung,  welche  yermöge  der  von  Herrn  Loria  selbst  her- 
rührenden Zusätze  als  vermehrte  und  verbesserte  Ausgabe  gelten  muss, 
noch  deutlicher  bewährt,  nachdem  aus  den  Stellen,  welche  auf  die  Gestalt 
der  Curven  und  der  Oberflächen,  sowie  auf  die  abzählende  Geometrie  sich 
beziehen,  ein  neues  Capitel  abgesondert  wurde.  Herr  Loria  hat  übrigens 
gerade  die  Entwickelung  der  abzählenden  Geometrie  auch  zum  Gegenstande 
geschichtlicher  Studien  gemacht,  welche  in  Herrn  Gust.  Eneström's  Bi- 
bliotheca  mathematica  1888,  S.  39 — 48  und  67 — 80  zum  Abdruck  kamen. 
Die  von  Herrn  Schütte  herrührende  Uebersetzung  ist  treu  und  zugleich 
in  gefölliger  Sprache  abgefasst.  Cantor 


Johannes  Kepler  und  der  tellarisoh-kosmisohe  Magnetismas.  Von  Dr.  Siia- 
MüND  GÜNTHER,  Professor.  der  Erdkunde  an  der  königl.  technischen 
Hochschule  zu  München.  Mit  19  Abbildungen  im  Texte.  71  S. 
[Geographische  Abhandlungen,  herausgegeben  v.  Prof.  Dr.  Albreoht 
Penok  in  Wien.  Band  III,  Heft  2.]  Wien  und  Olmütz,  Eduard 
Hölzel.     1888. 

Als  Kepler  sein  unsterbliches  Werk  über  den  Planeten  Mars  gedruckt 
vor  sich  sah,  sprach  er  die  Grundgedanken  der  magnetischen  Anziehungs- 
lehre, welche  er  sich  gebildet  hatte,  in  einem  lateinischen  Distichon  aus, 
welches  deutsch  etwa  mit  den  Worten  sieh  wiedergeben  Iftsst: 

„Dunkle  Pfade  machft  nohtbar  d^  ^«snetstein; 

Freilich,  et  wandelt  ja  aneT 
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Wenn  bei  irgend  einem  Naturforscher  Entwickelnngsstafen  der  Gedanken 
unterschieden    werden   müssen,    so  findet  Solches  bei  Kepler  statt   ur- 
sprünglich ein,   man  möchte  sagen,   scholastisch  angelegter  Greist,  war  K* 
nur  zu   geneigt,   der  Natur  ihre  Bahnen   vorzuschreiben,   aus  der  Theorie 
heraus  die  Beobachtung  zu  bemängeln  und,  wie  er  wShnte,  zu  berichtigen. 
Erst  sehr  allmälig  lernte  er,  der  Beobachtung  ihr  Recht  zuzuerkennen  and 
die  Flügel  der  Phantasie  mit  der  Scheere  der  Thatsachen  zu  stutzen.   Das 
Ittsst  sich  auf  aUen  Wissensgebieten  yerfolgen,  denen  K.'s  reicher  Gieist  sich 
zuwandte.     Herr  Günther  hat  in  einer  sehr  gelungenen  Studie  das  Einzel- 
gebiet  des   irdischen   und  des  Weltmagnetismus  auf  den   Nachweis  dieser 
Geistesentwickelung  K.*s  hin  durchforscht.     In  einem  I.  Abschnitte  führt  er 
den  Leser  bis  auf  die  Stufe  der  Lehre  vom  Magnetismus,   welche  die  Zeit 
vor  K.  erreicht  hatte.     Ein  II.  Abschnitt  setzt  den  IL'schen  Erdmagnetisma^ 
auseinander.     Der  III.  Abschnitt  endlich  ist  E.*s  Theorie  der  magnetische^^ 
Planetenazen  und  der  allgemeinen  Anziehung  gewidmet.     Trotz  der  groasc 
Schwierigkeit  des  behandelten  Gegenstandes  hat  es  Herr  Günther  seine 
Leser  yerhältnissmässig  leicht  gemacht,   sich  zurecht  zu   finden ,  indem  ei 
auf  S.  23,  28,  43,  68  Sätze  durch  den  Druck  heryortreten  Hess,  die  mt 
fast  nur  zu  vereinigen  braucht,   um  die  Lehren  K/s  in  ihrer  letzten  Aas-  ^ 
bildung  vor  sich  zu  sehen. 

Noch  Yor  dem  Erscheinen  des  Gilbert'schen  Werkes  «De  Magnete* 
(London  1600)  hat  K.  ein  Inclinatorium  angegeben  und  zugleich  die  Grund- 
bestimmung  hinzugefügt,  dass  dessen  Kreis  in  die  Ebene  des  magnetischen 
Meridians  fallen  müsse.     Gleichfalls  vor  Gilbert  hat  K.  ein  zu  numerischer 
Bestimmung  des  Ablenkungswinkels  geeignetes  Declinatorium  angegeben. 

Bis  1600  etwa  glaubte  K.  durch  theoretische  Ueberlegungen  die  Lage 
des  magnetischen  Nordpols  ausfindig  machen  zu  können;  das  Studium  des 
Gilbert 'sehen  Werkes  überzeugte  ihn  von  der  Unmöglichkeit  dieses  Unter- 
fangens. Von  da  an  wies  er  auf  die  Wichtigkeit  der  Inclinationsbeobach- 
tungen  ftlr  die  Auffindung  jenes  Poles  hin.  Die  allgemeine  Schwere,  der 
Fall  der  Körper,  Ebbe  und  Fluth,  die  Bewegungen  der  Gestirne  wurden 
für  K.  mehr  und  mehr  zusammenhängende  Erfahrungsthatsachen,  welche 
zu  ihrer  Erklärung  nur  des  tellurisch- planetarischen  Magnetismus  bedurften. 

Dass  K  die  Gesetze  der  Gravitation  sich  entgehen  Hess,  hat  in  dem 
von  ihm  begangenen  Irrthum  seinen  Grund,  als  verhielten  sich  die  An- 
ziehungen im  umgekehrt  einfachen  Verhältnisse  der  Entfernungen.  K.  zog 
also  —  wie  Herr  Günther  sehr  richtig  in  neuere  Ausdrücke  übersetzt  — 
das  logarithmische  Potential  in  Rechnung.  Cantor. 
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^.  lieber  eine  Proportion  aus  der  elementaren  Geometrie     M.  Cantor.   Zeitschr. 
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Ch.  M^ray.    Journ.  mathäm.  Sär.  3,  X,  181. 
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21.  Determinanten  bei  wiederholter  Halbirung  des  ganzen  Winkels.    J.  Hermes. 

Grün.  Archiv  2.  R    VI,  276. 
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31.  Recherches  sur  les  integrales  cüg^briques  de  T^quation  de  Kummer.  E.  Go  u  r  sa t. 

Journ.  mathdm.  Sär.  4,  lU,  255. 
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37.  Sur  requilibre  et  la  däformation  des  piäces  circulaires.    H.  L^aute.    Journ. 
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38.  Einfluss  der  Versenkung  von  MaassstAben  in  eine  Flüssigkeit  auf  die  scheiD- 
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Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  261. 
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46.  Ueber  einige  Sätze  Steiner's.    8 toll.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  78. 
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par  une  parabole  egalement  donn^e.    Emmerich.    Mathesis  VlII,  126. 
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49.  Determination  en  grandeur  et  en  direction  des  axes  d*ane  section  diametrale 

de  rellipsoide.    Ph.  Gilbert.    Mathesis  VIII,  247. 

Elliptitelie  Transoandenten. 

60.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    H.  Weber.    Acta  math.  XI,   333. 

[Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  377.1 

61.  Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  mit  complexem  Modul.    L.  Saaltchütz. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  311. 

62.  Zur  Theorie  der  Schliessungsprobleme.    E.  Oekinghaus.    Grün.  Archiv  2.  R. 

VI,  186. 

63.  Sur   la  multiplication   complexe   des   fonctions  elliptiques.     Sylow.     Joum. 

mathäm.  S^r.  4,  III,  109. 

64.  Complex  multiplication  of  elliptic  iunctions.    A.  G.  Greenhill.    Quart.  Joum. 
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65.  Zur  Lehre  der  quadratischen  Formen.    J.  Vfi.lyi.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  446. 

66.  Parameterdarstellung  von  orthogonalen  Subsitutionen,   welche  identisch  xan- 

kehrbar  sind,  auf  geometrischem  Wege.    Fr.  Hof  mann«    Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXIII,  381. 
Vergl.  Determinanten.    Substitutionen. 

Timctionen. 
57.  Methode  des  infiniments  petite.    P.  Mansion.    Mathesis  VIII,  149. 
68.  Eine  Verallgemeinerung  der  dekadischen  Schreibweise  nebst  fonctionentheore- 
tischer  Anwendung.    Em  Strauss.    Acta  math.  XI,  13. 

59.  Sur  la  possibilite  d'une  reprdsentation  analytique  des  fonctions  dites  arbitraires 

dune  variable  reelle.    K.  Weierstrass  (L.  Lau  gel).    Joum.  math^m. 
S^r.  4,  II,  106,  116. 

60.  Sur  les  fonctions  holomorphes.    Hermite.    Journ.  mathäm.  S^r.  4,  I,  9. 

61.  Demonstration  d'un  th^oräme  gänäral  sur  les  fonctions  uniformes  liäes  par  une 

relation  algebrique.    Em.  Pioard.    Acta  math.  XI,  1. 

62.  Zur  Theorie  der  mehrwerthigen ,  mehrfach  linear  verknQpften  Functionen.    K. 

Heun.    Acta  math.  XI,  97. 

63.  On  Weierstrass*8  doubly  periodic  functions.     A.  R.  Forsyth.    Quart.  Joum. 

math.  XX 11,  1. 

64.  Sur  les  fonctions  quadruplement  p^riodiques  de  deuxi^me  et  de  troisi^me  esp^ce. 

M.  Krause.    Joum.  mathem.  S^r.  4,  III,  87. 
66.  Application  de  la  thäorie  des  fonction«  fuchiiennee  ä  Tätude  des  conrbes  alg^ 

brijtaes.    Q.  Eumhmi^^  -»-ihidii.  8^.  4,  n,  i89. 

66.  Sur  lef  inttonlee  ^  »vinnM  de  premi^re  eip^ce. 

Em,  Pioftrd  <!. 


112  Historisch -literarische  Abtheilung. 

67.  Sar  les  fonctions  itäratives.    J.  Parkas.    Joum.  raath^m.  S^r.  3,  X,  101. 

68.  On  Abers  Theorem.    A.  C.  Dixon.    Quart  Joom.  math.  XXII,  200. 

69.  The  law  of  symmetry  and  other  theorems  in  Symmetrie  functions.    P.  A.  Mac 

Mabon.    Quart.  Joum.  math.  XXII,  74. 

70.  Sur  une  formule  de  Mr.  Tisserand  et  sur  les  fonctions  hypergäom^tnqoes  de 

deux  variables.    P.  Appell.    Joum.  mathdm.  S^r.  3,  X,  407. 

71.  Ueber    die  Fourier-Besserscue   Transcendente.     E.   Häntzschel.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIIl,  186.    [Vergl.  Bd.  XXXH,  Nr.  80.] 

72.  Propri^täs  du  polynome  f{x)  du  degrd  n  qui  v^rifie  Tidentitä  n  f(x)  =  {x  -  a)f'{x) 

•¥hf\x).    V.  Ja m et.    Mathesis  VIII,  228. 

73.  Sur  la  fonction  Ä  («;,«,«)=  2j  - —    ,.   »    Lerch.    Acta  math.  XI,  19. 

Vergl.  Aberscbe  Transcendenten.  BinomialcoeiBcienten.  Determinanten. 
Differentialgleichungen.  Differentialquotient.  Elliptische  Transcendenten« 
Formen.  Gammafunctionen.  Geometrie  (höhere)  86,  86.  Integration 
(unbestimmte).  Eettenbrüche.  Eugelfunctionen.  Logarithmen.  Maxima 
und  Minima.  Mittelgrössen.  Rectification.  Reihen.  Richtungsgrössen. 
Substitutionen.    Ultraelliptische  Transcendenten.    Zahlentheorie. 

Oammaftmetionon. 

74.  Zur  Function  r{x).    W.  L&ska.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  448. 

76.  Ueber  Gammafunctionen  mit  negativen  Argumenten.  L.  Saalschütz.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXIIl,  362.    [VergL  Bd.  XXXIIl,  Nr.  67] 

Ooometrie  (desoriptive). 

76.  Die  Axonometrie  als  Orthogonalprojection.    A.  Weiler.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXni,  267. 

77.  Sur  la  droite  de  profil.    Barbarin.    Mathesis  VIII,  266. 

Oeometrie  (höhere), 

78.  Sur  les  thäor^mes  fondamentaux  de  la  g^oro^trie  projective.    C.  Le  Paige, 

Fr.  Deruyts.*  Mathesis  VIII,  Supplement. 

79.  Zur  synthetischen  Erzeugung  der  Cremona'schen  Transformation  4.  Ordnung. 

Doehlemann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIIl,  243. 

80.  Applications  de  la  quasi -inversion  lin^aire  aux  courbes  osculatrices.    Gl.  Ser- 

vals.   Mathesis  VIII,  28.    [Vergl.  Bd.  XXXIIl,  Nr.  60.] 

81.  Sur  la  thäorie  des  transformations.     Gl.  Servais.    Mathesis  VIII,  106. 

82.  Sur  les   transformations   quadratiques   involutives.     J.   Neuberg.     Mathesis 

Vni,  177. 

83.  Ueber  eine  Art  involutorischer  Verwandtschaft  des  zweiten  Grades.  Kilbinge r. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUl,  14. 

84.  The  mechanical  tradng  of  curves.  C.  M.  Jessop.   Quart.  Joum.  math.XXII,  161. 
86.  Application   gäom^trique   d*un   thäor^me   de   Jacobi.     G.  Humbert.     Joum. 

mathäm.  Sär.  4,  I,  347. 

86.  Sur  le  thäordme  d'Abel  et  quelques  unes  de  ses  applicatious  gäom^triques.    G. 

Humbert.    Joum.  math^m.  Sdr.  4,  UI,  327. 

87.  Th^or^me  sur  les  transversales.    Laurens.    Mathesis  VHI,  17.  —  J.  Neuberg 

ibid.  69.    [Vergl.  Bd.  XXXIIl,  Nr.  198.] 

88.  Sur  deux  triangles  homologiques.    Laurens.    Mathesis  VUI,  204.  —  Beyens 

ibid.  206.  —  Servais  ibid.  206.  —  Jer&bek  ibid.  207. 

89.  Sur  quatre  points  formant  un  groupe  orthocentrique.    Droz,  Fran^ois,  Em- 

merich, Däprez,  Brocard,  Convert.    Mathesis  VIII,  209. 

90.  Emploi  de  la  m^thode  de  Roberval  pour  trouver  les  tangentes  de  trois  coorbes 

se  rapportant  toutes  les  trois  4  une  courbe  donn^e.    Meurice.    Mathesis 
Vm,  117. 

91.  Lieux  des  points  des  tangentes  et  des  normales  d'une  courbe  quelconque  ayant 

d*un  point  donnd  la  mSme  distance  que  le  point  de  la  courbe,  dont  ellee 

Sartent.  Mineur,  M.  d'Ocagne.  Mathesis  VIII,  70.   [VergL  Bd.  XXXIIl, 
fr.  64.] 

92.  On  a  system  of  cubic  curves.    A,  S.  Hart    Quart  Joum.  math.  XXII,  199. 

93.  Ueber  die  Curven  4.  Ordnung  mit  3  Inflexionsknoten.    P.  H.  Schonte.    GhmL 

Archiv  2.  R.  VI,  113.    [VergL  Bd.  XXXU,  Nr.  91.] 

94.  Ueber  eine  Aufgabe  ans  der  projectiven  Geometrie  des  Raumes.   C.  Hoaafeld. 

Zeitochr.  Math.  Phys.  2^X111,  111. 
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95.  ConstructioD  der  Kaumcarven  S.  Ordnung  aus  imaginären  Punkten.    C.  Hoss- 

feld.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  114. 

96.  On  8elf-coDJugate  polygons  and  polyhedra.    A.  R.  Johnson.    Quart  Journ. 

math.  XXII,  168. 

97.  Symmetrie  products  in  relation  to  curves  and  surfaces.   A.  R.  Johnson.  Quart. 

Journ.  math.  XXII,  325. 

98.  Construction  einer  Plücker^schen  Complexflftche  aus  ihren  vier  singulären  Strah- 

len.   Joh.  Kleiber.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUl,  349. 
Verffl.  Differentialgleichuhgen  26.     Functionen  65,  70,  73.    Geschichte  der 
Mathematik  120.  Kegelschnitte.  Kinematik.  Mehrdimensionale  Geometrie. 
Planimetrie  214.    Rectification. 

Oesehieht«  der  Mathematik. 

99.  De  r^tude  sur  Thistoire  des  mathdmatiques  en  Russie.  V.  Bobynin.    lUblioth. 

math.  1888,  103. 

100.  Sur  le  cours  d*histoire  des  mathämatiques  de  TUniversitä  de  Gand.     P.  Mau- 

sion.    Biblioth.  math.  1888,  33. 

101.  Etudes  sur  Diophante.    P   Tanner y.    Biblioth.  math.  1888,  3.     [Verffl.  Bd. 

XXXni,  Nr.  79.] 

102.  Sur  Poptique  de  Claude  Ptol^mde.    H.  Narducci.    Biblioth.  math.  1888,  97. 

103.  Historische  Miscellen.    A.  Wittstein.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIll,  bist.- 

lit.  Abth.  96. 

104.  Ahmed  und  sein  Buch  über  die  Proportionen.    M.  Cantor.    Biblioth.  math. 

1888,  7. 

105.  Jusuf  ben  Ibrahim  und  Ahmed  ben  Jusuf.    M.  Steinschneider.    Biblioth. 

math.  1888,  49,  111. 

106.  Ueber  das  Wort  Almanach.    M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1888,  13. 

107.  Kleine  Anokdota  zur  byzantinischen  Mathematik.    J.  L.  Heiberg.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIII,  bist.- lit.  Abth.  161. 

108.  Uebcr  die  verschiedenen  Namen  des  sogenannten  geometrischen  Quadrates. 

H.  Weisse nborn.    Biblioth.  math.  1888,  37. 

109.  Hat  Leonardo  da  Vinci  das  Beharrungsgesetz  gekannt?    E.  Wohlwill.    Bibl. 

math.  1888,  19. 

110.  Entwurf  einer  Geschichte  der  Gesetze  des  Stosses.     E.  Gelcich.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIH,  bist- lit  Abth.  41,  81. 

111.  Das  älteste  deutsche  Rechenbuch  von  1445.    F.  Unger.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXUI,  bist- lit.  Abth.  125. 

112.  Zur  Geschichte  der  annähernden  Berechnimg  quadratischer  Irrationalitäten. 

K.  Hunrath.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  bist.- lit.  Abth.  1. 

113.  Sur   trois  petits  trait^s  mathämatiques   attribuds   au   savant  suddois  Peder 

Mlnsson.    G.  Eneström.    Biblioth.  math.  1888,  17. 

114.  Sur  la  rägle  de  mädiation.    P.  Mansion.    Biblioth.  math.  1888,  36. 

115.  Ueber  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  Pappus  und  Kepler.  S.  Günther. 

Biblioth.  math.  1888,  81. 

116.  Sur  une  traduction  näerlandaise  de  la  mäthode  de  perspective  deGirard  Däs- 

argues  et  sur  les  le9on8  de  t^näbrcs.     C.  Le  Paige.    Biblioth.  math. 
1888,  10. 

117.  Ueber  einen  De  la  Hire  zugeschriebenen  Lehrsatz.     M.  Cnrtze.     Biblioth. 

math.  1888,  65. 

118.  Sur  un  point  de  Thistoire  du  probl^me  des  isop^rim^tres.     G.  Eneström. 

Bibüoth.  math.  1888,  88. 

119.  La  tentative  de  Degen  de  gän^raliser  le  th^r^me  d'addition  d'Euler.    C.  A. 

Bjerknes.    Biblioth.  math.  1888,  1. 

120.  Notizie  storiche  sulla  geometria  nnmerativa.   G.  Loria.   Biblioth.  math.  1888, 

89,  67. 

121.  Gedächtnissrede  auf  Leopold  Prowe,  f  26.  IX.  1887.     M.  Cnrtze.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXHI,  hisi^lit.  Abth.  89. 

122.  Carl  Gustav  Axel  Hamack,  f  3.  IV.  1888.    M.  Noe  ther.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXni;  hist-Ut  Abth.  121. 
VergL  Gleiohnngeii  129. 


128.  D^monttratioii  da  thtetaM  CpndunMiftAi  d«  Oalois  daoi  la  thäorie  de  la  r^- 
Intk»  •Mbriqoft  •  "^  '"^«rbarg.   Acta  math.  XI,  297. 

124.  Bat  m  idinSäTj.  HIL,  lU. 
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125.  Sar  le  moment  auqael  se  rencontrent  deax  points  matäriels,  Tun  iombani  libre- 

ment,  Tautre  ^tant  lancd  de  haut  en  bas.    Emmerich,  G.  Bubbo.    Ma- 
thesis  Vni,  209. 

126.  Resolution  d'nne  ^quation  biquadratique.  BejeDS,  Ddprez,  Heyne.  Mathesis 

VIII,  25.  —  Emmerich,  Bochetti,  Brocard  ibid. 

127.  Sur  les  dquations  du  cinqui^me  degr^.    P.  Gordan.    Joum.  mathäm.  Sär.  4, 

I,  455. 

128.  Sur  r^quation  du  6.  degrd  dont  les  racines  sont  les  produits  deux  ä  deox  des 

3  racines  d'une  äquation  du  8.  degr^.    L.  van  den  Broeck.     Mathesis 
Vm,  196. 

129.  Sur  un  Systeme  de  4  ^quations  du  premier  degr^  räsolu  par  Leonard  de  Pise. 

E.  Fauquembergue.    Mathesis  VIII,  185. 

130.  Elimination   de   3   inconnues   entre  autant  d^^quations.     Mosnat,    Pisani, 

Däprez.    Mathesis  VJ11,  147. 

131.  Resolution   d*un  Systeme    de  4  ^quations  quadratiques.    Däprez,  Beyens. 

Mathesis  VIII,  78. 

132.  Ein  Satz   über  den  Grad  der  Besultante  zweier  Gleichungen.    J.  VivantL 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  184.  —  G.  Loria  ibid.  357. 
Vergl.  Differentialgleichungen  28.    Functionen  69. 


Hydrodynamik. 

133.  Memoire  sur  la  propasation  du  mouvement  dans  un  fluide  ind^fini.   H.  Hugo- 

niot.    Joum.  matn^m.  Sdr.  4,  III,  477. 

134.  On  a  problem  in  fluid  motion.    R.  A.  Herrn  an.    Quart.  Joum.  math.XXII,  370. 

135.  On  the  motion  of  two  spheres  in  fluid  and  allied  problems.    R.  A.  Herrn  an. 

Quart.  Joum.  math.  XXII,  204. 
1.36.  Motion  of  conopound  bodies  through  liquid.    H.  J.  Sharpe.    Quart.  Joum. 
math.  XXII,  262. 

Hyperbel. 

137.  Sur  rhyperbole  inverse  de  la  droite  d'Euler.    Jeräbek.    Mathesis  VHI,  81. 

—  J.  Neuberg  ibid.  82.  —  Fuhrmann  ibid.  116. 
Vergl.  Rectification  228. 

Hyperboloid. 

138.  Hyperboloide  engendr^  par  des  perpendiculaires  sur  les  faces  d*nn  t^tra^dre. 

Van  Dorsten,  Meurice.    Mathesis  VHI,  50.  —  J.  Neuberg  ibid.  51. 

139.  Hyperboloide  ä  une   nappe  touch^  par  deux  plans.    Ed.  Lucas.     Mathesis 

VllI,  233. 

I. 

Integration  (imbestiminte). 

140.  Sur  rintägration  algäbrique  des  difi^ärentielles.    J.  Ptaszycki.    Acta  math. 

XI,  395. 


Kegelschnitte. 

141.  Ueber  drei-  und  vierpunktige  Berührung  von  Kegelschnitten.    Chr.  Beyel. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  120. 

142.  Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte.   E.  Oekinghaus.    Grün.  Archiv  2.  R. 

VI,  112. 

143.  Sur  les  normales  aax  coniques.    G.  de  Longchamps.    Matheais  VHI,  110. 

144.  Construction  der  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  entsprechenden  Punkte 

im  coUinearen  Systeme.    L.  Klug.    Gmn.  Archiv  2.  R.  VI,  88. 

145.  Coniques  ayant  pour  foyers  les  points  de  Brocard  d'un  Systeme  de  triangles 

au  mdme  pomt  de  Lemoine.     Däprez,  Schonte.    Mathesis  VHI,  203. 

146.  Construire  une  conique,  connaissant  3  tangentes  quelconques  et  la  tangente 

en  Tun  des  sommets.    Mantel    Mathesis  VHI,  202.  —  J.  Neuberg  ibid. 
203.  —  Däprez  ibid.  274. 

147.  Une  conique  passe  par  4  points  donn^;  trouver  le  lieu  du  centre  du  oerele 

osoulateur  au  premier  de  ces  4  points.    Brocard,  Pisani,  Vemiory. 
Däprez.    Ma&esis  Vni,  121. 
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148.  Une  conique  passe  par  3  points  donn^s  et  touche  une  droite  donn^e  en  un 

Soint  vanable;  lieu  du  centre  du  cercle  osculateur  ä  ce  point.    Pisani. 
[athesis  VIII,  143. 

149.  Enveloppe  de  Taxe  radicale  de  deox  circonförences  variables  ä  rapport  des 

rayons  constants  et  passant  par  4  points  donn^s.  Brocard,  Pisani. 
Mathesis  VIII,  269.  -   Bruyr  ibid.  260. 

150.  ätant  donnäe  une  tangente  P  k  une  conique  C,  on  m§ne  par  les  points  ou  T 

rencontre  une  conique  variable  C,  homofocale  ä  C,  deuz  nouvelles  tan- 
gentes  ä  C.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  droites.  D6- 
prez.    Mathesis  VIII,  231. 

151.  Ueber  rechtwinklige  und  gleichseitige  Dreiecke,  weiche  einem  Kegelschnitt 

einbeschrieben  sind.    B.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXIII,  374. 

152.  Ein  Satz  über  das  dem  Kegelschnitt  umschriebene  Siebeneck.   H.  Schroeter. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  874. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Kettonbrftehe. 

153.  Ueber  die  Entwickelung  complezer  Grössen  in  Kettenbrüche.    A.  Hurwitz. 

Acta  math.  XI,  187. 

154.  Sur  la  räduction  en  fractions  continues  d'une  fraction  qui  satisfait  ä  une  aqua- 

tion  diffärentielle  lin^aire  du  premier  ordre  dont  les  coefGcients  sont 
rationnels.    £.  Laguerre.    Joum.  mathäm.  Sär.  4,  I,  135. 

Kinematik. 

155.  Zur   Bestimmung   der  Krümm ungsmittelpunkte  der  Polbahnen  eines  ebenen 

Systems.  F.  Buka.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  117.  —  L.  Burmester 
ibid.  190.    [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  297.] 

156.  Kinematische  Flächenerzeugung  vermittelst  cylindrischer  Rollung.     L.  Bur- 

mester.   Zeitschr.  Math.  rh^s.  XXXIII,  337. 

157.  Ueb^r  gleichzeitige  Bewegungen  eines  ebenen  Syßtems.    Ferd.  Wittenbauer. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  193. 

Xreii. 

158.  Herleitung  der  Mittelpunktscoordinaten  und  des  Halbmessers  eines  Kreises  aus 

seiner  Gleichung  in  trimetrischen  Punktcoordinaten.  StoU.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXHI,  245. 

159.  Exercices  sur  les  cercles  tangents.    Däprez.    Mathesis  VUI,  91. 

160.  Consäquence  du  thäortoe  de  Stewart    Simart.    Mathesis  VHI,  17.  —  Thiry 

ibid.  93. 

161.  Circonfärence  passant  par  2  points  fixes  divisant  en  parties  harmoniques  le 

diametre  d'un  cercle  donnä.  Boedt.  Mathesis  VIII,  99.  —  Mandart 
ibid.  100.  —  Döprez  ibid.  101. 

162.  Circonfärence  däcrite  par  le  milieu  d*une  droite  tir^e  dans  un  triangle  a  base 

fixe  dont  le  sommet  ddcrit  ^galement  une  circonfdrence.    Thiry,  Meu- 
rice,  Mineur,  Däprez,  Mandart,  Ghuys,  Lambotte,  Emmerich. 
•    Mathesis  VUI,  127. 

163.  Theoreme  par  rapport  aux  triangles  inscrits  dans  un  cercle  ayant  tous  deux 

cöt^s  paralleles.    Gob,  Meurice.    Mathesis  VUI,  119. 

164.  Cinq  droites  concourrant  en  un  point  de  la  circonfdrence  des  neu f  points  d'un 

triangle.    D^prez,  Molenbroek  jr.,  J.  Beyens.    Mathenis  VUI,  146. 

165.  Sur  les  puissances  des  3  sommets  d*un  mangle  par  rapport  ä  3  circonfdrences. 

Verniory,  Ddprez,  Choisis.    Mathesis  VUI,  173. 

166.  Lieu  du  centre  d'un  cercle  passant  par  un  point  quelconque  de  Taxe  radicale 

de  deux  cercles  et  les  points  de  tangence  des  tangentes  tiräes  de  ce  point 
aux  deux  cercles.    ßrocard,  D^prez,  Falisse.     Mathesis  VUI,  45. 

167.  Deux  circonfdrences  variables  passant  Tune  par  A  et  B,  Tautre  par  A  et  (7, 

et  se  coupant  sous  un  angle  donn^,  on  cberche  le  lieu  du  second  point 
d'intersection  des  deux  circonf^rences.  Jeräbek,  Farisano,  Meurice, 
Verniory.    Mathesis  VUI,  73. 

168.  Sur  deux  cercles  ä  rayons  variables  mais  ^gaux  et  passant  Tun  par  les  points 

A  et  By  Tautre  par  J.  et  C  Gob,  Meurice,  Pisani,  Boeat,  Mosnat 
Mathesis  VUI,  95. 

169.  Point  de  contact  de  deux  circonfärences  tangentes  entre  eile»  et  passant  Tnne 

par  2  pointa  donnäB.  Tautre  par  2  aatres  points  donn<$s  ^galement.  Ver- 
niorj    ß-''^      *  «  vm,  254.  -  J.  Neuberg  ibid.  266. 
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218.  Der  Brocard'sche  Winkel  des  Dreiecks.    W.  Fährmann.    Gran.  Archi?  IR. 

VI,  1,  218. 

219.  Neuer  Punkt  und  Gerade  in  der  Dreiecksebene.    J.  Hermes.    Gran.  Archi? 

2.  B.  VI,  487. 

220.  Sur  les  aires  de  quelques  triangles.    Barbarin.    MUthesis  VIII,  15. 

221.  Propri^tä  d'un  quadrilatäre  ä  la  fois  inscriptible  et  circonscriptible.    D^prei. 

Mathesis  VlII,  237. 

Potential. 

222.  Ueber  das  Gesetz  der  Veränderlichkeit  der  Schwere  für  das  Jacobi*sche  Gleich- 

gewichtsellipsoid.    Th.  Schmid.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  188.  - L 
Matthiessen  ibid.  306. 

223.  Sur  quelques  cons^^uences  de  la  formale  de  Gauss  et  sur  la  th^orie  du  po* 

tentiel.    Ph.  Gilbert.    Joum.  math^m.  S^r.  3,  X,  429. 

224.  Die  Widerstandsgleichung  einer  Potential -Niveaufläche.  R.  Ulbricht.  Ztschr. 

Math.  Phys.  XXXIII.  372. 

225.  Potential  einer  elliptischen  Walze.    Ulr.  Bigler.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  225. 

[Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  642] 
Vergl.  Keihen  230. 

Beetifleation. 

226.  De  la  longueur  d*une  ligne.    Goedseels.    Mathesis  VDI,  Supplement. 

227.  Sur  rartide  de  Mr.  Groedseels:  „De  La  longueur  d*une  ligne.''    P.  Mansion. 

Mathesis  Vm,  262. 

228.  Zur  Bectification  der  Hyperbel.   E.  Oekinghaus    Grün.  Archiv  2  B.  VI,  223. 

229.  Sur  la  räsolution  de  Tdquation  dx*- -räy^-^dz^^d^  et  de  quelques  equatioos 

analogues.    G.  Darboux.    Joum.  math^m.  Sär.  4,  III,  305. 

Reihen. 

230.  Däveloppements  en  s^riee  trigonom^triques  de  certaines  fouctions  p^riodiqoes 

v^nfiant  T^quation  ^SF^O,    P.  AppelL    Joum.  mathäm.  S^r.  4,  111.5. 
831.  Zur  Theorie   der   harmonischen  Beihe.    H.  Simon.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI, 
105,  220. 

232.  Sur   le   coefQcient  du   tenne   gän^ral   dan«  certains  d^veloppements.    A.  U. 

An  gl  in.    Joum.  mathäm.  S^r.  4,  II,  139. 

233.  üeber  die  Entwickelang  von  c-i  <^-*)  in  eine  Potenzenreihe  nebet  einigen 

Anwendungen  derselben.    L.  Saalschutz.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  305. 

234.  2!-j  =  -=-  si  on  comprend  par  a«  le  plus  grand  diviseur  impair  de  n,    W. 

Mantel.    Mathesis  VUI,  208. 
Vergl.  Functionen  58,  70,  73. 

Bichtnngsgrdsson. 

235.  On  multiple  algebra.    A.  Cayley.    Quart.  Joum.  matb.  XXU,  270. 

aphlrik. 

236.  ITi^reme   sur   le    quadrilatere  sph^rique.    Beyens,  Deprez,  Demoulin. 

Mathesis  Vlll,  52. 

Stereometrie. 

237.  Polyedres  k  faces  triangulaires  et  ä  faces  quadrangulaires.     Droz.     Mathesis 

VUI,  166. 

238.  Sommet  commun  de  deux  cönes  semblables  construits  sur  deux  cercle«  dans 

Tespace.    Emmerich,  hfeyens,  Ghuys.     Mathesis  VlII,  103. 
Vergl.  Tetraeder. 

Snbstitiitioaeii. 

239.  Les  fonctions  fuchsiennes  et  rarithm^tique.    H.  Poincar^.    Joum.  mathem. 

Ser  4,  III,  405. 
840.  Sur  les  groupee  transitifs  dont  le  degre  est  le  carr^  d'un  nombre  premier. 

L.  Sylow.    Acta  math.  XI,  201. 
241.  Becherches  mu  la  transformation  par  des  Substitution?  reelles  d*une  ttonuM 

de  2  oo  de  3  canr^  en  eile  meme.  Lipschitz  (J.  Molk).  Joarn  w 

S6r.  4»  U,  373. 
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O. 

Oberfliähen. 

193.  Bemerkung  über  diejenigen  Flächen,  bei  denen  die  Differenz  der  Hauptkrüm- 

mongsradien  oijistaat  ist.    B.  ▼.  Lilienthal.    Acta  math.  XI,  391. 

194.  On  Rudio*8  inverse  centro  -  Burface.    A.  Caylej.    Quart  Joam.  math.  XXII,  166. 

195.  Sur  un  mode  de  traneformation  de  surfaces  minima.  £.  Goursat.  Acta  math. 

XI,  135,  2Ö7. 

196.  lieber  Minimalflächen.    J.  Vivanti.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  137. 

197.  Ueber   Rotationsflächen    mit   loxodromischer   Verwandtschaft.     F.   August. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXÜI,  154. 

198.  Extension  of  Cayley^s  differential  equation   for  orthogonal  surfaces.    A.  B. 

Johnson.    Quart.  Joum.  math.  XXII,  81. 
Vergl.  Complanation.    Kinematik  156.    Optik  200,  205. 

OberfläOhon  sweiter  Ordnung. 

199.  Construction  der  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  9  Punkten,  von  denen  8  ima- 

ginär sind.    C.  Hossfeld.    Zeitschr.  Math.  Phys.  l^XXIII,  187. 
Vergl.  Ellipsoid.    Hyperboloid. 

Optik. 

200.  Memoire  d'optique  g^omätrique  comprenant  la  thäorie  du  point  repr^sentatif 

d^n   Clement   de   surfaces   r^gUe.     A.  Mannheim.     Joum.  mathäm. 
S^r.  4,  n,  4. 

201.  Untersuchungen  über  die  Constitution  unendlich  dünner  astigmatischer  Strah- 

lenbündel nach  ihrer  Brechung  in  einer  krummen  Oberfläche.    L.  Mat- 
thiessen     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  167. 

202.  Geometrische  Untersuchung  über  die  Drehung  der  Polarisationsebene  im  mag- 

netischen Felde.    M.  Sternberg.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  191. 

203.  Recherches  sur  Taction  de  la  matidre  pond^rable  sur  Täther.    E.Jablonski. 

Joum.  mathäm.  S^r.  3,  X,  147,  329. 

204.  Sur  une  loi  de  Fresnel.    E.  Jablonski.    Joum.  mathäm.  S^r.  4,  U,  441. 

205.  On  a  physical  property  of  a  certain  generator  of  the  waye-surÜEU^e  of  a  biaxis 

crystal.    W.  Wal  ton.    Quart.  Joum.  math.  XXII,  268. 

P. 

Parabel. 

206.  Thäorämes  sur  la  parabole.    C.  Bergmans.    Mathesis  VUI,  63.    [Vergl.  Bd. 

XXXIU,  Nr.  191.] 

207.  Sur  les  normales  ä  la  parabole.    M.  d*Ocagne.    Mathesis  VHI,  94. 

208.  Propriätä   des  paraboles   qui  ont  une  mSme  corde  normale.    G.  de  Long- 

champs.     Mathesis  VUI,   164.  —  Brocard,  Cl.^Servais,  Verniory, 
D^pres  ibid.  234. 

209.  Sur  3  rayons  vecteurs  faisant  entre  eux  des  angles  ^gaux  menäs  par  le  foyer 

d*une  parabole.    Mosnat.    Mathesis  VUI,  97. 

210.  Probl^mes  se  rapportaut  ä  un  quadrilat^re  plan  et  deux  s^ries  de  paraboles. 

J.  Neuberg.    Mathesis  VUI,  162,  226. 

211.  Paraboles  touchant  deux  droites  rectangulaires.    Jeräbek.    Mathesis  VUI, 

18.  —  Ddprez  ibid.  19. 

212.  Paraboles  passant  par  un  point  donnä  et  ayant  pour  tangente  au  sommet  une 

.  droite  donn^e.    Mosnat,  Verniory,  D^prez,  Boedt.    Mathesis  VUI, 
71.  —  Poilvache  ibid.  73. 

213.  Sur  les  deux  paraboles  passant  par  deux  points  d*une  circonfärence  et  tan- 

Sentes  ä  la  m^me  circonfärence  dans  un  troisiäme  point  donn^.  Brocard. 
[athesis  VUI,  170.  —  Boubals  ibid.  171. 

FUnimetrie. 

214.  De  la  m^sure  de  la  simplidt^  dans  les  constructions  math^matiques.    E.  Le- 

moine.    Mathesis  VUI,  217,  241. 

215.  Sur  les  points  complämentaires.    M.  d*Ocagne.     Mathesis  VIII,  62.    [Vergl. 

Bd.XXXIIl,  Nr.  199.] 

216.  Propriät^s   du   triangle.     M.   d*Ocagne.     Mathesis  VIII,  131.     [Vergl.  Bd. 

XXXIII,  Nr.  203.) 

217.  Point  d*un  triangle  donn^  auquel  est  circonscrit  un  autre  triangle.   Jefabek. 

Mathesis  VUI,  139.  —  Verniory  ibid.  140. 
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218.  Der  Brocard*8che  Winkel  des  Dreiecks.     W.  Fährmann.    Gran.  Archiv  2.  K. 

VI,  1,  218. 

219.  Neuer  Punkt  und  Gerade  in  der  Dreiecksebene.    J.  Hermes.    Grün.  Archiv 

2.  B.  VI,  487. 

220.  Sur  les  aires  de  quelques  triangles.    Barbarin.    Mftthesis  VIII,  15. 

221.  Propri^tä  d*un  quadrilat^re  ä  la  fois  inscriptible  et  circonscriptible.    D^prez. 

Mathesis  VlII,  237. 

Potential. 

222.  Ueber  das  Gesetz  der  Veränderlichkeit  der  Schwere  für  das  Jacobi'sche  Gleich- 

gewichtsellipBoid.    Th.  Schmid.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUI,  188.  -  L. 
Matthiessen  ibid.  806. 

223.  Sur  quelques  consä^uences  de  la  formale  de  Gauss  et  sur  la  thäorie  du  po- 

tentiel.    Ph.  Gilbert.    Joum.  math^m.  Sär.  3,  X,  429. 

224.  Die  Widerstandsgleichung  einer  Potential -Niveaufläche.  R.Ulbricht.   Ztschr. 

Math.  Phys.  XXXIII,  872. 

225.  Potential  einer  elliptischen  Walze.    Ulr.  Bigler.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  225. 


Duai  einer  eiiipascnen  wai 
[Vergl.  Bd.  XOI,  Nr.  642.J 
:gl.  Keihen  230. 
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Beetifleation. 

226.  De  la  longueur  d*une  ligne.    Goedseels.    Mathesis  VUI,  Supplement. 

227.  Sur  Tarticle  de  Mr.  Goedseels:  ^^De  la  longueur  d'une  ligne."    P.  Mansion. 

Mathesis  VUI,  262. 

228.  Zur  Rectification  der  Hvperbel.   E.  Oekinghaus    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  223. 

229.  Sur  la  rdsolution  de  requation  dx^  +  dy^-^dz^^  d^  et  de  quelques  equatioiis 

analogues.     G.  Darboux.    Journ.  mathäm.  Sdr.  4,  III,  305. 

Reihen. 

230.  Ddveloppements  en  s^ries  trigonom^triques  de  certaines  fonctions  päriodiques 

vmfiant  requation  ^JP=0.     P.  Appell.    Journ.  mathem.  Sär.  4,  III,  5. 

231.  Zur  Theorie   der   harmonischen  Reihe.    U.  Simon.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI, 

105,  220. 

232.  Sur   le   coefGcient  du   tenne   g^n^ral   dans  certains  däveloppements.    A.  H. 

Anilin.    Joum.  mathäm.  Sär.  4,  II,  139. 

233.  üeber  die  Entwickelung  von  e-*  '^-*)  in  eine  Potenzenreibe  nebst  einigen 

Anwendungen  derselben.    L.  Saalschütz.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  305. 

234.  2^  =  -=-  si  on  comprend  par  a«  le  plus  grand  diviseur  impair  de  n.     W. 

Mantel.    Mathesis  VUI,  208. 
Vergl.  Functionen  68,  70,  78. 

Bichtangigrttisen. 

235.  On  multiple  algebra.    A.  Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XXli,  270. 

S. 

Sphlrik. 

236.  Th^oräme   sur   le    quadrilat^rc  sphärique.    Beyens,  Deprez,  Demouli n. 

Mathesis  VlII,  52. 

Stereometrie. 

237.  Polyädres  k  faces  triangulaires  et  ä  faces  quadrangulaires.     Droz.     Mathesis 

Vni,  166. 

238.  Sommet  commun  de  deux  cönes  scmblables  construits  sur  deux  ccrcles  dans 

Tespace.    Emmerich,  heyens,  Ghuys.    Mathesis  VIII,  103. 
Vergl.  Tetraeder. 

Snbititiitionen. 

239.  Les  fonctions  fnchsiennes  et  Tarithm^tique.    H.  Poincar^.    Joum.  mathem. 

Sär  4,  III,  405. 

240.  Sur   les   groupes  transitifs  dont  le  degr(§  est  le  carr^  d'un  nombre  premier. 

L.  Sylow.    Acta  math.  XI,  201. 

241.  Recherches  sur  la  transformation  par  des  substitutions  reelles  d'unc  nomme 

de  2  ou  de  3  ciurr^  en  eile  mSme.  Lip seh i tz  (J.  Molk).  Journ  mathem. 
Sär.  4,  II,  873. 
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Hecherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  contena  dans  le  groape  Cremona.    L. 

Autonne.    Journ.  mathäm.  Sdr.  4,  I,  48t;  11,  49. 
Bechercbes  sur  les  groapes  d'ordre  fini  contenas  dans  le  groape  des  sabstita- 

tioDs  lineaires  de  contact.    L.  Autonne.   Journ.  matn^m  S^r.  4,  Tll,  63. 


T. 

Tetraader. 

üeber  mebrfacb  perspective  Tetraeder.    L.  Klug.    Grün.  Archiv  2,  R.  VI,  93. 
üeber  Triederscbnitte  und  Minimaltetraeder.    B  ermann.    Grün.  Arcbiv  2.  B. 

VI,  76,  219. 
Denx  t^traädres  ayant  mSme  centre  de  gravitä.    Emmericb.   Matbesis  Vm, 

24.  —  J.  Neuberg  ibid. 

Trägheitemoment. 

Moments  d*inertie  du  trianffle  et  du  tdtra^dre    E.  Cesaro.  Matbesis  VIII,  183. 

Moment  d*inertie  du  triangle.    P.  Mansion.    Matbesis  VIII,  227. 

Moment  d'inertie  d*un  quadrilat^re  par  rapport  au  point  de  rencontre  des 

droites  qui  joignent  les  milieuz  des  cöti^s  oppos^s.   V.  Jamet.    Mathesis 

VIII,  282. 

Trigonometrie. 

Calcul  des  li^es  trigonom^triques  des  arcs  du  premier  quadrant  de  8  en  8 

degr^s.    E.  Gel  in.    Matbesis  VIII,  Supplement. 
Questious  diverses  de  trigonom^trie.    E.  Gelin.    Mathesis  VIII,  Supplement. 

Sur  les  Cosinus  des  six  premiers  multiples  de  -—•    Emmericb,  J.  Beyens, 

Stoyvaeri    Matbesis  VIII,  22.  —  Lambotte,  Bonnet,  D^prez  ibid. 
23.  —  Choisis  ibid.  23. 
Eqnation  la  plus  simple  admettant  pour  racines  les  tangentes  et  les  cotan- 
gentes  de  3°,  21°,  33°,  39°.    Gelin.    Matbesis  VIII,  172. 

a«.co«py  +  6«.co<^Y  +  c*.coeflfY     ^^^ 
Dans  tout  triangle  on  a  ^ 5 ^ =-5 — .    Beyens, 

Falisse,  Bochetti.    Mathesis  VIII,  54.  —  Busso,  Emmerich,  Meu- 

rice,  Ddprez  ibid.  55. 
iSquations  entre  des  fonctions  trigonometriques  des  angles  d*an  triangle  plan. 

Fran^ois,  Moienbroek,  Denys,  D^prez.    Matbesis  VIII,  211. 
£quations  entre  des  fonctions  trigonometriques  de  4  angles  dont  la  somme 

est  (2n+l)».    E.  Gelin.    Matbesis  VIII,  277. 
Sur  quelques   esp^ces   particuliäres   de  triangles.     J.  Neuberg.     Mathesis 

V 111,  jS4o. 

Evaluation  de  la  puissance  n  d*un  c6te  d*un  triangle  au  moyen  des  deux  autres 
cötes  et  de  deux  angles.    Emmericb,  Laisant.    Mathesis  VIII,  102. 

Connaissent  nn  angle  A  d*an  triangle  et  ensus  Tangle  entre  les  droites  joig- 
nant  A  aux  points  de  trisection  du  cdtd  oppose,  calculer  les  deux  autres 
angles  du  tnanffle.    Campbell,  Emmericb.    Mathesis  VIII,  58. 

Ueber  einige  Winkel-  und  Längenrelationen  am  Dreieck.  E.  Zabradnik. 
Grün.  Arcbiv  2.  B.  VI.  416. 

Sur  les  angles  sous  lesquels  on  voit  les  diagonales  d*un  cube  d*nnpoint  quelc- 
onque  de  la  sph^re  inscrite  au  cube.  Gerondal,  Meurice,  Emmerich, 
Beyens.    Mathesis  VIII,  77. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Baumes.    Determinantep  21. 


V. 

ültraelliptisehe  Transeendenten. 

Beiträge   zur  Transformation   der  byperelliptiscben  Integrale.    Wo  Id.  Hey> 
mann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  31,  313. 
Vergl.  Abersche  Transcendenten. 


< 
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Wahrseheinliehkeitardehniing. 

268.  Ueber  zwei  Sätze  der  Wahrscheinlichkeitsrecbnang.    Fr.  Hof  mann.  Ztschr. 

Math.  Phys.  XXXIII,  376. 
264.  Probabilitä  que  la  iomme  x-^y  eoit  premier  avec  n,  pendant  qae  x^n^y^n, 

Laisant.    Mathesis  VIII,  252.  —  J.  Neuberg  ibid.  254. 


Zahlentheorie. 

265.  UntersuchimgeD  über  die  Normen  complezer  Zahlen.    K.  Schwerin g.   Acta 

math.  Xl.  265. 

266.  Eine  Eigenschaft  der  Primzahl  107.    E.  Schwering.    Acta  math.  XI,  119. 

267.  Propositions  arithmätiques  tiräes  de  la  throne  de  la  fonction  exponentieile. 

Lipschitz.    Joarn.  maÜiäm.  S6t.  4,  II,  219. 

268.  Consäquences  du  thäordme  de  Wilson.    J.  Neuberg.    Mathesis  VII,  2:26. 

269.  Sur  un  th^or^me  de  Mr.  Oltramare.    Cesaro.    Mathesis  VllI,  129.    [Vergl. 

Bd.  XXXIII,  Nr.  268.] 

270.  Sur  les  nombres  parfaits.    J.  J.  Sylvester.    Mathesis  VIII,  57.  —  Cl.  Ser* 

vais  ibid.  92,  135.  —  Cesaro  ibid.  112.    [Vergl.  Bd.  XXXI II,  Nr. 263.) 

271.  Sur  le  chiffre  final  de  la  somme  des  puissances  p  de  10  nombres  cons^mtift. 

Brocard,    Gelin,    Molenbroek,    Emmerich,    Mosnat.     MatheBi 
Vni,  108. 

272.  Ueber  manche  Quadrate.    Fei.  Clauss.    Qrun.  Archiv  2.  B.  VI,  424. 

273.  Des  soIutionE  enödres  de  xy  '^ax-hby  =  c.    Beyens,  Bruyr,  Emmerich, 

Laisant.    Mathesis  VIII,  213. 

274.  Sur  une  somme  de  5  carr^s.    Brasseur,   D^prez,   Emmerich,  Molen- 

broek. Mathesis  VIII,  145. 
276.  La  diff^rence  de  deux  cubes  cons^cutifs  n*est  jamais  un  bicarrä.    Faaqnem- 

bergue.  Mathesis  VIII,  21. 
276.  2n*«=(2i)  +  l)*+(2g  +  l)*  est  impossible  sauf  pour   le  cas  n  =  6,  2g+l  et 

2^41  dtant  des  nombres  Premiers.  Fanqnembergue.  Mathesis  Y III, 76. 
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Lucas  Faoiuolo. 

Eine  biographische  Skizze 


Ton 


Dr.  H.  Staigmülleb, 

Profeitor  am  kOnlgl.  Baalgymnarinm  lu  Stuttgart. 

(Sohluii.) 


Im  Tractat  XI  giebt  Paciuolo  die  erste  Darstellung  der  doppelten 
BuchfQhrung.  In  Betreff  dieses  Tractats  verweise  ich  aaf  die  treue  Wieder- 
gabe und  die  vielfachen  Berücksichtigungen,  welche  derselbe  in  verschie- 
denen von  mir  oben  angeführten  Abhandlungen  des  Herrn  Privatdocenten 
Dr.  Jaeger  erfuhr.  Ich  für  meinen  Theil  möchte  hier  nur  die  Vermuthung 
aussprechen,  dass  Paciuolo  wahrscheinlich  in  der  Zeit,  welche  er  in  dem 
Hause  des  Kaufherrn  Antonio  de  Bopiansi  zubrachte,  sich  die  Kennt- 
nisse der  damals  in  Venedig  üblichen  Art  der  doppelten  Buchführung  an- 
eignete ,  um  nun  als  Erster  ihre  Lehre  in  eine  strenge  Darlegung  zusammen- 
zufassen und  dem  Drucke  zu  übergeben. 

Der  Tractat  XII  trägt  den  Titel  „Tariffa^.  Wie  heute  noch  den  Lehr- 
büchern über  Arithmetik  meist  als  Anhang  Tabellen  zur  Vergleichung  der 
in  den  einzelnen  Ländern  gebräuchlichen  Maasseinheiten  beigegeben  sind, 
welche  Tabellen  vor  noch  nicht  allzulanger  Zeit  auch  bei  uns  sich  durch 
nichts  weniger  als  Einfachheit  auszeichneten,  so  schliesst  auch  Paciuolo 
den  arithmetischen  Theil  seines  Werkes  mit  Tabellen  ähnlichen  Inhalts,  in 
denen  vor  Allem  auch  die  Wechsel-  und  Oeldgebräuche  der  für  den  italie- 
nischen Kaufmann  in  jener  Zeit  in  Betracht  kommenden  Länder  tarifmässig 
zusammengestellt  sind.  Dieser  Tarif  zeigt,  den  damaligen  politischen  Ver- 
hältnissen Italiens  entsprechend,  eine  Mannigfaltigkeit,  für  welche  wir  heute 
nur  noch  ein  mitleidiges  Lächeln  haben.  Ausser  solchen  Vergleichungen 
sind  dem  Tarife,  der  hauptsächlich  für  den  Gebrauch  in  Venedig  und  Flo- 
renz bestimmt  war,  einige  Winke  über  Waarenkenntniss  beigegeben.  Dass 
solche  Zusammenstellungen  nie  das  Werk  eines  Einzelnen  sind,^)  sondern 
aus  dem  Verkehr  selbst  herauswachsen,  ist  klar  und  so  werden  sicherlich 
solche  Tarife  lange  vor  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  in  den  Comptoiren 

1)  Brandaglia  scheint  der  Ansicht  zu  sein,  dass  Paciuolo  wenigstens 
einen  grosMii  Tb^  d«  Moftiaaii  tainet  Tarifii  auf  seinen  Reisen,  speciell  der  Orient- 
reise getanv"  ^^h  in  keiner  Weise  b«iv^<ds&«^\Ascc^. 
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verwendet  worden  sein ,  und  nichts  ist  natürlicher,  als  dass  dieselben  splter- 
hin  ohne  Automamen  gedruckt  wurden.     Ein  solcher  Tarif  erschien  1481 
unter  dem  Titel:  „Questo  e  el  libro  che  tracta  di  mercatantie  et  usanzedi 
paesi''  ohne  Autornamen,  eine  andere  Ausgabe  trägt  nicht  einmal  einDraek- 
jähr.     Dieser  Tarif  wird  einem  Giorgio  di   Lorenzo   Chiarini  xog»- 
schrieben,    da   diesen   Namen    ein   Manuscript   der   Magliabecchiana  xdgt 
Paciuolo's  Tarif  stimmt  mit  jenem  wörtlich  überein ;^)  deshalb  wurde Pa- 
ciuolo  von  der  einen  Seite  des  Plagiats  beschuldigt,  von  der  andern  die 
Hypothese  aufgestellt,  dass  auch  jener  Tarif  von  ihm  verfasst  sei.')  Gegen  diese 
letztere  Annahme  sprechen  zwei  Gründe.    Erstens  finde  ich  niirgends  in  Pa- 
ciuolo's  Werken  eine  diesbezügliche  Andeutung;  im  Gegentheil  sagt  de^ 
selbe,  er  füge  diese  Notizen  bei,  „obgleich  sie  durch  viele  Andere  in  Ter- 
schiedenen  Zeiten  gesammelt  wurden'',')  und  zweitens  befand  er  sich  1481 
auf  Beisen,  speciell  in  Zara.     Doch  kann  nach  obiger  Darstellung  Pacinolo 
ebenso   wenig  der  Vorwurf  gemacht  werden,  mit  diesem  Tarif  ein  Plagiat 
verübt  zu  haben,  als  man  heute  einen  solchen  Vorwurf  unter  analogen  Te^ 
hältnissen  erheben  würde.^)     und  zudem  enthält  auch  schon  das  den  Jflng- 
lingen  von  Perugia  im  Jahre  1478  gewidmete  Werk  einen  Tarif,  der  mit  obigem 
wohl  identisch  sein  dürfte,  und  den  Paciuolo  vielleicht  ebenfiEklls  seinem 
Aufenthalt  im  Hause  des  Kaufherrn  Antonio  de  Ropiansi  verdankte. 

Doch  nicht  nur  auf  den  Inhalt  der  Werke  Paoiuolo's  werden  wir 
unser  ürtheil  über  denselben  als  Mathematiker  gründen,  sondern  aach  aof 
die  Art  und  Weise  der  Behandlung  dieses  Inhalts,  und  hier  macht  sidi 
unseren  heutigen  Forderungen  gegenüber  bei  Paciuolo  in  hohem  Grade 
ein  Mangel  an  Strenge  bemerklich.  Hat  Paciuolo  z.B.  irgend  eine  Vor- 
schrift zur  Lösung  einer  bestimmten  Art  von  Aufgaben  gegeben,  so  iÜhlt 
er  nur  in  den  allerseltensten  Fällen  das  Bedürfniss ,  ausser  der  Probe  einen 
directen  Beweis  für  die  Richtigkeit  seiner  Vorschriften  zu  geben.  Paciuolo 
erweist  sich  in  dieser,  ich  möchte  sagen  dogmatischen  Behandlung  der 
Mathematik  als  echtes  Eond  des  Zeitabschnitte,  an  dessen  Ende  er  steht, 


1)  Wie  schon  Libri  1840  bemerkte.  Vergl.  dessen  Histoire  des  tdenoei 
math^matiques,  Bd.  IIl  S.  148  Anm.  2. 

2)  Vergl.  z.  B.  die  Bemerkungen  zu  diesem  Tarife  in  Bicardi*8  Bibliotaea 
matematica  italiana. 

3)  „Benche  per  moUi  aUri  se  nabino  recoUeper  diverai  tempi/*  VergL  „Stm» 
mario  de  la  quarta  parte  principäle**  der  „Summa". 

4)  Aehnliche  Tarife  dürften  überhaupt  die  meisten  grösseren  der  damaligen 
arithmetischen  Werke  enthalten  haben.  VergL  z.  B.  Tagliente*8  „Libro  d'abaoo". 
Derselbe  Verfasser  gab  1525  ebenfalls  eine  Lehre  der  doppelten  Buchführung  heraoa. 

Bei  Alledem  ist  aach  im  Auge  zu  behalten ,  dass  bei  der  damaligen  relativen 
Seltenheit  und  dem  hohen  Preise  der  Drucke  Paciuolo  sich  bemühen  musate^ 
mit  seinem  Werke  möglichst  viele  andere  dem  Käufer  zu  ersetzen.  So  aehreibt  er 
eben  in  Bezug  auf  diesen  Tarif  auch,  er  setze  ihn  bei,  damit  der  Kaufmann  Alles, 
was  er  brauche,  stets  zu  Händen  habe.    VergL  Summario  der  „ Summa **• 
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und  darf,  weder  was  Schärfe  und  Strenge  des  mathematischen  Denkens, 
noch  was  Freiheit  in  der  Behandlung  der  einzelnen  Aufgaben  anbetrifft, 
die  Schuhriemen  seines  Meisters,  des  grossen  Pisaners  lösen.  Auch  mehr 
&a8serlich  betrachtet,  kann  die  Art,  wie  Paciuolo  seine  Wissenschaft  Tor- 
trSgt,  keine  streng  systematische  genannt  werden,^)  wenn  auch  überall  das 
Sireben  nach  einem  solchen  Vortrag  angenehm  berührt. 

Dass  aber  in  einer  Zeit,  in  welcher  es  beinahe  für  eine  grössere  That 
galt,   Etwas  auf  die  Alten  zurückgeführt,  als  selbst  entdeckt  zu  haben, 
Paciuolo  trotz  aller  dieser  Mängel  durch  seine  „Summa^   hohen  Kuhm 
erwarb,*)  ist  nicht  zu  verwundern,  und  Paciuolo  ist  der  Letzte,  welcher 
ans  darüber  im  unklaren  lässt.     Vollständig  berechtigt  ist  er,   wenn  er  in 
seinem  Briefe  an  Petrus   Soderini    sich  selbst  das   Zeugniss  ausstellt: 
sJS^o  vero   qai  a  teneris  ttnguiculis  pertinadssimo  sttidio  in  his  (sc.  disci- 
pünis  quas   Oraeci  Mathematicas  appeUant)   aliquem  profiäum^  (issecutus 
^99'uUorum  itidicio  viderer",  und   in  mehr  als  einer  Beziehung  ist  es  zutref- 
fend, wenn  ihn  Daniel  Cajetan  in  dem  oben  erwähnten  Briefe  „äUerum 
^^ostrae  aetatis  Nicomachum*'  nennt. ^)     Eigen thümlich  berührt  es  uns  aber^ 
Wenn  Paciuolo  immer  wieder  seinen  Ruhm  durch  namentliches  Aufzählen 
▼on  hochgestellten  Freunden,  Bekannten  und  Zuhörern  zu  illustriren  sucht,^) 
^üd    geradezu  zu  verurtheilen  ist  es,   dass  er  jenen  Brief  Daniel   Caje- 
taii's    seinem   Werke   vorausschickt.      Cajetan   überschreitet   nämlich   in 
^iolem   weit  die  Grenzen  freundwilliger  Becension,  und  wenn  auch  nicht 
geleugnet  werden  soll,  dass  Paciuolo  sich  seiner  „ Divina'*  gegenüber  in 
S^^Xiz  anderem  Sinne  als  Autor  fühlen  durfte,  als  seiner  „Summa'*  gegen- 
^^>Qr,  so  ist  doch  in  jenem  Briefe  die  Stellung  Paciuolo*s  als  Mathematiker 
^^  folgenden  Worten  vollständig  verkannt:^)  ^^ut  quod  nuUus  in  id  genus pro- 


1)  So  wendet  z.  B.  Paciuolo  in  seiner  „Somma*'  die  Lösung  quadratischer 
Gleichungen  praktisch  schon  lange  an,  ehe  er  sie  lehrt.  Vielleicht  hängt  dieser 
Hangel  auch  mit  der  von  mir  auf  8.  99  aufgestellten  Hypothese  zusammen. 

2)  So  schreibt  Paciuolo  in  seinem  Werke  „De  viribus  quantitatis'*  von  seiner 
„Summa**:  „et  gia  per  tutto  Vumverso  divuigata*'. 

8)  Soll  profectum  (=  Erfolg)  heissen. 

4)  Wie  Nicomachus  der  Erste  ist,  der,  wenn  ich  so  sagen  darf,  eine 
„Summa**  der  Arithmetik  zusammenstellte,  welche  auf  uns  kam,  so  ist  Paciuolo 
der  Erste,  der  ein  solches  Werk  dem  Drucke  übergab.  Allerdings  ist  Paciuolo's 
„Summa**  nicht  das  erste  überhaupt  gedruckte  arithmetische  Werk;  von  italie- 
nischen Drucken  sind  z.  B.  älter  der  ohne  Automamen  1478  in  Treviso  gedruckte 
Abaco,  sowie  das  von  1484—1567  in  elffacher  Auflage  erschienene  arithmetische 
Werk  Pietro  Borgi*s.  Diese  Werke  scheinen  jedoch  sich  nur  mit  dem  prak- 
tischen Rechnen  beschäftigt  zu  haben  und  keineswegs  den  Titel  „  Summa**  zu  ver- 
dienen; zudem  ist  Paciuolo^s  Werk  über  Arithmetik  und  Geometrie,  das  er  den 
Jünglingen  von  Perugia  widmete,  so  alt  oder  älter  als  jene  Werke. 

6)  Vergl.  hierzu  z.  B.  Anm.  6  zu  8.  94  dieses  Aufbatzes. 

6)  In  ähnlicher  Weise  überschätzt  auch  Bini  die  8tettiiil|r  1 
Mathematiker. 
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fessione  ad  hone  usque  cUem  atU  comprehendere  poiuU  aui  sdvühksdßum 
aUissitni  inUüeditö  indagine  conquirit  atgue  vestigcU^^.  Ausser  einer  luer 
dnrchleachtenden  gewissen  Eitelkeit  wird  gegen  Pacinolo  auch  der  Vonnirf 
des  Neides  gegen  jüngere  Talente  erhoben.^)  Diese  Vorwürfe  gegen  den  Cha- 
rakter Paciuolo's,  die  wohl  als  berechtigt  anerkannt  werden  dürften,  nfgea 
leicht  gegen  andere,  anf  welche  ich  nnn  eingehen  mnss^  and  deren  Gnuid- 
losigkeit  ich  nachzuweisen  Tersuchen  werde. 

Vielfach')  wird  gegen  Paciuolo  der  Vorwurf  des  Plagiats,  begangn 
an  Leonardo  Pisano,  erhoben;  so  schreibt  Fabroni:  ,t^^ju8que  {i  e. 
Leonardo's)  scripta  etc.  . . .  expüaverü  Lucas^\  und  in  der  That  kaim 
leicht  gezeigt  werden,  dass  vielleicht  drei  Viertel  der  ganzen  ,Siuniiis' 
Leonardo 's  Werken  entnommen  sind.  Eine  Vergleichung  der  enta 
Distinction  der  „Summa **  mit  Leonard o's  „Liber  quadratorum*  xeigi 
z.  B.,  dass  Paciuolo  den  ganzen  zweiten  Theil  jener  Distinction  dorther 
entlehnte,  ohne  jedoch  im  Entferntesten  die  lichtvolle  und  strenge  Dantei- 
lung seines  Vorbildes  zu  erreichen.  Aber  zu  Anfang  (Tract  IV  Art  4)  wie 
am  Schlüsse  (Art  9)  dieses  Auszuges  aus  Leonardo 's  ^Liber  quadratonm' 
erwähnt  Paciuolo  ganz  ausdrücklich  seine  Quelle,  im  zweiten  Falle  sogv 
mit  der  Bemerkung,  dass  dort  die  von  ihm  nur  angeführten  Regeln  bewie- 
sen seien.  Diese  Quellenangaben  sind  so  genau,  dass  Libri,  der  Leo- 
nardo's  „Liber  quadratorum**  für  verloren  hielt,  im  Stande  war,  dessen 
Inhalt  richtig  zu  reconstruiren.^  In  seiner  Geometrie  vollends  beginnt  Fs- 
ciuolo  gleich  das  erste  Capitel  mit  der  Erklärung,  dass  er  hauptsiclüidi 
Leonardo  Pisano  folgen  werde  und  deshalb  sei,  wo  er  keinen  Autor 
angebe,  stets  Leonardo  derselbe;^)  die  übrigen  Autoren  dagegen  werde 
er  nennen,  unter  solchen  umständen  und  dazu  noch  bei  einem  Werke,  das 
sich  ausdrücklich  für  eine  Arbeit  compilatorischen  Charakters  ausgiebt,  Ton 
einem  Plagiat  zu  sprechen  ist  in  keiner  Weise  gerechtfertigt,  und  in 


1)  Vergl.  Yermiglioli^s  Biographie  Bigazzini  Girolamo*8  L  (1480-1564). 
Jene  Biographie  beruht  auf  einem  Manuscript  eines  gewissen  Sotii  vom  Jahre  l&iO» 
Dieses  ManuBcript  wurde  1831  von  Mariotto  Antinori  herausgegeben.  Allerdingi 
könnte   der  Grund,  warum  Paciuolo   dem  über  schwierige  zahlentheoretiache 
Fragen  Auskunft  verlangenden  Schüler  antwortete,  er  wolle  zuviel  wissen,  aocb 
ein  anderer  als  Neid  gewesen  sein!    Ich  möchte  hier  eine  Notiz,  die  ich  in  eben 
jener  Biographie  fand,  beisetzen,  da  dieselbe  für  die  Gteschichte  der  Mathematik 
in  Deutschland  von  einigem  Interesse  ist.    Dort  las  ich  nämlich:  wäre  Girolamo, 
ein  Schüler  Paciuolo *s,  nicht  durch  gewisse  häusliche  Verhältnisse  verhindert 
gewesen,   „so  würde  er,  um   sich  in  Mathematik  besser  zu  unterrichten,   nach 
Erakau,  Ulm,  Tübingen,  Wien,  Paris  und  Nürnberg  sich  begeben  haben,  woselbst 
diese  Wissenschaft  mit  grösstem  Eifer  betrieben  wurde'*. 

2)  Vergl.  auch  Foscarini. 

3)  Vergl.  Libri,  Bd.  11  S.  40. 

4)  Vergl.  „Summa^  II,  Bl.  1,  i:  „E  perche  not  seguüiamo  per  la  magi&r  parte 
Leonardo  Pisano  io  intendo  dechiarire  che  quando  si  porra  aicuna  proposta  senza 
autore,  quella  sia  dt  detto  Leonardo." 
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^hat  ist  anch  dieser  Vorwurf  nie  mit  der  SchSrfe  und  Gehässigkeit  gegen 
I^aciuolo  erhoben  worden  wie  der,  zu  dem  ich  nun  übergehe. 

Vasari  schreibt  in  seiner  Biographie  des  Malers  Pier o  della  Fran- 
cesca:  „ünglQcklich  in  Wahrheit  sind  Diejenigen,  welche,  indem  sie  sich 
bemühen,  in  den  Wissenschaften  Anderen  zn  nützen  und  sich  selbst  Ruhm 
Sa  erwerben,  durch  Ejrankheit  oder  Tod  verhindert  werden,  die  begonnenen 
Werke  zu  Tollenden.     Ja  nicht  selten  geschieht  es,   wenn  die  Werke  fast 
vollendet  oder  zu  einem  gewissen  Abschluss  gediehen  sind ,  dass  der  Eigen- 
dünkel Derjenigen,   welche  ihre  Eselshaut  mit  dem  glänzenden  Felle  des 
Löwen  zu  bedecken  suchen,   sich  dieselben  anmasst.    ...    Piero  galt  für 
einen   Torzüglichen  Meister  in   den  Schwierigkeiten  der  regulären   Körper, 
sowie  in  der  Arithmetik  und  Geometrie,  wurde  aber  im  Alter  durch  Blind- 
heit und  Tod  verhindert ,  die  Früchte  seiner  Arbeiten,   seine  vielen  Werke 
herauszugeben,  welche  noch  in  seiner  Vaterstadt  Borge  aufbewahrt  werden. 
Deijenige  aber,  welcher  mit  allen  Kräften  sich  hätte  bemühen  sollen,  ihm 
Bubm  zu  erwerben,  weil  er  Alles,  was  er  wusste,  von  ihm  hatte,  suchte 
als   gottloser  und  tückischer  Mensch  den  Namen  Piero's,  seines  Lehrers, 
zu  vernichten   und  sich  selbst  widerrechtlich  die  Ehre  anzueignen,   welche 
Jenem   allein   zukam,    indem  er  unter  seinem  Namen  als  Fra  Luca  dal 
Borge    die  Früchte    der  Mühen  jenes   guten   Greises   veröffentlichte.    ... 
Piero  war;   wie  gesagt,   sehr  eifrig  im  Studium  der  Kunst,  beschäftigte 
sich  viel  mit  Perspective,   und  besass  sehr  gute  Kenntnisse  in  Euklid,   so 
dass  er  die  richtigsten  umrisse  der  regelmässigen  Körper  besser  als  irgend 
sonst    ein   Geometer  verstand.      Ja  die   meisten  Aufklärungen  über  diese 
Gegenstände  haben  wir  von  ihm,    denn  Meister  Luca  dal  Borge,  der 
über  die   regelmässigen  geometrischen  Körper  schrieb,   war  sein  Schüler; 
und  als  Piero,  nachdem  er  viele  Bücher  geschrieben  hatte,  gestorben  war, 
masste  sie  sich  Meister  Lucas  an  und  Hess  dieselben,  als   sie  ihm  nach 
seines  Meisters  Tod  zu  Händen  kamen,  als  die  seinigen  drucken.'' 

Auf  diese  Anklage,  welche  bis  heute  oft  wiederholt  und  oft  zu  wider- 
legen versucht  wurde,  ist  zunächst  zu  erwidern,  dass  Paciuolo  gerade  den 
Piero  della  Francesca  in  ganz  hervorragender  Weise  mehrfach  als  Autor 
citirt.  Aus  der  grossen  Zahl  dieser  Stellen,  in  welchen  Piero  meist  das 
Epitheton  „monarcTia  deUapidura"  führt,  verweise  ich  speciell  nur  auf  drei. 
In  den  beiden  ersten^)  theilt  Paciuolo  mit,  dass  Piero's  Werk  über  Per- 
spective sich  in  der  Bibliothek  des  Herzogs  von  ürbino  befinde;  in  der 
dritten,*)  dass  jenes  Werk  von  einem  tüchtigen  Sprachkenner  ins  Lateinische 
übertragen  worden  sei.  Die  Gesammtheit  dieser  Stellen  zeugt  doch  unwider- 
leglich dafür,  dass  Paciuolo  keineswegs  „den  Namen  seines  Lehrers  zu 
vernichten  suchte''.  Wenn  so  diese  Anklage,  welche  Vasari  gegen  Paciuolo 
vorbringt,  im  höchsten  Grade  ungerechtfertigt  ist,  so  bleibt  noch  zu  unter- 

1)  ^^Summa'^  Einleitungsbrief  an  Guidobaldo,  und  ^^ Divina''  1,  El.  33,  i. 

2)  „Summa"  I,  El.  68,  2. 
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suchen,   wie  weit  sich  überhaupt  der  Einfloss  Piero's  aaf  Paciaolo  o- 
btreckt.     Hierbei  ist  Tor  Allem  festzustellen,   dass  der  Kreis  dessen,  nu 
Paciuolo  in  seinen  uns  erhaltenen  Werken  yon  den  ErgebnisBeQ  selbst- 
sUlndiger  Forschung  Pier o's  sich  angeeignet  haben  kOnnte ,  nicht  sdirgrai 
ist;  da  ja  jene  Werke  selbst  nicht  allzuviel  enthalten,  was  nicht  aasilterei 
Schriftstellern  nachzuweisen  wäre.    Von  diesem  Gesichtspunkte  ans,  mgkidi 
mit  Berttcksichtigung  der  Ton  Vasari  dem  Piero  hauptsfichlich  zogesdiiie- 
benen  Verdienste ,  komme  ich  zu  dem  Schlüsse ,  dass  jener  Einfluss  sich  lor- 
zugsweise  auf  Perspective,  sowie  Behandlung  und  perspectivische  Darstelliuig 
der   regulären  Körper  beschränkte«     Nun   ist   aber  in  den  uns  erhattena 
Werken    Paciaolo 's    nirgends   ein  Lehrgang   der    Perspective  oder  der- 
gleichen  enthalten,    und   gerade   bei   der  perspectivischen  Darstellung  der 
regulären  Körper  zeigt  ein  Vergleich  der  in  der  ,Samma*'  enthaltenen  Zeidh 
nungen    mit    denen    der   „Divina*'   den   grossen  Einfloss   Leonardo  di 
Vinoi's.     Der  Tractat  Aber  Architektur,   welcher  wohl  auch  in  Betisdit 
kommen   könnte,   ist   dagegen   zum   grössten  Theile,   manchmal  sogar  ii 
längeren   wörtlichen  Citaten,  dem  Vitruvius  entlehnt     Doch  fast  in  jedes 
(Jttpitel  weist  Paciuolo  mehrfach  auf  diese  seine  Quelle  hin.    Nor  die  bei- 
gngubeno  Tufel ,  welche  einen  menschlichen  Kopf  im  Profil  mit  übergezeidh 
iiiititm  Netze  giebt,  ist  allem  Anscheine  nach  Piero*s  Werk  entnommen,^) 
tihiiKMo  rUhrou  vielleicht  auch  die  übrigen  ziemlich  bedeutungslosen  Tafdi 
Über  lU'ohitek tonische  Glieder  etc.   von  Letzterem  her,  wenigstens  maehei 
diciHtilbou    mir  nicht  den   Eindruck,   als  hätte  sie  Leonardo'a  Hand  ge- 
Kitioliiiet.     Wenn  fernerhin')  Paciuolo   in  seinem  „Libellos'*  sieh  ansier 
HlKiid  i^rklärt,  eine  perspectivische  Zeichnung  mehrerer  von  ihm  behandelter 
VinlÜäolinor  zu  geben,  da  ihm  Leonardo*s  Meisterhand  fehle,  so  ist  dock 
kliii'i  ilas«  diesem  Werke  kein  Manuscript  Piero's  zu  Grnmde  lag.   In  einem 
titilolioii  wänm  die  Zeichnungen  die  Hauptsache  gewesen,  während  in  jenoi 
,,  litbc^lluH'*  gt«nulo  auf  die  algebraische  Berechnung  der  einzelnen  Strecken  etc. 
tlivH  lliiuptgttwioht  gelegt  wird.     Ausserdem  ist  es  doch  wahrlich  undenkbir, 
tliUH  t^iu  Manu  von  der  socialen  SteUung  eines  Paciuolo  an  einem  Wezke, 
ilnH  in  tlor  Hibliothek  seiues  Gönners  sich  befand,  und  dessen  Bekanntedüft 
in    woit^u    Kroison    selbst   eine   lateinische   üebersetzung   doenmentirt,  eis 
IMiVKit^t  vt^rübt  habe.     War  Paciuolo  Schiller  Piero's,  so  ist  selbiiftf* 
nttindlioh,    dass   or   seine   ersten   Kenntnisse   Aber   regoläre  KCrj^er  dieson 
liohvov    Yon)ankto.      Doch   ist  ein   Einfluss  Piero*s  auf  Paciuolo  nicht 
lUliMU    im  Wrhältuiss   von  Lehrer   zu   Schüler  denkbar;   uidi  Baldi  m 
jouo«  Vorhülluiss  violmehr  das  eines  Freundes  zum  Freunde.    Baldi  erdhlt^ 
woitor«   dai^s   im  Uesiu  der  Fürsten  von  Urbino  sich  ein  nac^  den  Leben 


t^  Voi^U  l^oit»i«  Del  cenicolo  di  Leonardo  dm 
*^  Vorirl,  aMtina-  11.  1^1.  Ä  i 

9^  >>T);l.  die  von  Boncompagni  mitgetheilt«  Biognj^e  Paciaolo f 
HaldiV  „Vite  de  &:atox::axioi*\ 
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gemaltes  Bildniss^)  Paciuolo's  Ton  der  Hand  Piero's  befinde.    Auf  dem- 
selben sei  Pacinolo  mit  seinem  Buche  „Tor  der  Summa ^*  dargestellt,  und 
Ton  oben  hängen  einige  scheinbar  aus  Erjstall  geschliffene  reguläre  Körper 
herab,   aus  denen,  was  die  Contouren,   sowie  was  Licht  und  Schatten  an- 
betreffe, man  ersehen  könne,  welcher  Künstler  Piero  gewesen  sei.    Liegt  in 
diesem  Bilde  nicht  ein  Beleg  dafür  vor,  dass  jene  Männer  in  ihrem  freundschaffc- 
lichen  Verkehr  auch  Fragen  aus  der  Mathematik  erörterten?    Dort  das  arith- 
metische Werk,   hier   die   stereometrischen  Modellei     Hierbei  ist  es   nicht 
ausgeschlossen,   dass  Paciuolo  von  Piero  Anregungen  erhielt,  sich  ein- 
gehender mit  den  regulären  und  den  damit  Terwandten  Körpern  zu  beschäf- 
tigen,   aus    welcher    Beschäftigung    dann    zunächst   jene    yon    mir    schon 
mehrfach  erwähnte  Modellsammlung  hervorging.     Paciuolo 's  vorzugsweise 
algebraische  Methode  der  Behandlung  jener  Körper  aber,  sowie  das  Fehlen 
von  Angaben  über  ihre  perspectivische  Darstellung  in  seinen  Werken  spricht 
mir  jedoch  deutlich  dafür,  dass  diesen  Werken  kein  Manuscript  eines  „Künstler- 
Mathematikers '^    zu   Grunde   liegt;    im   Gegentheil,  gerade  in  Behandlung 
regulärer  und   damit  zusammenhängender  Körper  ist  ja  Paciuolo  selbst 
nicht  ohne  eigenes  Verdienst.     Hiermit  glaube  ich  auch  den  Vorwurf,  dass 
Paciuolo  seine  Eselshaut  mit  dem  Löwenfelle  zu  bedecken  suchte,  als  voll- 
ständig aus  der  Luft  gegriffen  nachgewiesen  zu  haben.     Aber  ich  gehe  noch 
einen  Schritt  weiter  und  behaupte:  in  seinen  letzten  Lebensjahren  trug  sich 
Paciuolo  mit  dem  Plane,  von  den  theilweise  unvollendeten  Werken  Piero's 
Aber  Perspective  einen  Auszug  zu  veranstalten  und  denselben  dem  Drucke  zu 
übergeben,  um  so  seinem  inzwischen  verstorbenen  Freunde  ein  bleibendes  Denk- 
mal zu  errichten.    Paciuolo  schreibt  nämlich  einigen  seiner  Schüler  in  dem 
einleitenden  Briefe  zu  seinem  Tractat  über  Architektur;  dass  er  für  sie  ein  aus- 
führliches Werk  über  Architektur  zusammenstellen  und  mit  demselben  zugleich 
ihnen  auch  eine  vollständige  Lehre  der  Perspective  geben  werde,  und  zwar 
Letzteres  nach  den  Schriften  Piero  della  Francesca's,   von  welchen  er 
sich   schon  einen  Auszug  gemacht  habe.^)     „Bemühte  sich  also  Paciuolo 
nicht,  seinem  Lehrer  Ruhm  zu  erwerben?*^ 

Wenn  so  sämmtliche  Anklagen,  welche  Vasari  gegen  Paciuolo 
schleudert,  sachlich  in  keiner  Weise  begründet  sind,  so  können  sie  nur  per- 
sönlichen Motiven  entsprungen  sein.  Im  Jahre  1550  schrieb  Vasari, 
welcher  mit  der  Familie  des  Piero  della  Francesca  befreundet  war, 
zur  Hochzeitsfeier  eines  Angehörigen  dieser  Familie  jene  Biographie  des 
Künstlers.  Wahrscheinlich  hatte  Vasari  von  jenem  „ Auszuge ^^  den  Pa- 
ciuolo  aus  den  Werken  Piero's  sich  gemacht  hatte,  gehört  und  dessen 

1)  let  vielleicht  das  Bildniss  eines  Mönches  mit  Zirkel  und  Buch  in  einer  Ini- 
tiale auf  Blatt  1  der  „Summa"  eine  grobe  Wiedergabe  desselben? 

2)  Vergi.  ^^Divina'^  I,  Bl.  23,  \:  „e  cmco  con  gudla  prometto  darve piena  notitia 
ie  perspectiva  mediante  U  docttmenti  dd  nostro  conterraneo  e  cantemporäle  di  tal 
facülta  ali  tempi  nostri  monarcha  liaes^ro  P^  '  ^  dela  qucd  gia  feci 
iignissimo  compendio/' 
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Zweck  missyerstanden,  oder  diesen  Auszug  mit  anderen  Werken  Paciuolo's 
verwechselt  und  wollte  nun  das,  wie  er  glaubte,  wahre  Verhältniss  klar- 
stellen; zugleich  war  es  ihm  natürlich  Pflicht,  die  Verdienste  Piero's  als 
Mathematiker,  die  wohl  yergessen  waren  ^  nachdrücklich  zu  betonen.  Wenn 
Vasari  aber  zur  Ausführung  dieser  Absichten  die  Ton  mir  mitgetheilte 
Form  wählte,  so  kann  ich  für  mich  die  Ansicht  nicht  unterdrücken,  dass 
der  Grund  für  die  Leichtfertigkeit  und  Gehässigkeit  des  Angriffs  in  der 
Stellung  gesucht  werden  dürfte,  welche  um  jene  Zeit  die  Angehörigen  der 
Familien  beider  berühmten  Männer  in  Borge  zueinander  einnahmen.  Hierbei 
ist  noch  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  sich  Vasari  auch  sonst  als  Geschichts- 
schreiber in  hohem  Grade  unzuyerlässig  erweist. 

Zum  Abschlüsse  dieser  biographischen  Skizze  möchte  ich  nur  noch  mit 
ein  paar  Worten  auf  die  Stellung  zu  sprechen  kommen,  welche  Paciuolo 
in  der  Geschichte  der  Mathematik  einnimmt. 

Der  ^,Liber  Abbaci''  (1202)  LeonardoPisano's  bezeichnet  den  yiel- 
yersprechenden  Anfang  einer  neuen  Periode  in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik der  heutigen  Völker  Europas ;  doch  der  Fortgang  entsprach  nicht  dem 
Anfange.  In  den  folgenden  Jahrhunderten  bewegten  andere  Fragen  die 
Völker  des  Abendlandes,  und  noch  nie  war  die  Mathematik  das  Lieblings- 
kind der  damals  alle  Wissenschaften  beherrschenden  Kirche  gewesen.  So 
kam  es,  dass  drei  Jahrhunderte  nach  Leonardo  Pisano  die  Kenntniss 
des  Lihalts  seines  „Liber  Abbaci'^  die  höchste  Stufe  mathematischen  Wis- 
sens bezeichnete.  Diese  Stufe  nahm  auch  Paciuolo  ein.  Doch  jetzt  war 
das  Erbe  Leonardo *s  Allgemeingut  aller  Derjenigen  geworden,  welche  auf 
den  Titel  eines  Mathematikers  Anspruch  machen  wollten,  und  Viele  yer- 
dankten  ihre  Kenntnisse  Paciuolo*s  „ Summa '^^)  Vergeblich  sucht  man 
in  diesem  Werke  nach  henrorragend  Neuem,  doch  umfasst  es  getreu  das 
überkommene  Alte,*)  und  auf  diesem  Fundamente  standen  jene  Männer, 
welche  das  „impossibüe''^  das  Paciuolo  seinen  cubischen  Gleichungen  bei- 
schreibt, in  ein  „possibüe"  yerwandelten  und  damit  eine  neue  Periode  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  begründeten,  während  Paciuolo  den  Ab- 
schluss  derjenigen  Periode  darstellt,  in  welcher  die  heutigen  Völker  Europas 
das,  was  sie  yon  älteren  Cnlturyölkern  ererbt  hatten,  auch  erwarben,  um 
es  zu  besitzen. 


1)  Vergl.  hierzu  die  vielfache  Erwähnung  jenes  Werkes  bei  Card  an  o,  Tar- 
taglia  etc. 

2)  Wie  auch  noch  einige  andere,  zeitlich  nicht  allzusehr  davon  getrennte 
Werke,  so  vor  Allem  Ghaligai^s  „Summa**  vom  Jahre  1521. 
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Der  Compntus-Tractat  vom  Jahre  1143,  dessen  Handschrift  im  Sam- 
töelbande  275  der  Wiener  Hof  bibliothek  die  Blattseiten  fol.  27^—34^  ein- 
nimmt^)  nnd  dessen  erste  Seite  (fol.  27^)  von  Sickel  in  photographischer 

1)  Das  Jahr  1143  ist  das  Abfassungsjahr  dieser  Schrift,  worüber  zu  vergl. 
Wickel,  Lonarbachstaben,  in  den  Sitzongsberichten  der  Wiener  kaiserl.  Akademie, 
Sd.  38  (1862)  S.  170,  Note  5.    Indess  herrscht  darüber  kein  Widerspruch,  dass  die 
Bandschrift  noch  dem  12.  Jahrhundert  angehört.    Sie  ist  mit  den  oben  bezogenen 
Slättem  27—34  abgeschlossen  und  ganz  von  einer  und  derselben  Hand  geschrie- 
l>en.    Die  von  Sickel  a.  a.  0.  bezogene  Stelle  findet  sich  auf  fol.  29'  und  lautet 
daselbst:  „Anni  domini  tnutantitr  8 . kl ,ian     Anni  ab  origine  tnundi  15 .kl, apl. 
Cidus  19. in  14.lu/nae  apl,    Coneurrentes  in  kl.  marcii.  Epacte  in  kl,  septebs.    In- 
dictiones  SM.octobs/'    Die  von  Sickel  berufene  Berechnung  des  Abfassuugsjahres 
folgt  erst  weiter  unten  nach  einer  kurzen  Bestimmung  der  Quatember  nnd  lautet-' 
Anni  domini  guot  sint,  per  ordinem  indictionnm,  qui  in  presenti  8unt  75,  inuenian- 
tur.    ordines  namque  indictionum  75  per  15  multiplicandi  sunt,  quia  in  unoquoque 
ordine  15  continentur  anni,  scilicet  3  lustra  .15  (l.  quindecies)  igitur  75  1125  swnt. 
QuibuB  19  addantur,  qiwd  3  anni  transierant  de  illo  ordine,  nato  domino.   et  erunt 
1137,    addenda  est  et  indictio  prpsentis  anni,  quod  tot  preteriti  stmt  de  ultimo 
imperfecto  ordine,  scilicet  6,    Stint  itaque  onnt  domini  in  presenti  1143.     Die 
angefahrte  Epochenbestimmung  (Mutatio  awni  • . ,)  kommt  in  dieser  Handschrift 
mit  demselben  Wortlaut  noch  einmal  Yor  auf  fol.  34 ▼,  wo  sie  mit  einer  hier  eben" 
falls  folgenden  kurzen  Bestimmung  der  ieiunia  quattuor  temporum  und  der  An- 
fllhrung   der   zwölf  Himmelszeichen   die  Handschrift  abschliesst.     Aber  noch  ein 
drittes  Mal  findet  sich  diese  Formel  auf  foL  30^°  mit  etwas  abweichender  und 
theilwebe  fehlerhafter  Textirung:  Anni  ab  incamcttione  domini  mutantur  S.kLian. 
Anni  ah  origine  mundi  15,  kl.  apl.     Ciclus  lunaris  in  kl,  ian,    Cidus  19*' 
luna  apl,     Coneurrentes  in  kl.  mar.     Epacte  in  kl.  septeb,     Indictiones  8.  octob. 
Die  ersterwähnte  Wiederholung  erklärt  sich  daraus,  dass  auf  fol.  33^  überhaupt 
ein  zweiter  neuer  Tractat  beginnt,  der  den  Gegenstand  des  vorigen  wiederum  ab- 
bandelt.   Die  zweiterwähnte  Wiederholung  der  Epochen  aber  erkläre  ich  aus  dem 
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Nachbildung  veröffentlicht  worden,^)  hat  auf  der  Vorderseite  des  enten 
Blattes  dieser  Handschrift  (fol.  27^)  eine  in  kurzen  SStzen  zusammengestellte 
arithmetische  Lehrschrift  aus  der  Classe  des  sogenannten  Algorismus,  deren 
Besprechung  wir  heute  zu  unserer  Aufgabe  machen.')  Ihrer  Entstehimgi- 
zeit  nach  ist  diese  Algorismus  -  Handschrift  wohl  die  älteste  bis  jetzt  bekannte 
und  sie  theilt  mit  der  ihr  zeitlich  zun&chst  stehenden  im  Codex  was  dem 
Kloster  Salem  am  Bodensee ,^  jetzt  zu  Heidelberg,  aus  der  Zeit  um  1200 
die  wichtige  Bedeutung,  dass  sie  einen  Schluss  auf  die  früheste  Yerbreitosg 
dieser  Wissenschaft  im  Abendlande  gestattet,  während  die  gleich  zu  erwSh- 
nenden  beiden  an  Alkharismi  unmittelbar  anschliessenden  Schriften  doch 
nur  für  die  erste  Bekanntschft  einzelner  Männer  mit  diesem  Gegenstände 
zeugen. 

Die  Algorismus  -  Schrift  ist  im  Wiener  Codex  von  derselben  Hand  ge- 
schrieben, wie  der  darauf  folgende  Computus-Tractat,  und  enthält  insbeson- 
dere auch  genau  dieselben  Ziffemformen ,  wie  sie  in  dem  letzteren  zu  durch- 
gängiger, in  so  früher  Zeit  sehr  bemerkenswerther  Anwendung  kommen. 
Wenngleich  aber  diese  Algorismus -Schrift  ihren  Gegenstand  sehr  rudimentSr 
und  unvollkommen  abhandelt  und  gegenständlich  in  keiner  Beziehung  sn 
den  sehr  werthvollen  Tractat  aus  dem  Kloster  Salem  hinanreicht,  so  rer- 
dient  sie,  eben  um  der  Zeit  ihrer  Niederschrift  willen,  nichtsdestoweniga 
eine  genau  Prüfung  und  Classificirung  des  Inhalts«  Dies  um  so  mehr,  als 
namentlich  ihre  herrorgehobene  Verbindung  mit  einem  Computus-Traetat 
zugleich  einen  Fingerzeig  in  der  sehr  wichtigen  Frage  giebt,  in  welchea 
Richtungen  damals  der  Algorismus  schon  praktische  Anwendung  gefim^ 
den  hatte. 

I.  Es  war  lange  die  allgemeine  Annahme,  dass  die  abendländischen 
Völker  die  Kenntniss  der  indisch -arabischen  Ziffern  und  der  mit  ihnen 
geübten  Bechenmethode  dem  Liber  Abaci  des  Leonardo  Pisano  (Fibo- 
nacci)  von  1202^)  verdanken.  Es  ist  dies  ein  umfangreiches,  noch  latei- 
nisch geschriebenes  Werk,  welches  mit  seinem  genauen  Eingehen  auf  alle 
Einzelheiten  der  Anwendung  im  praktischen  und  namentlich  im  Handels- 
leben   einen    bedeutenden    Eindruck    macht.      Aber    die   Forschungen   der 


Zusammenhange  der  Erscheinungen,  wozu  weiterhin  die  eingestreuten,  auch  in  dem 
Compntns-Theile  auftretenden  Sprüche  und  Verse  (z.  B.  fol.  38^)  zu  rechnen,  dahin, 
dasB  die  ganze  Handschrift  die  Nachschrift  eines  oder  mehrerer  Schul  vortrage  sein 
dürfte.  Auf  diese  Weise  allein  wird  die  salope  Zusammenstellung  des  Qaosen 
begreiflich« 

1)  Monumenta  graph,  med.  aevi  fasc.  VIII.  no.  XVL 

8)  Vergl.  die  mitfolgende  Nachbildung  sammt  Tezt¥nedergabe  (Ta£  VII). 

3)  ed.  M.  Cantor  in  Zeitschr.  f.  Math  u.  Phy&  X,  S.  2flgg.  Dieser  anonyme 
Tractat  beginnt  mit  den  Worten:  ,Jncipit  liber  dlgorismi." 

4)  „Incipit  Qiber  abaci  compositus  a  leonardo  filio  Bonacij  Pisano  in 
anno  M^CC^IP'S  herausgegeben  vonBaldassarre  (principe)  Boncompagni 
in  den  Scritti  di  Leonardo  Pisano,  voL  1.    Borna  1857. 
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neuesten  Zeit  haben  gelehrt,  dass  der  Anfang  unserer  Kenntnisse  in  dieser 
wichtigen  Disciplin  der  indischen  Urquelle  weit  näher  liegt. 

In  einer  für  die  Geschichte  dieses  Gegenstandes  höchst  verdienstlichen 
Abhandlung  bemerkt  Woepcke/)  dass  die  Araber  mit  ihrer  Arithmetik, 
die  sie  ausdrücklich  und  in  zahlreichen  Stellen  als  indischen  Ursprungs  be- 
zeichnen, vielleicht  schon  gegen  Ende  des  VIII.  Jahrhunderts  bekannt  ge- 
worden seien.  Eigentlich  vertraut  mit  derselben  wurden  sie  aber  jedenfalls 
erst  durch  die  sodann  lange  Zeit  in  grossem  Ansehen  verbliebene  Schrift 
des  Abu  Djafar  Mohamed  Ben  Mussa  Alkharismi  (d.  i.  aus  Eharism 
[Chiva]  stammend,  schrieb  unter  Khalif  Almamun ;  813  —  833).  Es  ist  ein 
bemerkenswerther  Umstand,  dass  die  erste  Uebertragung  der  indischen 
Arithmetik  nach  dem  Abendlande  unmittelbar  an  Alkharismi  selbst  an- 
knüpft. Man  vermochte  neuester  Zeit  nachzuweisen,  dass  die  Bezeichnungen 
„Algoarismus^S  „ Algorismus **,  „Algorithmus^*,  unter  welchen  diese  Rechen- 
methode  bei  den  Völkern  Europas  bis  ins  XVI.  Jahrhundert  hinein  geübt 
wird,  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  der  Person  des  berühmten 
arabischen  Gelehrten  stehen,  wenn  sie  daselbst  auch  sehr  bald  zu  einer 
gegenständlichen  und  unverstandenen  Bezeichnung  der  Wissenschaft  selber 
geworden  waren.')  Ja  mehr  noch,  der  Tractat  des  Alkharismi  über  die 
indische  Arithmetik,  dessen  Urtext  leider  noch  nicht  wieder  aufgefunden 
worden,  ist  uns  wenigstens  in  einer  lateinischen  Uebersetzung,  wenngleich 
augenscheinlich  mit  manchen  Zusätzen,  erhalten  und  mit  derselben  wurde 
ausserdem  in  neuerer  Zeit  auch  eine  etwas  eingehendere  Bearbeitung  jenes 
Tractates  von  Johannes  Hispalensis  entdeckt,  sodann  Beides  zusammen 
herausgegeben    vom  Fürsten  Boncompagni.')     Dieser  Johannes  von  Se- 


1)  Propagation  des  chiffres  indiens,  im  Journal  asiatique  XVI  (VII»^«  tärie 
tome  I.  1863),  pag.  446  sq. 

2)  So  schon  bei  Fibonacci  1.  c:  Sed  hoc  totum  etiam  et  algortsmum  atque 
arcus  pictogore  quasi  errorem  coffiputavi  respectu  modi  indorum.  Noch  ent- 
schiedener der  angeführte  arithmetische  Tractat  aui  dem  Kloster  Salem:  Quaniam 
de  seientia  huius  artis,  quae  algoriemus  inscrtbitur  cet...  Der  Tractat  Omnia 
quae  a  prima eva  aus  der  ersten  Hälfte  des  XIIL  Jahrhunderts  führt  das  Wort 
schon  zurück  auf  einen  „philosophus  nomine  Älgw*',  und  diese  und  ähnliche  Ab- 
leitungen, wobei  auch  das  Wort  UQtJd'fiLog  gewöhnlich  mit  im  Spiele  war,  blieben 
von  nun  an  allgemein  geglaubt,  trotzdem  dass  die  astronomischen  Schriften  Al- 
kharismi's  in  Europa  stets  gelesen  wurden  (vergl.  Joach.  Heller,  De  elementis 
et  artibus  coelestibus,  Nürnberg  1649,  cap.  19:  Illiid  est,  quod  dixit  Älchoarismus). 
Auf  die  richtige  Ableitung  des  Wortes  Algorismus  hat  erst  Josef  Reinaud  wieder 
hingewiesen  in  M^m.  de  Tiust.  XYIIl,  n,  1849  (lectures  du  28. 8. 1846  et  20. 2. 1846), 
pag.  303.  Vergl.  AFavaroim  Bullett.  Boncompagni  XII,  pag.  116  sq.  Und  Rei- 
naud'» Yermuthung  wurde  dann  bestätigt  durch  die  Auffindung  des  von  Boncom- 
pagni veröffentlichten  Tractates  (s.  u.). 

3)  Trattati  d'Aritmetica  pubb.  da  Baldassarre  Boncompagni,  Borna  1867. 
L  Alfforitmi,  De  nomero  Indorom.    H.  Johannit  Hispalensis,  Liber  Algo- 

i^ce.    („Incipit  prologos  in  libro  aJghoarismi  de  practica 
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villa,  anch  Johannes  de  Lnna,  ein  in  Spanien  lebender  jfldiseher  Ge- 
lehrter, hatte  sich  im  Anftrage  des  Erzbischofs  Baimund  yon  Toledo 
(zwischen  1130 — 1150)  an  der  üebersetzong  arabischer  Werke  betheiligt,') 
nnd  so  erscheint  hiemach  die  Mitte  des  XII.  Jahrhunderts  als  der  splteste 
Zeitpunkt ,  in  welchem  die  indische  Arithmetik  nach  arabischen  QneUen  den 
abendländischen  Völkern  zugänglich  geworden  sein  muss.  Wenn  jene  Ueber- 
Setzung  der  Schrift  Alkharismi's,  wie  Cantor  meint,*)  von  Atelhsrt 
von  Bath  (um  1120)  herrühren  würde,  so  wäre  hiermit  auch  die  frfibeste 
Zeitgrenze  ftir  diese  wichtige  culturhistorische  Thatsache  annähernd  bestimmt 
Allein  die  Anhaltspunkte  für  Cantor 's  Annahme  sind  ziemlich  yage.')  So 
bleibt  es  sowohl  für  die  Zeitbestimmung,  als  für  den  Weg,  den  die  indische 
Arithmetik  in  Europa  gemacht  hat,  eine  nothwendige  Aufgabe,  die  ältesten 
Erscheinungen  dieses  Gegenstandes  genau  zu  prüfen. 

U.  Der  auf  Tafel  Vil  enthaltene  arithmetische  Text  giebt  sich  als  eine 
Art  Einleitung  zu  dem  unmittelbar  folgenden  Computus-Tractat,  wie  denn 
in  der  Folge  die  Algorismus-Tractate  sehr  häufig,  ja  regelmässig  in  dieser 
handschriftlichen  Zusanmienstellung  auftreten.  Die  Erscheinung  erklärt  sich 
aus  der  Natur  der  Sache.  Schon  Beda  Yen.  hat  es  für  nothwendig  ge- 
halten, die  für  den  Computus^)  nöthigen  arithmetischen  Vorkenntnisse  durch 
eine    seinem  Computus-Tractat    eingeschobene  Abhandlung    zugänglich  in 


arismetice,  qui  editus  est  a  magistro  Johanne  HyspalensL**),  ersterer  in  einer  Hand- 
schrift der  UniTersität  Cambridge  (I.  i6.  5),  letzterer  im  Pariser  Codex,  Anden 
fonds  n.  7859,  beide  Handschriften  aus  dem  XIY.  Jahrh. 

1)  Vergl.  Nouvelle  Biographie  universelle  XXVJ,  565. 

2)  Vorl.  über  Geschichte  der  Mathematik  1,  S.  611  ügg, 

3)  Indess  gewönne  die  Annahme  an  Wahrscheinlichkeit,  wenn  es  richtig  ist, 
dass  Atelhart  sich  mit  der  UebersetzuDg  der  Schriften  Alkharismi's  beschäf- 
tigt hat.  Nach  Boncompagni  im  Bullett  XIII  S.  83  tr&gt  nämlich  eine  Hand- 
schrift (Paris,  BibL  Mazarin  no.  1258)  der  astronomischen  Tabellen  Alkharismi^B 
den  Titel:  Incipit  liber  Ezich  Jafaris  Elkanrezmi  per  Adelhardnm  BathonieDsem 
ex  arabico  in  latinum  sup. 

4)  Der  Ausdruck  comptUus  wird  das  g^ze  Mittelalter  hindurch  im  engem 
Sinuc  als  technische  Bezeichnung  fSr  die  Berechnung  des  Kalenders  und  der  Eir- 
cheiizeiten  gebraucht.  Zu  den  bei  Sickel,  Lunarbuchstaben,  S.  153  Nr.  1  bezoge- 
nen Stellen  aus  den  Capitularien  Earl*s  d.  Gr.  und  des  Durandus  ans  dem 
XIII.  Jahrhunderi;  wäre  diesfalls  zu  verweisen  auf  die  einleitenden  Definitionen  der 
Computas-Tractate,  z.  B.  Johannes  a  Sacro  Bosco,  Computus  Yom  Jahre  12S2: 
(Cap.  De  aetate  luuae:  „Sed  db  incamaHone  Domini  elapsi  sunt  1232  anni/^,  pr. 
praef.:  Computus  est  scientia  considerans  tempora  ex  soJis  et  luncte  mottbus  cet. 
und  weiterhin  Cap.  De  part.  temp.  m  d. :  Cum  igitur  in  istarum  temporis  partimn 
et  differentiarum  computatione  huius  scienticte  consistctt  completio,  a  eompwtando 
nomen  computus  accepit.  Non  quod  computare  doceat,  sed  quoniam  numeris  certis 
et  suhtiliter  coniunctis  doceatur.  (Ed.  11.  De  sphaera  et  Computi,  Vitebergae 
a.  MDXLIX.)  Vergl.  noch  insbesondere  eine  Stelle  im  Specnlaro  doctrinale  des 
Vincentias  BelloTacensis  (f  um  1264),  wichtig,  weil' sie  beide  Disdplinen 
nebeneinander  definirt  (ed.  Eoberger,  Nürnberg  1486,  b'b.  XVH  cap.  IX):  Com- 
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machen.  Die  arithmetische  Methode  ist  bei  ihm  noch  die  Fingerrechnung.^) 
Das  Verhältniss  der  Rechenmethode  zu  dem  in  der  mittelalterlichen  Eirchen- 
geschichte  so  bedeutsam  gewordenen  Computus  ecclesiasticns  bietet  über- 
haupt einen  Prüfstein  für  ihre  praktische  Bedentang.  Die  Ton  Gerb  er  t 
und  seiner  Schale  geübte,  übrigens  nunmehr  als  älter  nachgewiesene  Me- 
thode') mit  den  neun  Zahlzeichen  auf  dem  Abacus  erweist  sich  in  ihrer 
beschrftnkten  praktischen  Anwendung  und  ihrem  ganzen  Charakter  nach  als 
eine  reine  Schulgelehrsamkeit,  namentlich  auch  durch  den  umstand,  dass 
die  zahlreich  erhaltenen  Tractate  dieser  Classe  nicht  die  geringste  Verbin- 
dung mit  dem  Computos  ecclesiasticus  verrathen,  wogegen  gerade  die  hier 
besprochene  Handschrift  darauf  hindeutet,  dass  die  indische  Arithmetik  diese 
Verbindung  alsbald  nach  ihrem  Eintritte  in  die  Kenntniss  der  abendlftn- 
dischen  Nationen  eingegangen  ist 

Es  sind,  wie  gesagt,  nur  sehr  kurze,  dürftige  Lehrsätze  über  die 
Bechenkunst,  die  wir  in  der  Wiener  Handschrift  vorfinden,  und  aus  diesem 
Texte  müssen  wir  noch  den  Absatz:  Secundtim  nomina  planetarum  bis  zu 
den  Worten:  ab  eo  nomen  dici  confarmato  sammt  der  vorhergehenden  und 
der  seitwärts  stehenden  Buchstabenreihe,  als  in  die  eigentliche  Zeitberech- 
n^iig  gehörig,  ausscheiden,  üeberhaupt  werden  wir  die  Wahrnehmung 
machen,  dass  wir  es  mit  einer  sehr  unvollkommen  zusammengestückelten 
Lehrschrift  zu  thun  haben;  am  Schlüsse  nach  dem  Absätze  über  die  Divi- 
sion finden  sich  einige  Verse  lyrischen  Inhalts  und  dann  folgt  ein  wieder- 
holter Absatz  über  die  Multiplication ,  den  sich  der  Schreiber  irgendwo  auf- 
gesammelt und  als  bessere  Erklärung  seines  Gegenstandes  oder  auch  zur 
Raumausfttllung  nachträglich  angefügt  haben  mag.  Endlich  muss  auch  noch 
der  Computus -Tractat  selbst  mit  einem  Satze  zur  Vervollständigung  des 
arithmetischen  Textes  beitragen  (s.  u.). 

Wir  finden  in  diesem  Texte  die  vollständigen  Capitel  De  additione, 
De  diminutione,  De  mediatione.  De  divisione.    Den  Anfang  macht 

potus  dicäur  a  computando  i.  e.  numerando,  unde  quadibet  camputatio potest  dici 
compotus  large  sumpto  fwcabulo:  proprio  vero  compositus  (1.  eompotus)  dicitar 
scientia  temporum  distinctiva  seeundum  motwn  sölis  et  lune^,  tum  ad  cognitionem 
eomm  qu/s  in  Kcdendario  sunt  festorum  immobilium,  Dicitur  ergo  eompotus  nan 
quia  compotare  tempus  doceat,  sed  quia  difficiliora  quaedam  in  eo  compotanda 
reservantur.  Quoniam  autem  ckd  intelligentiam  compoti  omniumque  maiorum  nume^ 
rorum  necessaria  est  scientia  algorismi,  sdlicet  propter  minucias  temporis  vd 
cuiuslibet  älterius  rei  numerabüis  ad  summam  facüius  redigendas,  sie  pauca  de 
algorismi  figuris  breviter  annotanda  sunt,  UebrigenB  kann  auch  Einhardus  in 
Vita  Earoli  M.  26:  Discebat  artem  computandi  et  intentione  sagaci  siderum  cursum 
curiosissime  rimabatur,  —  nach  dem  Zusammenhange  nur  im  oben  dargestellten 
Sinne  verstanden  werden. 

1)  VergL  Beda  Ven.,  opp.  ed.  J.  P.  Migne  in  PatroL  lat  tom.  XC.  (Paris 
1860)  pag.  2948.:  De  temporum  ratione,    Gap.  I:  De  computo  vel  loquela  digitorum. 

2)  Vergl.  meine  Abhandlung:  Gtorbert  und  die  Rechenkunst  des  zehnten  Jahr- 
hunderts.   In  den  Wiener  Sitrangsber.,  Bd.  96  (1888)  S.  862  flg. 
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der  Schluss  eines  Capitels  Aber  die  muUijolicaiio.  Es  scheint  nicht  einmal, 
dass  von  der  Handschrift  ein  vorhergehendes  Blatt  verloren  gegangen  wlie, 
welches  den  Anfang  dieses  Capitels  nnd  eine  ErklSmng  der  sehn  indiseben 
Zahlzeichen  nebst  der  mit  ihnen  vorzunehmenden  Zahlendarstellung  (mtm- 
ratio)  enthalten  hätte.  Diese  letztere  ist  übrigens  die  den  arabischen  Tne> 
taten  entsprechende  und  mit  unserer  modernen  genau  flbereinstimmend. 

Unser  Text  lässt  zweimal,  wenngleich  an  ganz  unmethodischen  SteUen 
und  ohne  allen  Zusammenhang  mit  der  Darstellung,  scheinbar  nur  zur  Ans- 
fnllung  leerer  Plätze ,  die  Zahlzeichen  reihenweise  auftreten ,  nach  damaliger 
üebung  in  aufsteigender  Folge  von  rechts  nach  links:  9,  8,  7,  6,  5,4, 
3,  2,  1,  0,  wie  denn  überhaupt  die  ganze  Richtung  der  Numeration  dieser 
Methode  mit  der  linksläufigen  Schrift  der  Araber  und  Inder  im  Zusammen* 
hange  steht,  üeber  einzelne  dieser  Zahlzeichen  wäre  Folgendes  hervorzn- 
heben. 

0.  Unser  Text  bietet  ftlr  dieses  Zahlzeichen  schon  den  von  den  Ara- 
bern ins  Abendland  übergegangenen  Ausdruck  ciffre  (ciffra),  der  auch  hier 
zunächst  nur  auf  die  Null  beschränkt  blieb,  bis  er  erst  in  späterer  Zeit 
eine  Verallgemeinerung  auf  die  Bezeichnung  der  arabisch -indischen  Zahl- 
zeichen überhaupt  erfahren  hat.^) 

3.  Die  Handschrift  hat  für  dieses  Zeichen,  neben  der  nur  vereinzelt 
angewandten  Form  3  (vergl.  die  in  den  Mon.  graph.  m.'  ae.  L  c.  verGffent- 
lichte  Seite)  durchwegs  die  Form  h.  Ich  vermag  die  graphische  Abstam- 
mung .dieses  Zeichens  nicht  aufzuklären;  es  findet  sich  nur  im  XIL  Jahr- 
hundert, so  namentlich  in  den  Begensburger  Annalen  des  Münchener  lat 
Codex  no.  14733.«) 

4.  Unsere  Handschrift  hat  hieifür  ausschliesslich  die  Form  5t.  i  über 
welches  im  Schriftwesen  des  Mittelalters  charakteristisch  hervortretende 
Zeichen  ich  hier  Folgendes  bemerken  will.  Die  arabische  Numeration  so- 
wohl von  der  ostarabischen,  als  von  der  westarabischen,  als  Qobar  bezeich- 
neten Schichte  kennt  nur  die  Form  ^,  welche  mit  dem  entsprechenden  2Uüil- 
zeichen  der  Ge rb er t 'sehen,  auch  im  Mittelalter  schon  dem  BoStius  zu- 
geschriebenen Beihe  augenscheinlich  genetisch  zusammenhängt.  An  diesem 
Zahlzeichen  scheidet  sich  der  geschichtliche  Gang  der  praktischen  Arith- 
metik in  Europa,  wovon  unten  noch  die  Bede  sein  soll,  in  anschaulicher 
Weise.  Die  Florentiner  Handschrift  des  Liber  Abeci  Fibonacci's')  hat 
noch  die  Form  4S  aber  auch  schon  4 1  ^^^  denn  überhaupt  unsere  moderne 
Form  nichts  Anderes  ist,  als  die  arabische  mit  Hin  weglassung  dee  Hakens. 


1)  Vergl.  die  Nachweise  hierfiber  bei  Woepcke  a.  a.  0. 

2)  Facsimiles  in  Mon.  Germ.  SS.  XVII,  578  und  bei  W.  Arndt,  Schrifttafeln, 
2.  Aufl.,  Taf  235.  Der  Codex  ist  nach  Arndt  zwischeQ  1174  und  1197,  tpfttesteiis 
1201  geschrieben. 

3)  Auch  die  Formen  dieser  Handschrift  fSr  die  Zwei  2,  nnd  ftir  die  Drei  $, 
ateben  den  arabischen  noch  sehr  nahe. 
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Jener  liegenden  Form  J^  haben  sich  die  Italiener  niemals,  oder  yielleicht 
nnr  späterhin  infolge  vereinzelter  Rückwirkung  von  Norden  her  bedient.    In 
Frankreich,   England   und   Deutschland   bildet   aber   ihre   Anwendung,    im 
steten    Zusammenhange   mit    dem  Algorismus,    die    weitaus    überwiegende 
Begel  bis  ins  XV.  Jahrhundert,  wo  wir  dann  mit  den  von  Italien  her  ein- 
geführten verbesserten  Methoden  und  Anwendungen  der  neuen  Bechenkunst 
die  stehende  Form  4  wieder  häufiger  auftreten  sehen.     Die  in  der  oursiven 
Schreibweise  vorkommenden  verschiedenen  Neigungen  zwischen  der  stehen- 
den und  der  vollkommen  liegenden  Form  verrathen  ganz  deutlich  den  Zu- 
sammenhang der  Entstehung  des  Zeichens  SL.     Sein  fast  ausschliesslicher 
Gebrauch   in  Mitteleuropa   hat   aber  gerade  im  XV.  Jahrhundert,   wo  die 
stehende  Form  von  Italien  her  unterstützt  wird,  eine  besondere  Verstärkung 
erfahren  durch  den  Zusammenhang,   dass  eben  in  diesem  Jahrhundert  der 
Gebrauch  der  Ziffern  und  der  indischen  Bechenmethode  sich  sehr  verallge- 
meinert  hat   und   dass   die  Jahreszahl   damals   in  der  Hunderterstelle  das 
Zeichen  der  Vier  hatte.     Es  wurde  in  der  Form  ^  aus  alter  Gewohnheit  in 
der  Schreibung  der  Jahreszahl  und  daher  auch  sonst  beibehalten ,  obwohl  es 
gegen  Ende   des  Jahrhunderts  entschieden  veraltete,   und  so  erklärt  sich 
wohl  gegenüber  dem  damals  noch  sehr  häufigen  Gebrauche  desselben  die 
sehr  auffallende  Erscheinung,  dass  es  mit  Eintritt  des  Jahres  1500  mit  einer 
gewissen  Plötzlichkeit  verschwindet,  was  namentlich  in  den  laufenden  Rech- 
nungen der  damaligen  Zeitwende  sehr  bemerklich  hervortritt.^) 

Sonst  wäre  hinsichtlich  der  Numeration  auch  noch  die  Terminologie 
unseres  Textes  zu  beachten.  Derselbe  hat  für  den  Begriff  der  dekadischen 
Stelle  schon  den  Ausdruck  di/ferentia,  dem  wir  in  diesem  Sinne  dann  regel- 
mässig in  allen  Algorismus -Tractaten  begegnen.  Er  findet  sich  bekanntlich 
als  eine  wichtige  technische  Bezeichnung  auch  in  den  arithmetischen  Trac- 
taten der  Gerbert'schen  Schule  und  ihrer  Vorgänger,  aber  in  wesentlich 
anderem  Sinne.  Auch  dies  ist  ein  sehr  bemerkenswerther  Punkt,  in  wel- 
chem sich  beide  Bichtungen  scharf  voneinander  scheiden.     Andere  Bezeich- 


1)  Sehr  vereinzelte,  vielleicht  immer  nur  als  antiquarische  Erinnerung  oder 
Spielerei  aufzufassende  Anwendmigeu  im  16.  Jahrhundert  sind:  auf  dem  Eentschach- 
Thaler  von  1504,  vergl.  Zell  er  in  Mittheil.  d.  Ges.  f  Salzburgsche  Landeskunde, 
XXYI;  auf  einzelnen  Raitpfennigen  (Jetons),  wie  Neumann,  Enpfermfinzen, 
Nr.  83886  (von  1604),  Nr.  84703  (von  1614),  in  A.  Smaller,  Biblia  Pauperum  von 
1679  (Bezeichnung  des  Holzschnittes  mit  1640),  besonders  aber  in  dem  Euchiridion 
Christianismi.  Argentorati  apud  Joannem  Schottum  MDXLl,  wo  durchweg,  auch 
in  der  Paginirung,  noch  die  liegende  Form  der  Vier  angewandt  ist  Im  Jahre 
1499  hat  dieselbe  noch  allerw&rts  Anwendung  mit  dem  augenscheinlichen  Charakter 
der  Aligemeinheit;  Albrecht  Dürer  benützt  sie  bei  seinen  Datirungen  vor  dem 
Jahre  1600  noch  öfter,  seitdem  aber  niemals  mehr.  In  den  Stiftsrecbnungen  von 
Kiostemeuburg  habe  ich  si«  im  J'  'otsohlieislich,  in  den  vorhan- 

denen Beöhnungen  des  IC  Ji  *^o« 
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nnngen  in  unserem  Texte  für  die  Stelle  sind  spedes  und  stoHo.^)    Sie  schemoi 
keine  allgemeine  Aufnahme  gefunden  zu  haben. 

Hinsichtlich  der  Multiplication  Ifisst  gleich  das  zu  Anfimg  des 
Textes  erhaltene  Stück  ganz  deutlich  die  Identitftt  der  Methode  mit  der- 
jenigen der  *  arabischen ')  und  der  abendländischen  Algorismus-Tndito 
erkennen.  Die  untere  Zahl  (Multiplicand)  wird  mit  der  niedrigsten  (Eiiifir*) 
Stelle  unter  die  höchste  Stelle  der  oberen  Zahl  (Mnltiplicator)  gestellt,  nun 
zuerst  mit  dieser  höchsten  Stelle  multiplicirt  und  das  Product  oberhalb  d« 
Multiplicators,  mit  den  Einem  bei  jener  höchsten  Stelle  beginnand,  angesetzt 
(super  praeseniiälitatem  conUxtam  locetur).  Ein  in  der  Multiplication  dch 
ergebender  Zehner  wird  nicht  sofort  in  die  nSchste  Stelle  eingereelmet, 
sondern  in  derselben  angestellt  (si  vero  secundae  [qms  creverU  speM]  od 
secundam  iransferatur).  Nicht  zum  Ausdrucke  kommt  in  unserem  Texte 
das  wichtige  Moment  in  der  Fortsetzung  dieser  Rechnungsart,  nSmlidi, 
dass  nach  vollzogener  Multiplication  mit  jener  höchsten  Stelle  der  Multif^- 
cand  um  eine  Stelle  nach  rechts  zu  yerschieben  und  sohin  mit  der  Torletx- 
ten  oberen  Stelle  zu  multipliciren  ist  u.  s.  w.  Die  Producte  werden  sncoee- 
sive  alle  stellenmässig  übereinander  geschrieben  und  am  Schlüsse  addiii,  so 
dass  das  Gesammtproduct  zu  oberst  der  ganzen  Bechnungsaufstellung  er- 
scheint. Zur  Veranschaulichung  lasse  ich  hier  die  in  dem  Tractate  Algo- 
ritmi,  De  numero  Indorum  (Boncompagni,  pag.  10  s.)  beschriebene 
Bechenoperation  2326x314  folgen: 
m.    497764  -^^8  Mnltiplicator  fungirt  hier  die  Zahl  2326  (&),  als 

Multiplicand  214  (a).  Der  letztere  unterliegt  den  succes' 
siven  Verschiebungen  d,  ^,  t  (Algoritmi,  De  n.  I.  p.  11: 
mutäbis  numerum  inferiorem  tma  differeniia  versus  dexte-^ 
ram)y  wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dass  bei  der  wirklichen 
Operation  die  Verschiebung  nicht  in  der  Form  der  unter- 
einanderstellung ,  sondern  unter  We glöschen  der  früheren 
Stellung  stattfindet,  wodurch  die  beiden  Factoren  immer  un- 
mittelbar untereinander  bleiben.  Von  dem  Löschen  der 
Ziffern  macht  namentlich  Johannes  Hispalensis  umfassenden  Gebrauch; 
er  stellt  die  Einer  des  ersten  Productes  sofort  an  die  Stelle  des  weggelösch- 
ten Multiplicators  (in  unserem  Beispiele  die  8  der  Reihe  c  an  Stelle  der 
darunter  befindlichen  2  in  Reihe  b)  und  rechnet  alle  Zehner  sofort  ein.  Bei 
ihm  ist  also  mit  Vollendung  der  Multiplication  der  multiplicirende  Factor 
verschwunden.  Es  ist  namentlich  die  erstere  Form,  die  des  Alkharismi, 
welche  das  ganze  Mittelalter  hindurch  von  den  Algorismikem  geübt  wird. 
Eine  nicht  unwichtige  Beigabe  unseres  Textes  sind  die  beiden  Multi- 
plicationstabellen ,  wovon  die  erstere  das  sogenannte  kleine  Einmaleins,  die 

1)  Vergl.  das  gleichbedeutende  mansio  bei  Algoritmi,  De  num.  Ind.  ed.  Bod- 
compagni,  pag.  10. 

2)  Vergl.  Woepcke  in  der  angefahrten  Abhandlung. 


l. 

2 

k. 

1264 

f. 

428 

f. 

1 

e. 

632 

c. 

428 

b. 

2326 

a. 

214 

d. 

214 

9' 

214 

t. 

214 
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zweite  die  weiteren  Mnltiplicationen  bis  19x90=3  1710  enthält,  offenbar 
anf  das  specielle  Bedürfniss  der  Compntisten  berechnet.  Die  mannigfachen 
Fehler  und  ein  in  der  zweiten  Tabelle  ganz  yerständnisslos  eingezogener 
Strich  sind  in  unserer  Textwiedergabe  beseitigt.  Eine  Vergleichnng  mit 
dem  Original  wird  die  Abweichungen  leicht  ersichtlich  machen.  Es  bedarf 
wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  immer  eine  Zahl  der  letzten  Reihe  links 
und  eine  der  zu  oberst  in  den  stufenförmig  absteigenden  Vierecken  befind- 
lichen Zahlen  als  Factoren  zu  denken  sind,  und  dass  das  entsprechende 
Product  sich  dort  findet,  wo  die  Verlängerungen  der  von  beiden  Zahlen 
ausgehenden  Columnen  zusammentreffen. 

Wir  haben  keine  Veranlassung,  hier  von  den  ohnehin  höchst  einfiachen 
Operationen  der  Addition  und  Subtraction,  sowie  Ton  den  weiteren 
zwei  das  ganze  Mittelalter  hindurch  als  eigene  Rechnungsspecies  festgehal- 
tenen der  Duplation  und  der  Mediation  zu  sprechen.  Dagegen  wollen 
wir  auf  die  Stelle  unseres  Textes  näher  eingehen,  welche  von  der  Division 
handelt  und  auch  mit  dieser  letzteren  der  Classe  der  Algorismus-Tractate 
sich  vollkommen  einreiht.  Das  unterscheidende  Merkmal  liegt  zuvOrderst 
wieder  in  der  Anstellung.  Der  Divisor  wird  unter  den  Dividenden  und 
zwar  mit  seiner  höchsten  Stelle  unter  die  höchste  des  Dividenden  gestellt. 
Ist  der  Divisor  in  der  hierdurch  abgeschnittenen  Stellenreihe  des  Dividenden 
nicht  wenigstens  einmal  enthalten,  so  wird  er  sogleich  (durch  Weglöschen) 
um  eine  Stelle  nach  rechts  gerQckt^)  und  sodann  der  Quotient')  gesucht. 
Die  Stellung  der  gefundenen  Quotientenziffer  ist  dann  über  oder  unter  den 
beiden  Zahlenreihen  und  zwar  immer  in  der  niedrigsten  Stelle  des 
Divisors  nach  seiner  jeweiligen  Stellung.  Diese  rein  graphische  Bestim- 
mung der  Quotientenstellung,  welche  in  allen  früheren  Methoden  nur  durch 
eine  ziemlich  verwickelte  Begel  zu  finden  war,  ist  eine  sehr  wichtige  Er- 
rungenschaft in  der  Fortbildung  der  praktischen  Arithmetik.  Von  der  sohin 
notbwendigen  Subtraction  des  Productes  aus  Quotient  und  Divisor  von  dem 
Dividenden  spricht  unser  Text  nicht  mehr.  Sie  geschieht,  beginnend  mit 
der  höchsten  Stelle  des  Divisors  und  unter  stetem  Weglöschen  der  ver- 
schwindenden Ziffern  des  Dividenden.  Vielleicht  ist  es  dienlich,  die  Sache 
hier  durch  ein  Beispiel,  dasjenige  von  Algoritmi,  De  num.  Ind.  pag.  14s. 
zu  versinnlichen.  Es  ist  46468 :  324  und  wickelt  sich  in  folgenden  graphi- 
schen Stadien  ab  (Alkharismi  stellt  die  Quotienten  unterhalb): 

46468     14068     1108     136    Oesammtquotient  143, 

324         324        324    324    ^  ^  "  .  o^       ' 

1  iA         iA€*     i4n     Divisionsrest  lob. 

1  14         143     14o 


1)  seeundetur,  der  Terminologie  der  Abacistenschule  entnommen  und  später- 
hin, noch  im  XVI.  Jahrhundert,  gebraucht. 

2)  denominatio.    Auch  dieser  Auadmok  ift  der  Abaditenschule  und  mittelbar 
dem  antiken  Sprachgebranek  (Bo> 

Hirtw-lt«.  AMhlf .  d.  CMftMbft  t  '^^ 
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Unser  Test  kommt  dajiD  aucb  noch  auf  die  Probe  der  DWldon  inA 
MuHiplicatioQ  des  Gesammtquotient«D  mit  dem  Divisor  and  in  dem  mikr 
folgenden  Nachtrage  über  die  Multiplication  anch  auf  die  NflunsrpnA« 
zu  sprechen. 

So  zeigt  alao  such  die  Prüfung  des  eigentticb  arithmetisches  batik 
der  besprocheaen  Blattseite  des  Wiener  Codex,  was  schon  die  boote  Zo- 
sommenstellung  ihrer  Texte  andeutet,  dass  wir  es  mit  einer  Schrift  tob 
gegenständlich  sehr  untergeordneter  QaalitSt  zu  thun  haben,  der  wir  mit 
der  Bezeichnung  Älgorismus-Tractat  sicher  auch  za  bobe  Ehre  aothsD 
würden.  Ihre  Bedentung  liegt  nur  in  der  Zeit  ihres  Erscheinens  nod  in 
dem  hieraus  beirorgeheuden  Schlüsse,  dass  der  Algorismus  in  der  zweiten 
HBlfte  des  XII.  Jahrhunderts  in  Mitteleuropa  schon  eine  gewisse  Verhreitaig 
und  praktische  Anwendung  erlangt  hatte.  Denn  eben  die  unvollständige 
und  baudschriftlicb  fehlerhafte  Abhandlung  des  Gegenstandes,  die  Kuh- 
tragnng  eines  zweiten  Absatzes  Über  die  Multiplication  lassen  erkennen,  dus 
der  ganze  arithmetäsche  Text  unserer  Handschrift  nicht  ans  erster  guter 
Quelle  stammt,  sondern  in  der  Weiter  Verbreitung  schon  VeronstaltungcD 
und  Verstümmelungen  erfahren  hatte.  Der  Hergang  bis  zu  seiner  Nieder- 
schrift war  wohl  der  dass  man,  fUr  den  nachfolgenden  Computus-Traclst 
das  Bedürfniss  einer  vorausgehenden  kurzen  Anleitung  zum  Rechnen  fühlead. 
jene  kurzen  Sätze  des  Algorismas  aus  irgend  einer  zur  Hand  heSndlichen 
Quelle  entnahm.  Bezüglich  der  Division  fügt  der  Schreiber  sogar  im  Com- 
pntus-Tractat  noch  eine  Stelle  etn,  allerdings  wieder  ohne  allen  ZusammeD- 
hang  mit  dem  vorausgehenden  Texte  und  dem  Anscheine  nach  wieder  nur 
xur  Ausfüllung  eines  leeren  Platzes.  Sie  lautet  (foL  25*):  Ultima  dmtorii 
sub  uUima  dividendi  ponilur,  s'i  minur  aut  aequalis  fueril;  si  maior,  seam- 
äelur.  quotiens  vUma  divisoris  in  ullima  aut  ultimts  dividendi  faerit,  de- 
fiominalione  su/ier  prima  dtvistonispcsäa,  totkns  sequens  auferelur  de  rdi^o. 

in.  Die  früheste  Verbreitung  der  indisch -arabischen  Arithmetik  ond 
Zahlzeichen  in  der  Praxis  des  Abendlandes  erbült  also  durch  unsere  Band- 
achrift  '^inen  wichtigen  Beleg. 

Wir  stehen  hiermit  in  der  Mitte  des  Sil.  Jahrhunderts  tind  fragen 
daher,  wie  ea  zu  erklären,  dass  die  Annahme  und  Weiterverbreitnng  dieser 
Zahlzeichen  in  Europa  bisher  gemeinhin  erst  in  das  XV.  Jahrhundert  var* 
legt  werden  konnte?') 

Es  ist  bei  der  Untersuchong  dieser  Frage  von  vornherein  eine  Wahr- 
nehmung im  Auge  zu  behalten,  die  sich  freilich  nur  in  einer  insammen- 
h&ngeuden  genetischen   Geschichte  der  praktischen  Arithmetik  ausreichend! 

1)  Vergl.  neueatens  die  Nachweise  bei  Friedr.  Unger,  Die  Methodik  der 
praktiicbeD  Ariihoietik  in  historischer  Entwickeluiig  vom  Aaagange  de«  Hittelalten  < 
bis  auf  die  Gegeuwart.  Leipzig  1888.  %  ü:  Einführung  und  Ansbreitung  der  iodi- 
aehea  Zahlea  im  Atiendlnnde. 
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begründen  Iftest,  nilinlich,  daes  die  Entstehung  aller  Syatei 
Zablzeicbea  mit  dem  praktischen  Rechnen  im  Zusammenhange 

steht.  Indesa  hat  eines  jener  Systeme,  welches  für  uns  bis  zur  Gegenwart 
stets  TOD  SD  grosser  Bedeutung  geblieben,  nltmlicb  das  römische,  im  ope- 
rativen Rechnen  niemals  in  dem  Sinne  Verwendung  gefunden,  dass  die 
operirenden  Zahlen  in  der  Bechnung  selbst  mit  diesen  Zeichen  geschrieben 
worden  wSren.  Ihr  schriftlicher  Gebrauch  beschrankte  sich  vielmehr  auf 
Sehrifttexte  aller  Art,  wo  sie,  wie  Zahlzeichen  überhaupt,  die  Bestimmung 
hatten  nnd  haben ,  der  Unübersichtlichkeit  voll  ans  geschriebener  Zahlwörter 
durch  Notirung  abzuhelfen.  Eine  thatsäcblicbe  Anwendung  der  rümiscben 
Zahlzeichen  im  schriftlichen  Rechnen,  die  wir  unten  kennen  lernen  werden, 
gehOrt  dem  Mittelalter  an  nnd  war  durch  ganz  eigenthUmliche  umstände 
veranlasst. 

Zu  dieser  Bolle  der  römischen  Zahlzeichen  bildet  einen  geraden  Gegen- 
satz der  Gebrauch  jener  Zahlzeichen,  deren  sich  die  mittelalterlichen 
Äbacisten  nnd  die  Schule  Gerbert's  bedienten.  Dieses  System  der 
Zahlen  notirung  war  n&mlich  ausschliesslich  nur  im  operativen  Rechnen  an- 
wendbar und  in  Schriftteiten  aus  dem  Grunde,  weil  die  Numeration  mit 
jenen  Zahlzeichen  an  den  Abacus  gebunden  war,  nicht  zu  gebrauebne,') 
Aue  diesem  Grunde  hat  man  auch,  obwohl  die  Qerbert'flchen  „novem 
caracteres'  mit  den  Gobar-Ziffern  zweifellos  die  gleiche  graphische  Äbstaro- 
mung  haben,  das  System  der  Numeration  in  beiden  für  unsere  Fraj^e  wohl 
zn  scheiden.  Denn  erst  der  umstand,  dass  die  indisch  -  arabische  Arithmetik 
die  gänzliche  Loslüsnng  vom  Abacus  vollzogen  hat.  vermochte  zu  bewirken, 
dass  ihre  Zahlendarstellung  genau  so,  wie  sie  in  der  Rechnungsoperation 
selbst  stattfand,    auf  die  gelegentliche  Anwendung  in  Schriftteiten  im  All- 

1)  Eine  ganz  vereinzelte,  sehr  merkwürdige  Auinahme  findet  »ich  in  einer 
Handschrift  der  Bibl.  AlesBandrina  lu  Rom,  welche  Zangemeister  in  die  Zeit 
uro  dos  Jahr  1200  verlegt  f,Mabüito  l'anno  1200  egli  cred«  che  Q  nogtro  codice  non 
poua  eseere  anteriore  o  pogteriore  dt  piü  di  SO  annt"),  worüber  zu  rergl.  Em.  Nar- 
dncc),  lutoruo  ad  uu  manoscritto  delta  bibliotbeca  Alessandnua  contenente  gU 
apici  di  Boezio  aeuz'abaco  e  con  ralore  di  posizione,  in  den  Atti  della  r.  accad. 
dei  Liocei,  Scicoze  fis.  Ser.  111.  vol.  I,  16TT,  pag.  503  a.  Mit  photo^.  Macbbildang. 
Eb  mnd  darin  in  der  Tbat  zweiBtetlige  Zahlen  wie  22,  IT  a  ».  w.  mit  den  von  der 
Qerbeit'achen  Schule  ber  bekannten  noueni  caraderca,  jedacb  nach  der  Numeration 
des  ÄlgoriimuB,  d.h.  ohne  die  Äbacus-Liuien  dargesteUt;  aber  der  Gebrauch 
der  Null  fehlt  und  tlie  vorkommenden  Zehn  und  Zwansig  aind  einfach  mit  den 
rAmiachen  Zeichen  K  und  XX  gegeben.  Für  die  Oeschichte  der  praktiBcben  Arith- 
metik hat  das  biaber  ganz  vereinzelte  VorkommoisB  keine  andere  Bedeutung,  all 
duH  ea  dai  In  ei  nun  der  greifen  der  Uebiingen  der  Gerberfschen  Schule  und  des 
AlKOriimus  anEcbaidich  macht,  welches  für  jene  Zeitperiode  allerding«  schon  gani 
wobl  anr.unehmen  ist  und  sich  noch  an  einigen  anderen  Erscheinungen  wabmebm- 
Ltir  macht,  Vergl.  i,  B.  aus  dem  XIII.  Jubihundert:  Le  tronbadour  Fiei 
biac  ^numörant  son  „trSsor":  „L'abac  e  Talgoriame  apreuL"  (Renoaard,  ' 
■aire  de  la  Uingne  romaue  v.  Abao.) 
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gemeinen  abertragen  werden  konnte.  Wir  würden  nun  ans  dieser  Beobacb- 
tuQg  zn  dem  Schlüsse  gelangen,  dass  die  Anwendung  der  indisch -&i&tii- 
schen  Zahlzeichen  sich  gleichzeitig  und  in  dem  Uaasse  verbreitet  b&beii 
müSEe,  als  die  arithmetiEche  Methode  der  Araber  im  Abendlande  Kenntnisa 
und  Aufnahme  fand.  Wenn  gleichwohl  die  Tbatsachen  dem  Etark  wider- 
sprechen,  so  kennen  f(lr  dieso  auffallende  Erscheinung  zwei  bestdmmte 
Gründe  namhaft  gemacht  werden,  deren  ünteranchung  wir  uns  im  Folgen- 
den zuwenden  wollen. 

Der  Eingang  des  indisch-arabischen  Bechensystems  in  Europa  hat  er- 
wiesenermasaen  durch  Vermittelung  der  Araber,  aber  in  zwei  HauptstrSmeo, 
deren  Veranlassnng  und  Charakter  aich  streng  unterscheiden ,  stattgefun- 
den. Hiervon  geht  die  eine  Richtung  Über  Frankreich  and  England  nath 
Deutschland  und  ist  im  engeren  Sinne  an  die  Bezeichnung  Algorismoa 
gebunden,  während  die  andere  den  Italienern  ihre  Entstehung  verdankt, 
von  ibnen  aus  sich  ebenfalls  nach  dem  Norden  verbreitet  nnd  dort  mit  der 
ersteren  zusammentreffend  die  Grundlage  za  dem  modernen  Stande  der 
Rechenkunst  gelegt  hat.  Die  erstere  Richtung  ist  nun  dadurch  charakte- 
risirt,  dass  sie  mit  dem  Namen  des  ersten  Lehrmeisters  der  Araber  auch 
dessen  System  völlig  unverllndert  aufnimmt,  zunächst,  wie  erwähnt,  geradem 
durch  eine  üeberaetsung  seiner  Schrift  ins  Lateinische,  und  diese  Disciplin 
ohne  jede  wesentliche  Veränderung  oder  Fortbildung  in  den  Schulen  fort- 
lehrt. Muss  man  hei  der  schriftlichen  Ueberlieferung  der  in  Uitteleoropft 
noch  zahlreich  erhaltenen  Algorismus-Tractate  von  vornherein  an  die  MSache 
als  Schreiber  denken,  so  fehlt  tius  auch  sonst  jede  Wahmehmang  fUr  die 
Annahme,  dass  diese  Wissenschaft,  abgesehen  von  dem  schon  bertLhrten,  der 
Scfaule  Sber  unmittelbar  nahestehenden  Kalenderwesen ,  im  praktischen 
Lehen  Aafnahme  und  Verwendung  gefunden  hßtte.  Wir  haben  es  wieder 
mit  einer  Richtung  zu  tbnn,  die  lange  Zeit  ansschhesslich  Schot  Wissenschaft 
geblieben  ist.  Das  ganze  Mittelalter  hindurch  tritt  uns  hierin  besonders 
ein  Tractat  in  auffallend  vielen  Abschriften  und  sodann  nm  die  Wende  des 
XV.  Jahtbunderte  in  einer  ganzen  Reibe  von  Druckausgaben  entgegen,  so 
dass  wir  auf  ein  besonders  grosses  Ansehen  desselben  schliessen  mllssen. 
Er  ist  nattlrllch  lateinisch  und  lehrt  den  alten  Älgorismus  vßllig  unverKndert. 
Er  beginnt  mit  den  Worten:  Omnia,  quae  a  primacva  remm  origme;  »ein 
Verfasser  Ist  nicht  bekannt.')     Dieser  Tractat  erscheint  in  der  tlberwiegea- 

I)  Abgedruckt  in  neuerer  Zeit  bei  Halliwell,  Bara  Mathematica,  London 
1839,  nach  einer  mittelalterlichen  Handschrift,  in  welcher  Johanne«  da  Saoro 
Boico  (Johann  aas  Holjwood,  dem  heutigen  Halifax  inYorkihire,  gert.  t SU  oder 
ISeS  nach  seiner  tibeilieferteu,  aber  undeutlich  abgetaiaten  Orabsclirift)  al«  Ver- 
fauer  bezeichnet  ist  Mich  macht  an  seiner  aUgemcin  angenommenen  Autonchalt 
EwelTeln  der  Umstand,  dass  in  fast  allen  Handschriften,  namentlich  schon  in  denen 
de«  XIU.  Jahrhunderts,  der  Tractat  anonym  dem  ausdrücklich  bezeichneten  Com - 
pntns-Tractate  des  Jobanoes  de  Sacro  Bobco  voranegebt.    Dazu  gebOrt  t.  R  auch 
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i  Zahl  aller  Handschriften  dem  Computoa   des  Johannes   a  Sacro  Boaco 

kngehend  und  wir  scbtiessen  hieraua  wieder,  dass  mit  seinem  InbaU  und 

seiner  üebang  sich  bau ptiaäcb lieh  nur  Diejenigen  beschäftigt  babeu,  die  dem 

Studium  der  Zeitberecbnungeu  und  der  jährlichen  Aufstellung  deü  Ealendera 

oblagen.     Einen    ganz    verein^eUen  Fall,    in    welchem    die  Anwendung   der 

indisch  -  arabischen  ZifTeru  dieses  enge  Gebiet  Ubersebroitet  and  auf  die  Dar- 

et«Uang   der  Zahlen   in   eioem   der   eigentlich   arithmetischen  Wissenacbaft 

&emden  Gebiete  übergeht,  bieten  die  Annaiea  Eatisponnenses  in  dem  schon 

wähnt«n  Müncbeuer  Codex  Nr.  14733  des  XII.  Jahrhunderts.     Aber  auch 

Bser  Fall  ist  nur  durch   die  naheliegende  Berührung  des  Verfassers  mit 

t  Zahlen  Wissenschaft  zu  erkltiren  und  l&sst  durchaus  keinen  Suhluss  darauf 

,  dass  diese  letztere  damals  schon  Eingang  in  das  praktische  Leben  secu- 

rer  Kreise,    namentlich   also    des  Han  dels  stand  es ,    gefunden  hätte.     Diese 

nchrOnkung   der   arithmetischen   Kenntnias    auf  die  Schule    war  natürlich 

r  AnsbreituDg  des  Ziffernsystems  von  vornherein  nicht  günstig.    Sie  bildet 

a   einen  Erkläruugsgrund  für  die  Erscheinung,    dass  die  praktische  all- 

meine  Benutzung  des  neuen  Numerationsaystems  mit  der  Verbreitung  der 

Usenachaft  nicht  gleichen  Schritt  gehalten  bat. 

Einem  ganz  andern  Zusammenbange  verdankte  nun  Italien  die  £in- 
brung  dieser  Keitntnisa.  Der  Aufschwung,  den  das  Handels-  und  ins- 
sondere  das  bier  massgebende  Bankwesen  in  Ober-  und  Mittelitalien  im 
n.  Jahrhundert  nahm,  machte  selhstverständlicb  die  entschiedene  Onzu- 
iglicbkeit  aller  bisherigen  Rechen metb öden  sehr  empfindlich  und  es  scheint 
lier  nicht  auffallend,  dass  man  eich  dort  allmälig  mit  der  durch  die  Araber 
rbreiteten   neuen  Methode  za  versuchen  begann.     Die  Vorrede  des  Leo- 


.  Tienn.  no.  58H  XIII,  eec,  in  welchem  der  Tractat  im  Eingange  auEnahms weise 
LeHart:  Umnia,  quae  a  primaeva  tnundi  origine  bat  (fol,  1'  —  4*).  Auf  fol.4' 
»er  Handachrift  heisat  ea  dann:  Expliät  algorismus.  Incipil  noua  compüatio 
comjmti  niaijistri  Johannig  ile  Sacro  Bosch.  Die  Druckausgaljen,  die  älteste  Strues- 
burg  1488,  dann  e.  B.  Wien  1617  (Hier.  Victor)  etc.  (der  Catalogo  di  H.  S.  Boncom- 
pagui  comp.  Enr.  Narducci,  pag.  XVI  not.  1  zählt  nicht  weniger  als  neun  ältere 
Druckauagaben  auf)  nennen  alle  JohanneB  de  Sacro  Boaco  (auch  Uusco  oder  irrig 
Buato)  aU  VeifaBüer.  Auch  ist  unter  dem  Algoriamus  Johanuiü  de  iacro  hatto  bei 
Proadocimo  de  Beldomandi  und  bei  Luca  Pacioli  (a.  u.)  ohne  Zweifel  kein  anderer 
alt  dieser  Tractat  gemeint.  Er  gatt  alao  im  XV.  und  XVI.  Jahrhundert  allgemein 
alt  eine  Schrift  dea  Johatm  von  Holywood,  Handachriften  desaelben  finden  aicb 
nngewChulich  zahlreich  nameulUch  in  der  Mvlncheuer  Bibliothek  und  ei  darf  wohl 
hierau*  mit  Qrund  auf  Beine  besondere  Verbreitung  in  den  ElSsteru  Süddeutacb- 
ianda  geschtoaten  werden.  Uetierhaupt  kann  von  diesem  ÄigoriBmas  -  Tractate  das 
Gleiche  gesagt  werden,  waa  Philipp  Melancbtbon  in  der  Witteaberger  Ausgabe 
TOn  1549  der  Tractate  Do  Sphaera  und  De  Computo  doB  Johannes  a  Sacro  Boaco 
von  dem  Enteren  sehr  richtig  bemerkt:  Cum  aulem  hie  libelJus  tot  sOfcitliK,  in 
omnibtts  icl\oli$,  in  lanta  varietate  iudiciornm  Genio»  Jiabucrit  probitios,  necKtc  est, 
CUM  rebut  optimis  rcfcrtum  ene.  Vidcmw  tnim,  jwuci**'*««  soripla  % 
fort,  praetetMm  t'n  idtoU»,  «bt  moroaiuiyie  tudicari  mM. 
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nardo  Fibonacci  zu  seinem  Liber  Äbaci  von  1202  sagt  ganz  dontfid, 
daas  er  der  Erste  war,  welcher  diese  Methode  literarisch  nach  Italien  o» 
führte,  nachdem  er  mit  derselben  durch  den  Aufenthalt  seines  Vaten'ii 
Bugea  an  der  nordafrikanischen  KUste  (das  heutige  Boagie  in  der  Proviu 
Constantine)  in  Berührung  gekommen  war,  überhaupt  alle  in  den  DferUii- 
dem  des  Mittelmeerea  gebräuchlichen  Methoden  auf  seineu  weit«n  Beisen, 
sowie  auch  die  wissenschaftlich  überlieferten  Lehren  eifrig  stodirt  hatt«.  Et 
verwirft  Alles,  mit  einziger  Ausnahme  der  indischen  Methode.  „Sed  he 
lotum  Hiam  et  algorismum  atqite  arcus  pidagore  quasi  errorem  cotnfrutata 
respedu  nwdi  indorum."  Daas  dem  praktischen  Italiener  der  schwerßlUg« 
Abacua  und  die  unfruchtbare  Methode  Gerhert'a  nicht  zusagten ,  begreift  sich 
leicht;  aber  auffallend  bleibt,  dass  er  den  Algorismus  in  einen  üegensoü 
zu  dem  Modus  Indorum  stellt,  da  sie  doch  beide  identisch  waren. 
Sache  erklärt  sich  durch  den  in  der  Geschichte  des  Gegenstandes  eebr  wich- 
tigen Umstand,  dass  die  Aufnahme  der  indischen  Methode  bei  den  Ilalteoem 
Ton  allem  Anbeginn  im  engsten  Zusammenhange  mit  den  Anforderungen 
und  der  Anwendung  im  praktischen  Leben  geschah.  Fibonacci  nahm  Ober- 
haupt die  indische  Methode  gar  nicht  in  ihrer  reinen  Gestalt  auf,  trottdem 
er  dies  versichert,  sondern  er  combinirte  sie,  „ex  proprio  sensu  quoddam 
addens",  wie  er  selbst  hervorhebt,  mit  der  in  Italien  damals  noch  gang- 
baren antiken  Fingerrechnuag  zu  einem  eigentbUmlicben  Ganzen,  in  welchem 
seine  Methode  sich  eher  als  eine  durch  schriftliche  Aufzeichnung  der  Zahlen- 
resnltate  unterstützte  computatio  digilalis  darstellte.')  Darum  erscheint  die 
Methode  Fibonacci'a  gegenüber  dem  Älgorismus,  der  reinen  indiscb-arsbi- 
schen  Lehre,  nichts  weniger  denn  als  ein  Fortschritt,  und  der  „Error"  liegt 
hier  viel  eher  auf  Seiten  des  Autors.  Abpr  die  eigentliche  Bedeutung  aeioes 
umfangreichen  Werkes  liegt  auch  ganz  und  gar  nicht  in  diesem  ersten  Tfaeile, 
sondern  vielmehr  in  der  angewandten  Arithmetik,  die  bei  Fibonacci  wohl 
zum  ersten  Male  ein  wohlsystemisirtes  Eingehen  auf  alle  Gebiete  des  Ver- 
kehrslebena  findet  Erst  die  Beachtung  dieser  Seite  sciues  Werkes  wird 
ea  erkifiren,  warum  dosselhe  im  Laufe  der  nSchsten  Jahrhunderte  bei  den 
Italienern  eo  grosses  Ansehen  erwerben  und  noch  zu  Eode  des  XV.  Jahr- 
hunderts, zeuge  einer  Bemerkung  Lnca  Paoioli's,  behaupten  konnte. 

Es    ist   daher   irrig,   zu   glauben,   dass   dem  Werke   Fibonacci's  < 
Verdienst  an  der  EinfUhriing  der  indischen  Arithmetik  in  Europa  zukoiiuD& 

1)  Ja,  wir  erfahren  durch  Fibonacci  unmittelbar,  wie  die  reine  Fingenochnong 
in  ihrer  wirklichen  Anwendung  eigentlich  ausgesehen  bat  (cap.  11  pars  VI,  ed. 
BoDC,  pog.  171.  Er  etellt  zwar  auch  die  schon  von  den  Arabern  her  bekannte  nnd 
später  in  Italien  noch  im  XVI.  Jarhundert  vielgeübte  Schachbrett -MultiplicatiOD 
dar,  aber  erat  eacbti^ghch  bei  der  Ädditioa  (cap.  111.  pag,  19  b.)  und  mit  den  deut- 
lichen Anzeichen,  daas  es  sich  für  ihn  hierbei  nm  eine  minder  praktische  Lehre 
handelt.  (Est  mim  aliue  modus  muIHplieandi  ualde  laudabilis,  maxime  in  tit^U- 
pUcandis  magnis  ««iHtm  ...  ConstilwatwT  i]WidnIu(cruMi  in  forma scachaü-^ij 
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Wohl  aber  ist  dasselbe  für  deren  Verbreitung  im  Abendlande  von  beson- 
derem Einflüsse  geworden,  denn  erst  ihre  EinfUbinng  in  dos  praktische 
Leben  vermochte  zu  bewirken ,  dass  mao  mit  der  neuen  Methode  in  weiteren 
Kreisen  bekannt  wurde  und  ihre  Vorzüge  allseitig  verwertben  lernte.  Wir 
kQnuen  hier  auf  die  Einzelheiten  dieser  Entwickelung,  die  übrigens  fUr  das 
ganze  SIII.  und  XIV.  Jahrhundert  in  auffallend  geringer  Zahl  überliefert 
Bind,  nicht  eingeben.  Es  genügt  aber  fUi;  unsern  Zneok,  die  Gestalt  des 
Endpunktes  ina  Äuge  zu  fassen. 

Neben  den  zahlreichen  Versuchen  zweckmässigerer  Recbnungsformen, 
die  in  Italien  besonders  im  15.  Jahrhundert  hervortreten ,  ist  besonders  eine 
Schrift  von  geschichtlichen:)  Interesse,  nämlich  der  Algorismi  tractatus  des 
Prosdocirao  de' Beldomaudi,')  eines  angesehenen  Professors  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  zu  Padua  (geb.  daselbst  zwischen  1370  — 1380, 
gest.  1428).*)  Ist  schon  die  Beschäftigung  einer  solchen  Persönlichkeit  mit 
diesem  Gegenstande  bemerk ens wer tb,  so  giebt  die  Vorrede  des  Büchleins 
wichtige  Aufschlüsse  Über  den  damaligen  Stand  der  Entwickelung;  wir  wollen 
sie  daher  im  Wortlaute  hierher  setzen: 

Jnveni  in  quam  plurintis  Ubris  algorismi  nuncupatis  mores  circa  nu- 
meroa  operandi  satia  varios  algue  diversos,  qui  liiet  boni  existcrent  alque  veri 
erant,  tarnen  fastidiosi,  tum  prnpter  ipsarum  rcguiarum  muItUvdinem,  tum 
propter  earum  delcationes,  tum  ctiam  propter  ipsarum  operationum  pro- 
^üiones;  utrum  si  bonae  fuerint  vel  ne,  Erant  eliam  isti  modi  interim 
Hdiosif  quod  si  in  aliquo  caiculo  astrohico^)  error  cotitigisset,  caictda- 
operationem  suam  a  capite  incipere  opnrtebat,  dato  quum  error  suus 
satis  propivjtius  existerel  et  hoc  propter  ßguras  in  sua  opcraliane 
Indigebat  etiant  calctüator  semper  aliquo  lapide  vel  sibi  conformi, 
semper  quo  scribere  atque  facililer  delere  passet  figuras,  cum 
quibus  operabalur  in  calctüo  suo.  Et  gua  hacc  omnia  satis  fastidhsa  atque 
laboriosa  mihi  visa  sunt,  disposut  lihcUum  edere,  in  ^uo  omnia  isla  abiceren- 
tur:  qui  eliam  algorismus  sive  liber  de  numeris  denominari  poterit.  Scias 
tarnen  tpiod  in  hoc  Hbello  ponere  tion  inicndo  nisi  ea,  i/uae  ad  cdlculumne- 
ceesaria  sunt,  alia  quae  in  aliis  Ubrii  pradire,  arismrtice  tangiintur,  ad  caU 

»  non  ncccssaria  propter  brevilatcm  dimificndo. 

Es  haben   also   damals   schon    praktische    Rechenbücher   in  Italien    be- 

len.  Die  zahlreichen  uns  erhaltenen  des  SV.  und  XVI.  Jahrhunderts, 
sowie  auch  die  grosse  Summa  de  arithmetica  des  Luca  PacioH, 
Venedig  1494,  gehen  alle  auf  das  System  der  angewandten  Arithmetik  ein. 
Es    ist  sehr  bemerkenswerth ,    dass  dem  gegenüber  der  Gelehrte  von  Padua 

blos  auf  die  Verbesserung  der  Methoden  beschränken  wollte.     Die  An- 

1)  Gedruckt  zueammen  mit  der  Scbrift  des  JohanneB  de  Liveriis,  De 

1  Padua  Ug3  und  Öfter. 
S|  Vergl.  über  ihn  Antonio  Favaro  im  Butlett.  Boncumpagm  XU,  p.  I  ■. 
3)  d.  i.  die  Aatronoraie,  das  epecielle  praktische  Arbeitsfeld  d«  V"*> 


ceesa 
■«tan' 
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führung  seiner  nachfolgenden  Beispiele  für  die  sechs  Speoies:  a)  Addition, 
h)  Subtraction,  c)  Dimidiation,  d)  Duplation,  e)  Moltiplicationi  f)  DiTÜion, 
kann  in  Kurzem  klar  machen,  worin  das  Wesen  seiner  Arithmetik  besteht 
und  dass  sie  bis  auf  die  Division  mit  unseren  heutigen  Methoden  ?511ig 
identisch  ist. 


a. 


h. 


c. 


d. 


/•. 


9573 

50073 

9080753 

540603 

6204 

8 

8164 

36582 

4540374 

1081206 

5073 

13 

4720 

13491 

18612 

587 

2937 

43428 

345 

25394 

0000 
31020 
31472892 

5799 
975311 39 
24688 

246 

(Das  Divisionsexempel  f  ist  97531 :  2468.     Die  untersten  Ziffern  246  in- 
sammen   mit  der  Einerstelle  8  der  nächst  oberen  Beihe  zeigen  die  eigen- 
thümliche  Verschiebung  des  Divisors  mit  Umgehung  des  Weglöschens;  die 
zuoberst  verbleibenden  Ziffern  1279  stellen  den  Divisionsrest  dar;  die  Quo- 
tienten 39   erscheinen  rechts  von  der  zu  ziehenden  Linie  neben  dem  Divi- 
denden.    Diese  Methode  ist  eigentlich  mit  der  alten  arabischen  noch  immer 
identisch.)      Welche  Wichtigkeit   der   kleinen   Schrift   des  Prosdocimo  bei- 
gemessen worden,   erhellt  daraus,   wenn  Luca  Pacioli  in  seiner  Summa 
de  arithmetica,  dem  umfassendsten  Werke,  welches  jemals  über  praktische 
Arithmetik  geschrieben  worden ,  als  seine  Quellen  für  die  abstracte  Rechnung 
nennt:   die  Schriften  dd  perspicadssimo  phüosopho  megarense  Euclide^  dd 
Severino  Boetio   e  de  nostri  moderni  Leonardo  Pisano^    CHordano^ 
Biagio  daFarma^^)  Giovan  Saerohosco  e  Prosdocimo  Padoano  (ed. 
1494,  carta  4^). 

Deutlich  ist  hieraus  erkennbar,  wie  in  Italien  das  Moment  der  prak- 
tischen Brauchbarkeit  bei  diesem  Gegenstande  massgebend  geblieben  ist, 
Das  Ziffemlöschen ,  dessen  Anwendung  den  doppelten  Uebelstand  einer  un- 
reinlichen „Schmiererei^  und  des  Verschwindens  der  operirenden  Zahlen  mit 
der  hierdurch  erschwerten  üeberwachung  der  Operation  hatte,  war  schon 
von  Maximus  Planudes^  im  XIV.  Jahrhundert  beklagt  worden. 

Es  war  um  so  weniger  zu  verwundem,  dass  Frankreich  und  Deutsch- 
land diesen  Bestrebungen  der  Italiener  nicht  fremd  blieben,  als  durch  die 
so  ausgedehnten  Handelsbeziehungen  der  letzteren  auch  die  übrigen  von 
ihnen    ausgebildeten   Handelswissenschaften,    namentlich    die   Buchhaltung, 

1)  Jordanus  Kemorarius  and  Biasio  da  Parma. 

2)  Ma^iuov  Mowdxov  tov  Illavovdrj  ipTjtpotpo^la  u&t*''lv9ovg  i;  Isyoftiwii  fuymltf 
ed.  C.  J.  Gerhardt,  Halle  a.  S.  1865.  Deutsche  Uebersetzung  von  Dr.  Hermann 
Wäflchke,  ibid.  1878. 
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eben  im  XV.  Jahrhundert  in  die  genannten  Länder  übertragen  wurden. 
Sehr  sprechend  und  in  bewnsster  WeUe  drückt  sich  der  Gegensatz  der  in 
Deutschland  Üblich  gebliebenen  Methode  des  ÄlgorieaiuB  zu  der  neuen  ita- 
lieDischeD  Methode  aus  um  die  Wende  des  XV.  Jahrhunderts  in  den  Titeln 
zweier  in  DeutGchland  erschienenen  Dmckschnften.    Hiervon  lautet  der  eine 

tÄrilhmelice  opuscula  duo  Theoiterici  Izwiuel  de  numerorum  )>razi 
(quae  algorUhmi  dicw^u,r),  unum  äe  inUgris  per  ßgurarutn  (ntore 
aletnanorum)  deletionem.  AUerum  cet  ...  QuenteU  iterato  disse- 
minari  proevramt.A.1307.s.l. ; 
andere  lautet: 
Algorismas  tiouits  de  integris  eompendiose  sine  figurarum  (more  Itcäo- 
rum)  deldionc  compüat'us.  Ariern  nvmerandi  omncmgM  viam  aH- 
cukindi  enuckatim  cet.  ohne  Dnickort  und  Jahreszahl,  jedoch 
der  Entstehungszeit  bestimmt  durch  wiederholte  Hinwetsungen  des 
Testes  aaf  die  Jahreszahl  ]491  (z.  B.  in  der  qumta  species:  Yolo 
dividert  amws  dni  currmtes  videlicit  1491  per  2-1). 
Diese  GegenüberstelluDg  der  Methoden  per  figurarum  deletionem 
more  Alemanorum  und  sine  figurarum  deletionc  more  Italorum 
giekt  Zeugniss ,  dass  man  sich  der  Herkunft  der  vervollkommnetea  Methode 
dauernd  bewusst  blieb.  Schon  zu  Anfang  des  XV.  Jahrhunderts  tretfen  wir 
übrigens  (in  dem  angeführten  Wiener  Codes  Nr.  3029)  auf  einen  in  deut- 
scher Sprache  geächriebenen  arithmetischen  Tractat,  welcher  nicht  allein 
durch  diese  deutsche  ftlr  die  Verbreitung  seines  Inhalts  im  praktischen 
Leben  sprechende  Abfassung,  sondern  auch  dadurch  sehr  merkwürdig  ist, 
dass  er  ganz  auf  dem  Boden  der  italienischen  Praxis  steht  und  die  meisten 
deiT  bei  den  spSteren  Italienern  um  die  Wende  des  XV.  Jahrhunderts  vor- 
kommenden neueren  Methoden  ohne  die  Zifiernlöschung  schon  enthält. 
Ebenso  zeigt  den  Einfluss  der  italienischen  Rechenkunst  die  seit  dem  ersten 
Viertel  des  XV.  Jahrhunderte  blühende  und  zu  hohem  Ansehen  gekommene 
Wiener  Schale,  welche  Tornehmlich  durch  die  Namen  Johann  von 
Qmunden  und  Georg  von  Penrbacb  ihren  Glanz  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik  reprSseutirt') 

Die  Erfindung  der  Bnchdruckerkunst,  entsprungen  einem  plötzlich  em- 
porwachsenden Bedürfnisse  nach  BetbBtigung  auf  allen  Gebieten  des  geistigen 
nnd  des  wirthschaftlichen  Lebens,  hat  auf  dem  der  Rechenkunst  alsbald  eine 


1 


1)  Die  bezüglichen  Schriften  de«  Magister  JcanneB  de  Gmuuden,  Algo- 
ritbmue  de  minuciis  phytiicis  (d.  i.  den  Seiagesimalbriichen)  and  den  M.  Georgius 
Penrbachiua,  Algorithmus  in  integris,  sind  enthalten  in  dem  von  Georg  Tann- 
ttetter,  genannt  CoUimitiua,  bei  dem  Bucbdraclrer  Singriener  zu  Wien  I&IC 
beramgegebenen  Sammelwerke:  Contents  io  boclibro:  Arithmetica  communie  (den 
Joannes  de  Muris  nach  Boi^tiuB)  cet.  Den  „Algorismufi"  des  Peurbach  hat  aber  der 
Wiener  Buchdrucker  Winterburger  schon  l&OO  zum  ersten  Main  i: 
ander  folgenden  Auflagen  erecheinen  lassen,  woifiber  au  vergl.  Majoi 
Buchdrücke  rgeachiciite  II,  S.  394. 


I 
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wahre  Flatb  von  Druckscbriften  zar  Folge  gehabt.*)  Es  sind  die«  knm, 
gemeinversUidiitich  gehaltene  LehranweisDngen  in  der  Volkssprache,  welebt 
die  theoretische  Rechenkunst  and  die  gewöhnlichsten  Anwendungen  der  Pn- 
portion  abhandeln.  In  den  Ländern  ausser  Italien  geht  der  Zifferorechniug 
gewübnlicfa  die  Darstellung  des  Hechnens  auf  den  Linien  mit  den  Biit- 
Pfennigen  (jetons,  counters)  voran ,  welch'  letzteres  in  Mittfllenropa  noch  im 
XVI.  und  XVII.  Jahrhundert  die  weitaus  Überwiegende  Anwendnng  im  Ytr 
kehrsieben  hatte  nnd  der  Verbreitung  der  arabisch  -  indi sehen  Arithmetik 
nicht  wenig  im  Wege  stand.')  Mit  diesen  LehrbUchlein  und  der  hiermit 
zasammenhSngenden  müadlicben  Lehre,  welche  allerilings  noch  immer  sidt 
in  den  gewöhnlichen  Schulen,  sondern  von  eigenen  „  Rechenmeistern  *  io 
besonderen  Schulen,  wovon  die  des  Adam  Riese  za  Annaberg  in  SachEsn 
die  bekanu teilte ,  ertheUt  wurde,  war  nun  der  Verbreitong  der  Bechenkonst 
nnd  der  Ziffern  die  weiteste  Bahn  geüffnet. 


1)  Die  llteBte  italienische  nud  wohl  Qberbaupt  erste  Druckschrift  Aber 
diesen  Gegenstand  igt  das  anODyme  Trevieauer  Reche nbücli lein  von  I4TS,  de«MB 
Charakter  der  Titel  deutlich  hervoThebt:  Incomiticia  una  priKtiea  nn)Uo  bona  tt 
«die;  a  ciaschadttno  cftt  vitole  uxare  larte  dela  mercadanlia.  ckiamata  rulganMutt 
Jarte  de  labbacho  ...  A  Triviso:  A  di  10  Dteembre  1478.  Vei^L  hierfib« 
Boncompagni  in  den  Atti  de' Nuovi  Lincei  XVI  (1868  —  1863).  Die  nächsten  ünä: 
Pietro  Borge,  Qui  cmaenia  Ja  nobel  opera  de  arithmetica  ne  la  qval  sr  tracU 
tute  c(me  amo'Cati.tia  pertinente  facta  e  eompilala  per  Pietro  borgi  da  Vfnittia, 
Venedig  1IS3  (Hain  3669),  1184,  ]188;  and  Fra  Luca  Pacioli,  genaoot  di  Borgo 
San  Sepolcro:  Summa  de  Arithmetica,  Oeomttria,  Froportioni  et  PrvportionaKli. 
Venedig  1194  (vergl.  E.  Narducoi:  Intomo  a  dne  edizioni  della  Summa  dt  Arith- 
metica di  Fra  Luca  Pacioli,  Roma  1463,  und  Boncompagni  in  deo  Atti  de' Lincei 
XVI  p.  eis.,  lUös.,  120,  134).  —  Von  deutschen  Drucken  dieser  Art  (türften  dit 
ältesten  wobi  sein  und  bleiben  die  beiden  von  Heinrich  Petseneteioar  in 
Bamberg  gedruckten  RecbeubQchlein,  nämlich  dasjenige  des  Dlrich  Wagner, 
Rechenmeisters  lu  Nürnberg,  von  1482.  und  doEJenige  von  1483  [Hain  I371S,  tob 
Petzensteiner  selbst  »erfasst?),  über  welche  jetzt  besonders  zo  vergL  Friedr.  Doger 
a.  a.  0.  S,  36flgg.  Ihnen  folgt  das  bekannte  Werbchen  des  Johann  Widmann 
aus  Eger,  Behende  uod  hübsche  Rechnung  auff  allen  kauffmaoBchaft,  Leipxig  1489 
(Eacbelofien).  —  Diese  L)aten  gewinnen  ihre  wahre  Bedeutung  erst  in  Zutamnen- 
hauge  mit  dem  masseuhurten  Erscheinen  Italien  ig  eher,  betsonderi  aber  deutacher 
ßecheubücblein  tu  Anfang  des  XVI.  Jahrb.  und  der  Thatsacbe,  dass  die  Anfänge 
der  BuchdruckerkuDst  sieb  überhaupt  keinem  populär -praktischen  Gegenstand« 
mit  gleichem  Eifer  zugewandt  zeigen,  als  eben  der  praktischen  Arithmetik. 

ä)  Der  Gegensatz  zwischen  beiden  Rech  enm  etil  öden  wird  gemeinhin  bezeichnet 
mit  Bechnen  auf  den  Linien  und  mit  der  Feder,  „eompter  aux  geU  Ijtit) 
comme  ä  la  plumr";  auch  die  Beaeichnung  Algorithmus  linealis  findet  sich-  Ver^, 
meine  AbhaDdlimg  „Die  Rechenpfennige  und  die  operative  Arithmetik.*  Wien 
1886  (Numismatische  Zeitschrift  XIX,  1887). 
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larii  Halvezziani.  lussu  inutituti  Germanici  Savignyani  ediderunt 
Ebkestus  Friedlaendkr  et  Carolus  Malaoola.  Com  V  tabulis. 
Berlin,  G.  Reimer.  1887.  XXXIX  und  503  S.  gr.  4". 
Man  schrieb  daa  Jahr  1876.  Der  damalige  Assistent,  jetzige  Director 
am  Staatsarchiv  zn  Bologna,  Herr  Dr.  Carlo  Malagola,  hatte  in  dem 
dortigen  Familienarohiv  der  Grafen  Malvezzi  de'  Medlci  einen  wichtigen 
Fund  gemacht.  Dieses  Archiv  enthält  nttmlich  die  Acten  der  Deutsehen 
Nation  an  der  Universität  Bologna,  d.  h.  die  vollständigen  Nam  ena  einzeich - 
nnngen  aller  dort  studirenden  deutschen  Studenten,  die  Statuten  der  Nation, 
ihre  Privilegien  n.  s.  w.  Unter  den  darin  verzeichneten  Namen  befinden 
sich  auch  die  von  Nicolaus  und  von  dessen  Bruder  Andreas  Copper* 
nicas.  Herr  Malagola  war  damals  so  freundlich,  ausserhalb  Italiens 
merst  dem  Unterzeichneten  von  seinem  Funde  Kenntoiss  zu  geben,  and  ich 
beeilt«  mich,  denselben  sofort  dem  Coppernicus -Verein  für  Wissenschaft 
and  Kunst  zu  Tborn  mitzutbeilen,  zugleich  betonend,  dass  ich  eine  voll- 
ständige Verfiffeutlicbung  der  Acten,  die  vom  Anfange  des  XIII.  bis  an  das 
Ende  des  XVIII.  Jahrhunderts  reichen,  für  sehr  wünacbenswerth  hielte.  Der 
Coppernicus-Verein  ging  mit, grossem  Eifer  aaf  mein  Project  ein.  Der 
Protector  desselben,  der  Oberpräsident  von  Westpreussen  Herr  Dr.  v.  Achea- 
bach,  begeisterte  sich  ebenfalls  für  das  Werk,  und  so  wurden  bald,  immer 
nnter  Vermittelung  des  Herrn  v.  Achenbach,  zwischen  dem  Vereine  und 
dem  )[5nigl.  Cultusministerium  Verhandlungen  tlber  die  Herausgabe  gepflogen. 
Herr  Malagola  erstattete  ein  sechs  Bogen  starkes  Gutachten  über  die  Ver- 
Cffentlicbung,  Herr  Ferdinand  Gregorovins,  der  auf  meine  Bitte  in 
Bologna  selbst  die  Schriftstücke  eingesehen  hatte,  sprach  sieb  in  jeder  Be- 
ziebang  zustimmend  aus,  und  auf  Verlangen  des  Herrn  Ministers  trat  der 
Coppernicus-Verein  mit  der  J.  G.  Cotta'schen  Verlagsbuchhandlung  in  Stutt- 
gart in  Verhandlungen  über  die  Höhe  der  Subvention,  welche  diese  für 
einen  etwaigen  Druck  in  ihrem  Verlage  verlangen  würde,  Freiherr  v-  Cotta 
DOrmirte  diese  eigenhändig  auf  1200  Mark.  So  war  Alles  zur  Herausgabe 
vorbereitet  —  da  legte  mit  einem  Male  die  königl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zn  Berlin  ihre  Hand  auf  das  Werk.  Neidlos  gab  der  Coppernicus- 
Veiein  der  um  so  viel  mehr  legitimirten  Gesetlscbaft  die  Herausgabe  anheim, 
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die  endlich  im  Herbste  1887  —  nach  11  Jahren  —  für  die  sie  sehnlichst 
erwartende  wissenschaftliche  Welt  erfolgte. 

Nun  hätte  man  denken  dürfen,  dass  entweder  Herr  Dr.  Carlo  Ma lä- 
ge la,  oder  die  königl.  Akademie  zu  Berlin,  mit  deren  Vertreter,  Herrn 
Archivrath  Dr.  Friedländer,  der  verstorbene  Vorsitzende  des  Coppemicos- 
Vereins,  Prof.  Dr.  L.  Prowe,  fast  bis  zu  seinem  letzten  Lebenstage  wegen 
der  Herausgabe  im  Briefwechsel  stand,  sich  beeilt  hätten,  dem  Vereine, 
dem  das  unbestreitbare  Verdienst  gebührt,  zuerst  die  Aufmerksamkeit  der 
königl.  Staatsregierung  in  Betreff  dieser  Fundgrube  für  die  Literärgeschichte 
Deutschlands  rege  gemacht  und  deren  Veröffentlichung  angebahnt  zu  haben, 
wenigstens  ein  Druckexemplar  des  Werkes  zugänglich  zu  machen;  doch 
nichts  dergleichen  ist  geschehen.  Wenn  nicht  der  Unterzeichnete  sich 
auf  seine  Kosten  in  den  letzten  Wochen  ein  Exemplar  des  nicht  gerade  bil- 
ligen Buches  —  dem  Verleger  entstanden  für  dasselbe,  da  es  völlig  auf 
Staatskosten  gedruckt  ist,  gar  keine  Aufwendungen  —  hätte  kommen  lassen, 
so  würde  auch  noch  heute  weder  der  Coppernicus -Verein,  noch  sonst  Jemand 
in  Thorn  irgend  Etwas  von  der  Ausgabe  kennen. 

In  dem  Buche  werden  alle  Verdienste,  welche  sich  Mitglieder  der 
Akademie,  sowie  Minister  u.  s.  w.  um  das  Zustandekommen  desselben  ge- 
macht haben ;  gebührend  hervorgehoben:  weshalb  sind  aber  die  Namen  des 
Herrn  Oberpräsidenten  v.  Achenbach  und  dessen  Nachfolgers  im  Amte, 
des  Herrn  v  Ernsthausen,  verschwiegen,  die  sich  beide  mit  der  grossesten 
Hingabe  bemüht  haben,  die  Herausgabe  herbeizuführen?  Weshalb  wird 
nicht  darauf  hingewiesen,  dass  der  Coppemicus -Verein  zu  Thorn  in  hervor- 
ragender Weise  und  als  Erster  die  Herausgabe  nicht  nur  beabsichtigt,  son- 
dern fast  schon  den  Verlagscontract  mit  dem  Freiherrn  v.  Cotta  zum  Ab- 
schluss  gebracht  hatte?  Sind  nur  Mitglieder  der  Akademie  und  active 
Staatsminister  geeignet,  öffentlichen  Dank  für  ihre  Thätigkeit  bei  einer  so 
wichtigen  Publication  zu  erhalten?* 

Und  nun  weiter.  Herr  Prof.  Dr.  Jacob  Caro  in  Breslau  sprach 
seinerzeit  dem  Unterzeichneten  gegenüber  seine  Ueberzeugung  dahin  aus, 
dass  er  den  Coppemicus -Verein  nicht  für  geeignet  halte,  die  fragliche  Ver- 
öffentlichung auszuführen,   da  diesem  die  nöthigen  literarischen  Hilfsmittel 


*  Dass  Se.  Ezcellenz  der  Herr  Minister  der  geistlichen  etc.  Angelegenheiten 
über  die  Verdienste  des  Vereines  um  die  Herausgabe  anders  urtheilt  als  die  königl. 
Akademie,  geht  aus  dem  folgenden  Schreiben  hervor,  welches  an  den  Verein  ge- 
langte: 

,,Ira  Auftrage  des  Herrn  Ministers  der  geistlichen,  Unterrichts-  und  Me- 
dicinalangelegenheiten  benachrichtige  ich  den  Vorstand  ergebenst,  dass  die 
wegen  Herausgabe  der  Acta  Nationis  Germanoram  gepflogenen  weiteren  Ver- 
handlungen, an  welchen  auch  der  Herr  Justizminister  sich  betheiUgt  hat,  sa 
dem  Besultat  geführt  haben,  dass  jene  Herausgabe  durch  die  Akademie  der 
WiMenschaften  mit  den  ihr  aus  der  Savignjr- Stiftung  zu  Gebote  stehenden 
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nicht  so  zu  Gebote  Btänden  wie  der  Akademie :  nun  sehe  man  aber  die  Aus- 
gabe an,  so  wie  sie  bis  jetzt  vorliegt  —  ich  spreche  nicht  von  dem  in 
Aussicht  gestellten  Supplement  — ,  dann  sieht  Jeder,  dass  man  ftlr  diese 
weder  Akademiker,  noch  Archivdirector  zu  sein  braucht.  Die  Grundsätze 
zur  Publication  solcher  Acten  sind  Gemeingut  aller  Geschichtsforscher  und 
zu  der  sicherlich  nothwendigen  scrupulösesten  Genauigkeit,  mit  der  die 
Ausgabe  gemacht  ist,  braucht  man  nur  einen  guten  Handschriftenleser,  der 
doch  aber  nicht  gerade  Akademiker  zu  sein  braucht.  Iph  wenigstens  habe 
von  dieser  Ausgabe  auf  Staatskosten,  die  mindestens  sechs  Jahre  zur  Vor- 
bereitung gebraucht  hat  —  August  1881  bis  Herbst  1887  — ,  mehr  erwartet, 
als  sie  geleistet  hat.  Nur  das  vorzügliche  Register  hat  meine  ganze  Be- 
wunderung erregt.  Hier  und  nur  hier  allein  erkennt  man  den  mit  Allem 
vertrauten  Archivbeamten ,  und  doch  sind  auch  hier  mehrfach  Verweisungen 
auf  Namen  vorhanden ,  welche  im  ganzen  Register  nicht  vorkommen. 

Wie  für  die  Geschichte  jedes  deutschen  Gaues,  so  ist  speciell  für  die 
Literaturgeschichte  von  Ost-  und  Westpreussen  ein  ganz  erklecklicher  Ge- 
winn aus  diesen  Acten  zu  entnehmen ;  viel  grösser,  als  man  aus  den  Publi- 
cationen  Malagola's  über  die  Acten  der  Deutschen  Nation,  welche  in 
üebersetzung  auch  in  den  Schriften  des  Coppemicus -Vereins  erschienen  sind, 
annehmen  durfte. 

Da  der  Coppemicus -Verein  als  solcher  sein  Recht  zu  wahren  nicht  ge- 
willt zu  sein  scheint,  so  halte  ich,  als  früherer  langjähriger  Schriftführer 
des  Vereins,  welcher  die  ganze  Correspondenz  in  dieser  Angelegenheit  ge- 
führt hat,  es  für  meine  Pflicht,  die  Namen  Derer  nicht  untergehen  zu  lassen, 
welche  an  erster  Stelle  an  diesem  in  Wahrheit  nationalen  Werke  gearbeitet 
haben,  und  bemerke  nur  noch,  dass  ich  Alles,  was  ich  oben  gesagt  habe, 
actenmftssig  belegen  kann. 


Mitteln  und  mit  Hilfe  einer  von  Sr.  Majestät  dem  Kaiser  Allerhöchst  bewillig- 
ten Beihilfe  bewirkt  werden  wird. 

Ein  Vertrag  zwischen  der  Akademie  einerseits  und  dem  Grafen  Malvezzi 

29    Juli 

de*  Medid  und  Dr.  Malagola  zu  Bologna  andererseits  unter  dem  — [ r 

3.  August 

V.  J.  sichert  sowohl  die  Benutzung  des  in  dem  Besitze  des  Grafen  Malvezzi  de* 

Medici  befindlichen  Materials,  als  die  Mitwirkung  des  Dr.  Malagola  bei  dem 

Unternehmen. 

Dansig,  den  21.  Februar  1882. 

Der  Oberpräsident  der  Provinz  Westpreussen: 

von  Ernsthausen. 
An  den  Vorstand 

dM 

Coppemicus  -Vereins  für  Wissenschaft  und  Kunst 

■*  Thom." 

T  h  0  r  n ,  6.  März  1 889.  M.  Curtzb  ,  Professor, 

oorrMpondinndet  Mitglied  der  Akademie  der  WiMeneohaf  tea 

ra  Padoa. 
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Zivot  i  djela  B.  J.  Boikovioa  (Leben  und  Werke  von  B.  J.  Boscovich)  von 
Dr.  F.  Ba&ki.  Separatabdruck  aus  dem  87.,  88.  und  90.  Bande  der 
Berichte  der  südslavischen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Agram. 
1888.    428  S.  8^ 

Das  uns  vorliegende  Werk  zerfHUt  in  drei  Abschnitte.  Der  erste  Thefl 
enthält  eine  von  Dr.  Backi  in  slavischer  Sprache  verfasste  Biographie  des 
berühmten  Jesuiten,  der  zweite  (von  Prof.  Josef  Gelcich  zusammengestellt) 
eine  Sammlung  von  91  bisher  ungedruckt  gewesenen  Briefen  diplomatischen 
Inhalts,  der  dritte  eine  ähnliche  Collection,  die  zumeist  ein  mathematisches 
und  wissenschaftliches  Interesse  bietet  und  fast  ausschliesslich  durch  Schia- 
parelli  zusammengetragen  wurde.  SSmmtliche  Briefe  sind  zum  Olfick  in 
ihrer  Originalfassung,  d.  i.  italienisch  und  französisch,  wiedergegeben.  An 
dieser  Stelle  können  wir  uns  natürlich  nur  mit  dem  letzten  Theile  des  Wer- 
kes beschäftigen. 

Von  den  114  Briefen  wissenschaftlichen  Inhalts,  welche  182  Seiten 
des  ganzen  Buches  einnehmen ,  ist  zunächst  ein  guter  Theil  der  Astronomie 
gewidmet.  In  zwei  Briefen  finden  wir  Angaben  Über  die  Berechnung  der 
Cometenbahnen ,  und  zwar  lediglich  eine  Verbesserung  der  durch  Bosco- 
vich 1749  veröffentlichten  Methode:  De  determinanda  orbita  planetae  ope 
catoptrica  ex  datis  vi,  celeritate  et  directione  motus  in  dato  puncto.  In 
einem  andern  Briefe  (17.  April  1785)  beklagt  er  sich,  dass  Pingr6  seine 
ältere  Methode  geringschätzte,  ohne  von  der  bewussten  Verbesserung  Eennt- 
niss  zu  nehmen,  die  schliesslich  doch  die  Seele  der  ganzen  Bechnung  bildet. 
Boscovich  beruft  sich  darauf,  dass  sich  M^chain  und  Saron  zur  Be- 
rechnung der  Cometenbahnen  stets  seiner  verbesserten  Bechnungsweise  be- 
dienten und  dass  ihre  Besultate  doch  vorzüglich  waren.  Die  Wiedergabe 
des  mathematischen  Inhalts  dieser  Briefe  erscheint  ganz  überflüssig,  da  die 
verbesserte  Methode  im  3.  und  5.  Bande  des  1785  erschienenen  Werkes: 
B.  J.  Boscovich  opera  pertinentia  ad  opticam  et  astronomiam  enthalten  ist. 

In  einem  guten  Theile  seiner  Correspondenz  erscheint  uns  der  Jesuit 
als  wissenschafUicher  Vermittler  zwischen  den  Astronomen  von  Paris  und 
jenen  des  Instituts  Brera  zu  Mailand,  welch'  letzterem  er  die  in  Paris  aus- 
geführten Cometenbeobachtungen  und  die  daraus  durch  ihn  selbst  berech- 
neten Bahnelemente  mittheilte  oder  die  Berechnungen  Anderer  berichtigte, 
weitere  Daten  zur  Verbesserung  der  ersten  Bahnbestinmiung  verlangte 
u.  s.w.  Die  Cometen,  worauf  hier  Bezug  genommen  wird,  sind  folgende: 
1779,  17801,  1780  II,  17811,  1781 II,  17851,  1785  II. 

Einige  von  den  hier  besprochenen  Documenten  liefern  mehrere  Details 
zur  Geschichte  der  Entdeckung  des  Uranus,  der  bekanntlich  am  13.  März 
1781  durch  Herschel  gesehen  und  als  Comet  angezeigt  wurde.  Am 
19.  April  1781  schrieb  Boscovich,  von  Messier  und  Lalande  Beobach- 
tungen des  neuen  Cometen  erhalten  zu  haben,  die  sich  jedoch  für  eine 
Bahnberechnung  wegen  der  geringen  Breitenänderung  schlecht  eignen.     Er 
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findet  auf  Grand  dieser  Daten  zwei  sehr  abweichende  Bahnen  und  macht 
darauf  aufmerksam,  dass  das  neue  Object  keine  Spur  von  einem  Schweife 
zeige.  Am  10.  Juni  kann  er  noch  nicht  entscheiden ,  ob  es  sich  um  einen 
neuen  Planeten  oder  um  einen  Cometen  handelt;  doch  neigt  er  zur  ersteren 
Annahme  und  sagt,  dass  Ende  Juli  darüber  Gewissheit  erlangt  werde.  Am 
6.  October  giebt  er  ausführliche  Daten  über  den  Planeten;  da  er  sich  aber 
ausserhalb  seines  Domicils  befindet,  wo  er  nur  die  Sindstafein  bei  sich  hat, 
so  kann  er  einer  Mittheilung  Messier's  nicht  unbedingt  zustimmen,  laut 
welcher  sich  die  Bahn  sehr  der  Ereisform  ntthem  sollte.  Am  19.  November 
1781  hielt  man  am  Observatorium  Brera  den  neuen  Stern  noch  für  einen 
Cometen  und  Boscovich  machte  die  dortigen  Kreise  darauf  aufmerksam, 
dass  man  zu  jener  Zeit  schon  allgemein  anerkannte,  einen  neuen  Planeten 
vor  sich  zu  haben.  Laut  Brief  vom  18.  Februar  1782  fand  der  gelehrte  Jesuit 
die  mittlere  Entfernung  des  Uranus  von  der  Sonne  18,9  (Lalande  18,913) 
und  die  Umlaufszeit  88,15  Jahre. 

Im  Uebrigen  finden  wir  von  astronomischen  Fragen  Vieles  über  ein 
Wasserfemrohr,  von  dem  sich  Boscovich  besondere  Erfolge  versprach, 
einige  unbedeutende  Winke  über  die  Bestimmung  der  Befraction,  und  An- 
sichten über  die  Atmosphäre  des  Mondes,  deren  Vorhandensein  ihm  unwahr- 
scheinlich klingt  und  die  er  durch  Stembedeckungen  nachzuweisen  auffordert. 

Ein  grosses  Interesse  bieten  jene  Briefe,  die  sich  auf  die  Enthebung 
Boscovich *s  von  der  Stelle  eines  Directors  der  Sternwarte  der  Brera  be- 
ziehen, da  sie  einiges  Licht  auf  den  Zustand  der  praktischen  Astronomie 
in  Italien  am  Ende  des  vergangenen  Jahrhunderts  werfen.  Es  genüge  kurz 
anzuführen,  dass  die  Jesuiten  für  die  Anschaffung  und  Installirung  der 
Instrumente  oft  aus  eigenen  Mitteln  sorgen  mussten ,  wollten  sie  in  der  Lage 
sein ,  ihre  Institute  auf  der  Höhe  der  Zeit  zu  erhalten.  Merkwürdig  ist  das 
ürtheil,  das  Boscovich  über  Lagrange,  einen  seiner  hartnackigsten 
Gegner,  den  er  zwar  für  theoretische  Studien  als  besonders  geeignet  an- 
erkennt, dem  er  aber  jede  Eigenschaft  zum  praktischen  Astronomen  abspricht. 
Noch  in  seinen  letzten  Jahren  beklagte  sich  B.  darüber,  dass  La  Grange 
ihm  soviele  Schwierigkeiten  in  den  Weg  legte,  und  u.  A.,  dass  er  sich  stets 
weigerte,  einen  Meridiankreis  für  den  Unterricht  in  der  Astronomie  aufzu- 
stellen. Er  wirft  ihm  vor,  das  Aequatorial  dem  Meridiankreis  vorgezogen 
zu  haben ,  die  Aufstellung  eines  Quadranten  für  die  Bestimmung  der  Aber- 
ration verhindert  zu  haben  u.  dergl. 

Von  mathematischen  Fragen  enthalten  die  Briefe  nur  Kurzes  und 
Weniges,  so  einige  Bemerkungen  über  die  Bectification  der  Kegelschnitte 
und  über  einige  Punkte  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Erstere 
sind  durch  die  Herausgabe  eines  Werkes  von  einem  P.  Fortunato  ver- 
anlasst, welches  diesbesfigliohe  Fehler  enthielt,  letztere  sind  Antworten  auf 
bestimmt  gestellte  Fragen  und  drehen  sieh  «*"  lirkUlmngen  über 

den  Begriff  und  die  Bedeatong  dar  1 
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Seite  95 — 100  des  Werkes  enthSlt  ein  Verseichniss  der  eftminilicfaeii 
von  Boscovieb  herausgegebenen  Werke,  sowie  der  in  verschiedenen  Zeit- 
schriften zerstreuten  Monographien,  doch  ist  entweder  dieses  Verzeichniss 
nicht  vollständig  oder  müssen  noch  unedirte  Manuscripte  von  B.  vorhanden 
sein.  So  spricht  er  z.  B.  in  Briefe  vom  19.  August  1784  (S.  371)  von  einer 
Brochure  über  sein  Wasserfemrohr,  die  wir  im  Verzeichniss  nicht  vorfinden. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  auch  der  Naturforscher  manches  ihn 
Interessirende  finden  wird,  so  z.  B.  ziemlich  lange  Auseinandersetzongen 
über  die  Hebung  und  Senkung  der  Küsten,  über  die  Faltungen  der  Erd- 
rinde und  über  die  damit  zusammenhängenden  Veränderungen  in  den  Azi- 
mnthen  der  Instrumentenpfeiler  der  Sternwarten. 

Der  Druck  und  die  Ausstattung  des  Werkes  lässt  nichts  zu  wünschen 

^^"«-  '  E.Gelcich. 

Die  Quadratur  des  Zirkels  in  berufenen  und  unberufenen  Köpfen.  Eine 
culturgeschichtliche  Studie  von  Dr.  Hermann  Schubert,  Professor 
an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in  Hamburg.  [Heft  67  der 
Sammlung  gemeinverständlicher  wissenschaftlicher  Vorträge,  heraus- 
gegeben von  BuD.  ViRCHOw  und  Fr.  v.  Holtzendorff.]  Hamburg 
1889.  Verlagsanstalt  und  Druckerei  A.-G.  (vormals  J.  F.  Richter). 
40  S. 

Der  hübsch  geschriebene  Aufsatz  ist  der  Sammlung  entsprechend,  als 
deren  Theil  er  im  Drucke  erschien,  durchaus  volksthümlich  gehalten.  Man 
braucht  nicht  Mathematiker  zu  sein ,  um  ihn  zu  verstehen ;  man  darf  Mathe- 
matiker sein ,  und  wird  noch  immer  das  Eine  oder  das  Andere  daraus  lernen. 
Wir  heben  namentlich  S.  36  hervor,  wo  an  Beispielen  klar  gemacht  ist, 
welche  praktische  Bedeutung  für  die  Kreisausmessung  es  besitzt,  ob  die 
Zahl  n  auf  16  oder  gar  auf  100  Decimalstellen  genau  bekannt  ist.  Der 
Verfasser  hat  diesen  Auseinandersetzungen  eine  den  Völkern  und  der  Zeit- 
folge nach  geordnete  Uebersicht  der  Werthe  vorausgeschickt,  welche  für  9k 
in  Anwendung  kamen,  hat  eine  Andeutung  des  Beweises  der  Transcendenz 
von  n  folgen  lassen.  Eines  dagegen  vermissen  wir:  die  Angabe,  seit  wann 
der  Buchstabe  n  für  die  Mathematiker  das  Verhältniss  des  Kreisumfanges 
zum  Durchmesser  darstellt?  Euler  wird  wohl  nach  wie  vor  das  Verdienst 
zugeschrieben  werden  müssen,  jt  und  ebenso  auch  6  =  2,718281828...  in 
die  Mathematik  eingeführt  zu  haben,  wenn  auch  die  Annahme,  n  sei  erst- 
malig in  der  Introductio  in  analjsin  infinitorum  gebraucht,  durch  Herrn 
G.  Eneström  (Bibliotheca  mathematica  1889,  pag.  28)  als  irrig  nach- 
gewiesen ist.  Andere  als  Euler  haben  schon  1742  des  Buchstaben  n  sich 
bedient;  Euler  selbst  hat  abwechselnd  mit  n  auch  p  gebraucht.  Aber  seit 
der  Introductio  bürgerte  n  sich  allgemein  und  ausschliesslich  ein. 

Cantor. 
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Prinoipien  der  mathematisohen  Optik  von  Clebsch,   heransgegeben  yon 
Dr.  Kurz.     Augsburg  1887.    53  S. 

Es  war  C auch 7,  welcher  zuerst  die  Bewegung  des  Lichts  in  Mitteln, 
die  nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  sich  verhalten ,  aus  den  gegen- 
seitigen Anziehungen  der  Massentheilchen  (der  Herausgeber  schreibt  noch 
„Molekül^,  als  ob  das  Wort  ursprünglich  französisch  wäre)  abzuleiten  suchte. 
Er  gelangte  dabei  zu  Differentialgleichungen,  welche  die  Bewegung  des 
Lichts  in  Krjstallen  und  die  WellenflSche  ergeben,  so  lange  man  es  mit 
homogenem  Lichte  zu  thun  hat.  Die  Abhandlungen  von  Cauchy  sind  weit 
zerstreut,  es  wird  daher  Jedermann,  der  sich  fUr  diese  Theorie  interessirt, 
dem  Herausgeber  dankbar  sein,  dass  er  eine  Zusammenstellung,  vollends 
aus  einer  so  competenten  Feder  wie  die  von  C  leb  seh,  dem  Publicum  giebt. 

Der  Tit«l  ist  freilich  zuviel  versprechend,  da  das  Verfahren  von  Cauchy 
weder  zur  Erklärung  der  Dispersion,  noch  der  Absorption  führt.  Unter 
Principien  der  mathematischen  Optik  wird  man  heutzutage  noch  manches 
Andere,  als  das  hier  Besprochene  verstehen.  Aber  dass  ein  erster  Versuch 
abgeschlossen  dargestellt  ist,  ist  insbesondere  für  den  Studirenden  von 
grossem  Werthe.  p^  2bch. 


Nene  Theorie  der  Reibung  von  PetrofF.     Uebersetzt  von  Wurzel.     Ge- 
krönte Preisschrift.     Hamburg  und  Leipzig  1887.     187  S. 

Die  Frage  der  mechanischen  Wirkung  der  Reibung  ist  von  den  Tech- 
nikern —  aus  Mangel  an  Besserem  —  in  der  Art  gelöst,  dass  man  die 
Sätze  von  Coulomb  (Unabhängigkeit  von  Geschwindigkeit  und  Grösse  der 
Reibungsfläche,  Abhängigkeit  nur  von  dem  Drucke)  als  für  alle  Fälle  richtig 
annahm  und  darnach  die  Rechnung  weiter  führte.  Der  Verfasser  sucht,  da 
diese  Sätze  durchaus  nicht  immer  sich  bestätigen,  den  einzelnen  Ursachen 
des  unter  dem  allgemeinen  Namen  der  „Reibung''  Zusammengefassten  nach- 
zuspüren. An  der  Hand  der  neuesten  Arbeiten  wird  zuerst  die  Reibung 
in  Flüssigkeiten  betrachtet,  insbesondere  das  Gesetz  von  Hagen-Poiseuille 
abgeleitet  und  seine  üebereinstimmung  mit  Versuchsergebnissen  nachgewiesen. 
Dabei  ergeben  sich  eine  Anzahl  Folgerungen,  nach  denen  die  Reibung  von 
der  Zähigheit  des  Schmiermittels  abhängig ,  der  relativen  Geschwindigkeit  der 
bewegten  Theile  direct,  der  Pressung  (Druck  auf  Flächeneinheit)  indirect 
proportional  ist.     Auch  auf  die  Temperatur  wird  noch  Rücksicht  genommen. 

Es  zeigt  sich  dabei ,  dass  die  bisherigen  Versuche  noch  nicht  genügend 
Material  geben,  um  definitive  Resultate  zu  erhalten.  Der  Verfasser  giebt 
das  Charakteristische  solcher  zu  machenden  Versuche,  ohne  auf  deren  Ein- 
zelheiten einzugehen.  p  7»^^^ 


Byk4iL^>  V^ 
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Die  Lehre  von  der  Energie,  historisch -kritisch  entwickelt  von  Dr.  Helm. 
Leipzig.     104  S. 

9  Die  ganze  Bedeutung  eines  Naturgesetzes  liegt  allein  in  dem  Erfolg, 
in  der  Macht,  mit  der  es  uns  gestattet,  die  Welt  erkennend  zu  beherrschen 
oder  in  der  einfachsten  Weise  zu  beschreiben.  Die  letzten  Begründungen 
bleiben  immer  schwankende,  weil  sie  aus  dem  exacten  Gebiet  hinausführen.* 
Mit  diesen  Worten  charakterisirt  der  Verfasser  seinen  Standpunkt,  ein  Stand- 
punkt, der  in  der  neueren  Zeit  vielfach,  besonders  bei  Kirchhoff  und 
Mach  vertreten  ist. 

In  Theil  I  werden  die  Quellen  der  Energie -Ideen  aufgesucht,  in  der 
Mechanik,  der  Physik,  der  Philosophie  und  der  Technik.  Es  wird  gezeigt, 
wie  auf  allen  diesen  Gebieten  mehr  oder  weniger  unbewusst  von  dem  Cto- 
setze der  Energie  seit  langer  Zeit  Gebrauch  gemacht  wird.  Besonders  be- 
merkenswerth  scheint  dem  Beferenten  die  Darstellung  des  instinctiven  Vor- 
dringens des  Gesetzes  in  der  Technik. 

In  Theil  II  wird  die  Begründung  des  Energiegesetzes  behandelt.  Es 
wird  die  Leistung  Robert  Majer 's  in  einer  Weise  anerkannt,  wie  das 
leider  selten  der  Fall  ist;  es  werden  die  Arbeiten  von  Joule  besprochen, 
die  „unser  Wissen  von  der  Energie  erweitert,  aber  nicht  begründet  haben**, 
die  auf  Schlüssen  beruhen,  wie  sie  Mayer  gemacht  und  die  experimentell 
zu  bestätigen  sein  Ideal  war.  Dann  werden  die  Verdienste  Helmholtz* 
hervorgehoben,  der,  von  der  Idee  Majer^s  „ex  nihüo  nihü  fii^  ausgehend, 
sie  in  der  Form:  „Ein  Perpetuum  mobile  ist  unmöglich^  benutzt,  womit  er 
zum  Gesetz  von  der  „Erhaltung  der  Eraft^  gelangt.  Während  es  sich  hierbei 
um  Gewinn  und  Verlust  an  Energie  von  aussen  oder  nach  aussen  handelt, 
tritt  die  Vorstellung  der  Eigenenergie  eines  Körpers  als  einer  Function  des 
augenblicklichen  Zustandes  vorzugsweise  bei  Clausius  und  W.  Thomson 
auf.     S.  41   wird  dann  das  Ergebniss  der  Untersuchung  aufgestellt 

In  einem  Theil  III  ist  von  der  „Energetik"  die  Rede,  wie  Rankine 
eine  neue  Wissenschaft  genannt  hat,  deren  Aufgabe  ist,  das  Energiegesetz 
zu  einer  Weltanschauung  auszubilden ,  welche  die  Mechanik  als  Naturwissen- 
schaft in  sich  schliesst,  aber  über  ihre  Grenzen  hinausgeht.  Im  Energie- 
gesetz entwickelt  sich  damit  eine  Weltformel,  wie  sie  Laplace  vorschwebte. 
Als  Beispiel  für  die  Tragweite  der  Energie -Ideen  werden  zum  Schlosse 
Begriffe  aus  der  Volkswirthschaftslehre  verwendet. 

Das  kurze,  präcis  und  stramm  gehaltene  Werk  wird  Jedem,  der  sich 
mit  dem  Studium  der  Energie  abgiebt,  für  Gewinnung  klarer  Gedanken  und 
richtige  Auffassung  der  früheren  grundlegenden  Arbeiten  von  unschätzbarem 
Werthe  sein.  p^  2«ch. 
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Grashof,  TheoretJBohe  Maschinenlehre.  3.  Band,  1.  bis  3.  Liefening.  Ham- 
burg und  Leipzig,  Leopold  Voss.     1886,  1887. 

Der  3.  Band  des  rühmlichst  bekannten  Grashof 'sehen  Werkes  soll  in 
fünf  Lieferungen,  von  denen  bis  jetzt  drei  erschienen  sind,  die  Kraft- 
maschinen in  ihrem  ganzen  Umfange  behandeln. 

Die  erste  Lieferung  beginnt  mit  einer  üebersicht  der  Formen  des  zu 
technischen  Arbeitszwecken  verwendbaren  natürlich  yorhandenen  Arbeitsver« 
mögens.  Hieran  schliesst  sich  die  Besprechung  der  belebten  Motoren: 
Mensch  (Tragen  von  Lasten,  Arbeiten  an  Maschinen  bei  Angriff  mit  Händen  und 
Füssen),  Thier  (Göpel,  Tretwerk).  Bei  den  Wasser motoren  wird  nach 
allgemeinen  Erörterungen  über  die  üblichen  Arten  dieser  Kraftmaschinen  die 
Fassung  des  Aufschlagwassers  besprochen  und  sodann  in  eingehender  Be- 
handlung der  Wasserräder  im  engeren  Sinne,  der  Turbinen  und  der 
Wassersäülenmaschinen  eingetreten.  Hierauf  folgen  die  Windräder 
und  von  den  Wärmemotoren  nach '  allgemeinen  Bemerkungen  über  die- 
selben die  Dampfkessel. 

Die  vorliegenden  Lieferungen,  welche  des  lebhaften  Interesses  der  be- 
treffenden Kreise  sicher  sind,  lassen  den  bekannten  Charakter  der  Gras- 
hof'schen  Arbeiten  erkennen:  wissenschaftlich  gebildeten  Technikern  und 
Studirenden  als  theoretische  Grundlage  zu  rationeller  Praxis  zu  dienen  und 
durch  eine  streng  wissenschaftliche  Behandlungs weise  zugleich  auch  solche 
Leser  zu  befriedigen ,  welche  an  den  technischen  Anwendungen  der  von  ihnen 
gepflegten  Mathematik  und  Naturwissenschaften  Interesse  nehmen«         q 


lieber  die  Berechnung  und  die  bildliche  Darstellung  von  Trägheits-  und 
Centrifhgalmomenten  ebener  Massenfiguren.  Von  Robert  Land 
in  Dresden.  Separatabdrnck  aus  dem  „Civilingenieur**.  Verlag  von 
A.  Felix  in  Leipzig.     1888. 

Die  Brochure  knüpft  an  eine  Abhandlung  von  Herrn  Mohr:  „üeber 
die  Bestimmung  und  graphische  Darstellung  von  Trägheitsmomenten  ebener 
Figuren^  an,  welcher  eine  neue  Darstellung  von  Flächenmomenten  zweiter 
Ordnung  gegeben  hat. 

Ist  eine  ebene  Fläche  F  ^und  zwei  durch  einen  Punkt  P  gehende  Axen 
PJ  und  PB  gegeben  und  sind  a  und  h  die  Abstände  eines  Flächenelements 
dF  von  diesen  Axen,  so  wird  das  zugehörige  Centrifugalmoment  fa.b.dF 
der  Fläche  F  in  Bezug  auf  die  zwei  Axen  auf  ein  statisches  Moment  zu- 
rückgeführt durch  Zuhilfenahme  eines  Kreises,  welcher  eine  gewisse  Abbil- 
dung der  Massenfigur  auf  den  Kreis  möglich  macht.  Ist  nämlich  e  der 
Abstand  des  Flächenelements  c2F  vom  Pol  P  und  legt  man  durch  P  einen 
beliebigen  Kreis  vom  Radius  r,  welcher  ÄP  vaA»,BPt  '^  T«nd  die  Ver- 
bindungslinie von  c2F  mit  P  in  2^  triiR|   ar 
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Centrifugalmoment  a.h.dF  aufgefasst  werden  kann  als  das  statische  Moment 

eines  Massenelements  dm  =3—^ —   in  Z^,  bezogen  anf  die  Sehne  A^B^, 

Der  Schwerpunkt  aller  dieser  Punktmassen  dm  wird  der  Trägheitsschwer- 
pnnkt  genannt.  Fallen  die  beiden  Axen  "BA  nnd  "BB  in  eine  zusammen, 
so  geht  das  Centrifagalmoment  in  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  um  diese 
Axe  über. 

Dieser  Darstellungsweise  nun  fügt  Herr  Land  vereinfachende  Rech- 
nungsmethoden hinzu ;  er  untersucht  die  Beziehungen  zwischen  den  verschie- 
denen Lagen  der  Pole  und  zugehörigen  Trägheitsschwerpunkte,  giebt  eine 
Construction  des  Trägheitsschwerpunktes,  und  bei  dieser  Gelegenheit  er- 
schliessen  sich  ihm  eine  Reihe  von  interessanten  Folgerungen ,  die  zum  Theil 
auch  zur  projectivischen  Geometrie  Bezug  haben;  schliesslich  wird  noch  der 
Zusammenhang  zwischen  Kreis  mit  Trägheitsschwerpunkt  einerseits  und 
Centralellipse  andererseits  erwähnt. 

Man  muss  zugeben,  dass  diese  so  durchgeführte  Darstellung  der  Träg- 
heitsmomente der  bekannten  Darstellung  durch  Centralellipsen  an  Einfach- 
heit und  Anschaulichkeit  zum  Mindesten  nicht  nachsteht.  Die  Brochure 
kann  den  Technikern  und  Mathematikern  empfohlen  werden. 

Hervorzuheben  ist  die  klare,  leicht  fassliche  Form  der  Entwickelang 
und  die  anschaulich  gezeichneten  Figuren. 

Stuttgart,  Juli  1888.  Cranz. 

TTeber  die  Bewegung  eines  festen  Kreises  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
Von  Dr.  Ludwig  Fbnnel.  Programm  der  städtischen  Realschule  in 
Cassel  1888  (Programm  Nr.  378). 

In  einer  kurzen  historischen  Einleitung  werden  die  Umwandlungen  be- 
sprochen ,  welche  die  Theorie  der  hydrodynamischen  Gleichungen  seit  E  u  1  e  r 
und  Lagrange  durch  Clebsch,  Thomson  und  Tait,  besonders  aber 
durch  Kirch  hoff  erfahren  hat.  Der  Verfasser  stellt  sich  sodann  als  Ziel, 
alle  die  Fälle  zu  ermitteln  und  zu  behandeln,  in  denen  sich  die  Bewegung 
eines  festen  Körpers  vom  Charakter  des  dreiaxigen  EUipsoids  durch  die 
ümkehrung  elliptischer  Integrale,  d.  h.  durch  elliptische  Functionen  und 
elliptische  Transcendenten  darstellen  lässt.  Die  Aufgabe  läuft  darauf  hinaus, 
die  Fälle  auszusuchen,  in  denen  gewisse  hyperelliptische  Integrale  zu  ellip- 
tischen werden,  unter  der  erwähnten  Voraussetzung  über  die  Gestalt  und 
Massen vertheilung  des  festen  Körpers.  Von  den  neun  Fällen,  um  die  es 
sich  handelt,  werden  drei  vollständig,  die  übrigen  hinsichtlich  ihrer  Resul- 
tate besprochen. 

Die  gründliche  und  klare  Arbeit  ist  durchaus  geeignet,  über  die  neueren 
Bestrebungen  im  Gebiete  der  Hydrodynamik  zu  orientiren,  und  stellt  einen 
bemerkenswerthen  Beitrag  zu  derselben  dar.  Crahz 
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Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.     Von  Dr.  Otto  Bausenbebqeb. 
L  Band:  Mechanik  der  materiellen  Punkte.   Leipzig,  Teubner.    1888. 

Von  der  analytischen  Mechanik,  mit  welcher  der  Verfasser  nach  einer 
Reihe  von  Veröffentlichungen  anderer  Art  nunmehr  vor  das  mathematische 
Publicum  tritt,  ist  zunächst  der  erste  Theil  erschienen.  Eine  eingehendere 
Beurtheilung,  besonders  Besprechung  von  Einzelheiten  wollen  wir  auf  die 
Zeit  yerschieben,  wenn  das  Werk  als  Ganzes  vorliegt,  und  uns  vorläufig 
darauf  beschränken,  den  günstigen  Eindruck  zu  constatiren,  den  der  erste 
Theil  auf  den  Leser  hervorzubringen  im  Stande  ist  Der  Verfasser  be. 
absichtigt,  eine  zusammenhängende,  systematische  und  übersichtliche  Dar- 
stellung des  Gesammtgebiets  der  analytischen  Mechanik  vorzutragen;  er  will 
weder  ein  Elementarbuch,  noch  ein  Nachscblagebuch ,  noch  eine  historische 
Entwickelung,  sondern  eine  systematisch  geordnete,  nur  das  Wesentlichste 
ins  Auge  fassende  Darstellung  der  neueren  analytischen  Mechanik  geben« 
Den  Kreis  der  Studirenden,  welche  sich  an  der  Hand  seines  Lehrbuchs  in 
die  theoretische  Mechanik  einführen  zu  lassen  beabsichtigen,  scheint  der 
Verfasser  mehr  unter  denen  der  Universitäten,  als  denen  der  technischen 
Lehranstalten  zu  suchen,  wie  die  ganze  Darstellung  zeigt.  Der  Anf&nger 
wird  es  dem  Verfasser  Dank  wissen ,  dass  die  meisten  mathematischen  Hilfs- 
resultate,  welche  verwendet  werden,  ausführlich  entwickelt  sind,  wie  z.B. 
die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  Beihenentwickelungen, 
bestimmte  Integrale  u.  A. ,  und  dass  die  Probleme  nicht  sogleich  in  vollster 
Allgemeinheit  vorgeführt,  sondern  durch  Beispiele  eingeleitet  werden.  Die 
Beispiele  sind  aus  der  Physik,  Geophysik,  Ballistik,  besonders  aber  aus  der 
Astronomie  gewählt.  Ob  unter  diesen  die  astromechanischen  Untersuchungen 
nicht  einen  im  Verhältniss  zum  Ganzen  etwas  zu  grossen  Raum  einnehmen, 
dürfte  zum  Mindesten  eine  discutable  Frage  sein. 

Behandelt  sind  im  vorliegenden  ersten  Theil  die  freie  und  unfreie  Be- 
wegung materieller  Punkte,  die  Principien  der  Mechanik,  auf  deren  Behand- 
lung besonders  aufmerksam  gemacht  werden  soll ,  und  die  Differentialgleich- 
ungen der  Bewegung  in  allgemeiner  Behandlung;  femer  ist  eine  Einleitung 
in  die  Poteatialtheorie  ebenfaUs  diesem  ersten  Theil  einverleibt.  Für  den 
zweiten  Theil,  Mechanik  der  starren  Systeme,  stellt  der  Verfasser  in  Aus- 
sicht, sich  in  der  Theorie  der  Elasticität  und  der  Hydromechanik  nur  auf 
die  wesentlichen  Punkte  beschränken  zu. wollen.  Wir  möchten  den  Wunsch 
aussprechen,  dass  die  neueren  Methoden  in  beiden  Theorien  nicht  allzukurz 
behandelt  werden. 

Stuttgart,  Juli  1888.  Cramz. 
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Historisch -literarische  Abtheilung, 


Ueber  eine  Algorismus- Schrift  des  XTT,  Jabrhunderts 
und  über  die  Verbreitung  der  indisch  -  arabischen 
Rechenkunst  und  Zahlzeichen  im  christl.  Abendlande. 

Von 

Dr.  Alfred  Naql 

in  Wien. 
(Sohlnii.) 


IV.  Nach  den  eigentlichen  Lehranweisungen  wendet  sich  bezüglich  der 
Verbreitungsmittel  der  praktischen  Arithmetik  die  Aufmerksamkeit  zunächst 
auf  die  Handels-  und  Wirthschaftsrechnungen,  in  Deutschland  vornehmlich 
auf  die  reichlich  erhaltenen  städtischen  und  Klosterrechnungen.  Aber  ge- 
rade hier  tritt  der  Umstand  ganz  deutlich  hervor,  dass  der  Anwendung  der 
Ziffern  bis  in  das  XVI.  Jahrhundert  hinein  ein  specieller  Hindemngsgrund 
im  Wege  gestanden  ist.  Es  ist  öfter  hervorgehoben,  aber  niemals  nach 
seinen  Ursachen  untersucht  worden,  dass  sowohl  in  Italien,  als  in  Deutsch- 
land und  Frankreich  die  Rechnungen  durchwegs  mit  römischen  Zahlzeichen 
geführt  werden,  bis  erst  gegen  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  darin  die  ara- 
bischen Ziffern  vereinzelt  zum  Vorschein  kommen,  um  dann  nach  und  nach 
erst  im  XVI.  Jahrhundert  die  Oberhand  zu  gewinnen.  Mit  der  oben  dar- 
gestellten Verbreitung  der  theoretischen  Rechenkunst  steht  dies  in  einem 
auffallenden  Widerspruche,  der  auch  durch  die  Erwägung,  dass  der  Algo- 
rismus zunächst  lange  Zeit  Schulwissenschaft  bleibt,  nicht  abgeschwächt 
wird.  Denn  die  Rechnungen  sowohl  im  Handels  -  als  im  Privatleben  zeigen 
schon  im  XIV.  Jahrhundert  allerwärts  deutlich  den  massgebenden  Einfluss 
Italiens  und  es  ist  eine  selbstverständliche- Sache,  dass  die  Handels-  und 
Industriekreise  Mitteleuropas,  welche  schon  im  XIII.  Jahrhundert  eine  leb- 
hafte Verbindung  mit  den  ober-  und  mittelitalienischen  Handelsstädten  unter- 
hielten, eine  Verbindung,  die  namentlich  auch  auf  dem  Gebiete  des  Bank- 
wesens von  grosser  Bedeutung  geworden  ist,  mit  den  buchhalterischen  For- 
men Italiens  auch  die  Kenntniss  der  dort  gangbaren  Rechenkunst  erwarben.^) 


1)  Umfassende  Naohweise  über  diese  EneheiDangen  sind  hier  unausführbar. 
Ich  verweise  nur  beiapialtweiit  ^0  WaiU5>  ¥114^.  ^<&V^.x, 

HiakUt.  Abthlg.  d.  XallMkft  ii  ^^ 
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Der  Grund  ist  nnn  bemerkenswerther  Weise  ein  juristischer  und 
ich  will  hier  den  öfter  erwähnten,  aber  bisher  noch  nicht  veröffenUichten 
Artikel  101  des  Statute  deir  Arte  di  Cambio  zu  Florenz  dd.  19. April 
1299/)  durch  welchen  die  Sache  ihre  unmittelbare  Aufklärung  erh&lt,  in- 
nächst  seinem  vollen  Wortlaute  nach  anführen. 

CL  Quod  nullus  de  arte  scrihat  in  suo  lihro  per  ahhacum. 

Item  stcUutum  et  ordinatum  est,  quod  nüUtis  de  hac  arte  audeat  vtl 
permittat  vel  per  se  vd  per  alium  scribere  vd  scribi  facere  per  se  vd  <dmm 
in  suo  Vhro  vd  q'uatemo^)  vd  in  aliqua  parte  in  quo  vd  quibus  scrihat  data 
et  accepta  aliquod,  quod  per  modum  vel  literam  ahbachi  intelligatur 
sed  aperte  et  extense  scrihat  per  literam.  Facienti  contra  teneaniur 
consuies  tollere  nomine  pene  (poenae)  solidos  viginti  per  qualihä  vice  ä  per 
qu^alihets  cripta^  et  nihilominus  teneantur  consuies^  si  ad  eorum  manus  perveneril, 
äliquod  scriptum  esse  contra  praedicta  vd  aliquid  praediäorum  per  se  ä 
eorum  offitium  teneantur  condempnare  modo  praedicto.  et  praedicta  hcum 
haheant  a  medio  mense  aprüis  suh  anno  domini  miüesimo  ducento  ducefäo 
(sie)  nonagesimo  nono  ind.  duodecimae  in  antea^  sive  de  libris  indpiendis 
scribi  a  medio  mense  aprüis  in  antea  et  pro  rationibus  quae  scribentur  a 
medio  mense  aprüis  in  antea.^) 

Die  juristische  Auslegung  dieser  Stelle  ist  nicht  ganz  leicht.  Man  be- 
achte, dass  die  Italiener  das  Wort  ahbaco  unmittelbar  aus  dem  antiken 
Sprachschatze  bis  zum  heutigen  Tage  beibehalten,  den  Gegenstand  seiner 
Bedeutung  selbst  aber,  das  Rechenbrett,  in  ihre  mittelalterlichen  Culturein- 
richtungen  nicht  übernommen  baben.^)     Der  italienische  Ausdruck  bedeutet 


714,  da88  in  Frankreich  die  römischen  Zahlzeichen  bis  1549  in  Gebrauch  wuea. 
Bezüglich  Italiens  und  Deutschlands  vergl.  das  oben  im  Text  Gesagte.  Geeringi 
Handel   und  Industrie   der   Stadt   Basel,    Basel  1886,   berichtet  S.  211:    „Italiea 
nimmt  die  arabischen  Ziffern  bereits  im  XII.  Jahrhundert  an  (?),  unsere  Kaafleote 
im  XV.  und  XVI.     Der  Haudelsstand   war   der  specifische  Vertreter   der  neuen 
Schrift  (ZahlzeichcD).     Sie  dringt  in  den  Archiven  der  UandeUzünfte  viel  früher, 
schon  im  XV.  Jahrhundert  darch,  während  sich  das  lateinische  System  im  gemeben 
Leben,  bei  den  Handwerkszünften  wie  in  der  städtischen  Verwaltung,  bis  tief  ins 
XVI.  Jahrhundert  hält."    Der  Verfasser  merkt  hierzu  an:  ,, Arabische  Ziffern  fielen 
mir  zuerst  auf  in  der  Frohnvestenrechnung  von  1579/80,  Angarian.**    (Vergl  aach 
oben  S.  138  Note  1.) 

1)  Dieses  für  die  Rechtsgeschichte  höchst  wichtige  Document  entbehrt  leider 
noch  der  Veröffentlichung. 

.2)  Italiauismus  von  quademo,  dem  gangbaren  Ausdruck  für*s  Uandelsbach. 

3)  Man  sagt,  dass  diese  Bestimmung  auch  in  die  späteren  renovationes  dieser 
Statuten  aufgenommen  worden,  was  allerdings  sehr  wahrscheinlich  ist.  Ich  habe 
solcher  Renovationen  nach  dem  Katalog  des  Archivio  di  stato  (reformagioni)  za 
Florenz  folgende  notirt:  16.  März  1300-11.  September  1313,  14.  März  1314  — 
6.  April  1316,  7.  März  1310—  13.  Mai  1320,  11.  Juni  1347-  6.  Februar  1684  (1384 V), 
ohne  sie  jedoch  einsehen  zu  können. 

4)  Diis  Umgekehrte  war  in  VraxiVmc^  \»id  m  ^aaz  Mitteleuropa  der  Fall, 
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gegenwärtig,   wie   schon   in   obiger   Stelle,   die  Rechenkunst,   im   engeren 
Sinne  das  schriftliche  Stellenrechnen,   also  die  arabisch  -  indische  Methode. 
Modus  äbaci  ist  mithin  jede  Einrichtung  der  Handelsbücher,  welche  irgend 
Etwas  ans  dem  Princip   dieser  Methode  mitnimmt,  insbesondere   also  das 
stellenmSssige    untereinanderschreiben    der    PostenbetrSge    am    Rande    des 
Blattes,   und  dass  man  sodann  nnter  Litierae  äbad  nichts  Anderes  als  die 
Fignrae  Indomm,  die  indisch -arabischen  Ziffern  zu  verstehen  habe,  ergiebt 
sich  von  selbst.     Wir  werden  unten  den  Grund  kennen  lernen,  warum  das 
Gesetz   hier  ^den   Modus   abaci   gesondert   von   den  Litterae   aufführt   und 
Beides  verbietet.^)     Aber  auch  die  Anordnung  des  aperte  ei  extense  scrihere 
per  lUteram^   worunter  natürlich  in   geradem  Gegensatze   zu  den  indischen 
Zahlzeichen  das  Buchstabenalphabet  gemeint  ist,  erscheint  nicht  ohne  Wei- 
teres klar.     Man  würde  zunächst  an  ein  wörtliches  Ausschreiben  der  Zahlen 
denken.     Allein  dass  die  Stelle  neben  diesem  auch  mit  dem  Gebrauche  der 
römischen  Zahlzeichen  vereinbar  gswesen,  beruht  auf  der  Untersuchung  der 
damaligen  Praxis  und  auf  der  Erwägung,   dass  die  römischen  Zahlzeichen, 
ursprünglich   nur  notae  im  engeren  Sinne,   nach   und   nach  den  Charakter 
von  Buchstaben,  die  Zeichen  für  Tausend  und  Hundert  sogar  denjenigen 
von  Wortabkürzungen  angenommen  haben.     Das  extense  scribere  bedeutet 
darnach  nur  soviel,   dass  die  Zahlen  ohne  Unterbrechung  der  Zeile  im  un- 
mittelbaren Anschlüsse   an  den  Text  zu  schreiben  seien,  im  Gegensatze  zu 
dem   bekannten  Auswerfen   der  Zahlen,   und   wohl  auch   mag  dabei   schon 
an   das  ebenfalls  sogleich  zu  besprechende  graphische  Zusammenziehen  der 
römischen  Zeichen   gedacht  sein,   mit  einem  Worte  die  ganze  Erscheinung 
der  damals  üblichen  Zahlendarstellung  in  den  Handelsbüchern. 

Wir  sind  nämlich  in  der  günstigen  Lage,  diese  Uebung  an  gleich- 
zeitigen, durchaus  massgebenden  Quellen  beurtheilen  zu  können.  Von  der 
Corapagnia  Peruzzi,  sowie  von  den  Alberti  del  Giudice  zu  Florenz,  zweien 
dvr  hervorragendsten  Bankhäuser  jener  Zeit,^)  deren  Mitglieder  höchst  wahr- 

wo  das  Wort  gänzlich  aus  der  Volkssprache  verschwindet,  die  Sache  aber,  das 
Hechenbrett,  noch  im  XVI.  und  XVII.  Jahrhundert  die  regelmässige  Einrichtung 
der  praktischen  Arithmetik  bildet.  Vergl.  über  diesen  auffallenden  Gegensatz  meine 
angeführte  Abhandlung:  Die  Rechenpfennige,  bes.  S.  39fl^. 

1)  Die  Schule  Gerbert's  und  der  Vorger bert*sche  Tractat  wenden  das  Wort 
ahacus  technisch  auf  ihr  Rechenbrett  und  ihre  Methode  an.  Gleichwohl  ist  an 
diesen  Zusammenhang  hier  nicht  zu  denken.  In  Italien  waren  die  Arcus  Pytha- 
gorae  niemals  heimisch,  am  wenigsten  zu  Ende  des  XIII.  Jahrhunderts,  wo  sie 
kaum  mehr  anderwärts  geübt  wurden. 

2)  Vergl.  S.  L.  Peruzzi,  Storia  del  Commercio  e  dei  banchieri  di  Firenze, 
ibid.  1868.  Doch  sind  darin  die  Stellen  aus  den  florentinischen  Handelsbüchern 
alle  mit  arabischen  Ziffern  wiedergegeben  und  die  Beträge  „in  ahhaco**  unterein- 
andergestellt, was  allerdings  mehr  der  Bequemlichkeit  des  modernen  Lesers  als  der 
historischen  Treue  entspricht.  Die  einwärts  gezogene  Einstellung  der  Seitensum- 
men ist  jedoch  richtig  zum  Ausdruck  gebracht  (S.  275  flg.).  Meine  Ausführungen 
im  Texte  beruhen  auf  eigener  Einsicht  der  Handschriften. 

W 
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scheinlich  an  der  Gesetzgebung  auch  unmittelbar  theilgenommen  haben ,  sind 
noch  wichtige  Handlungsbücher  erhalten ,  so  insbesondere  ein  Libro  secreto 
des  Giotto  d'Arnoldo  de'  Peruzzi,  ein  Buch  seines  Bruders  Arnolde 
de'  Peruzzi,  beide  mit  Kaien  november  1308  heginnend ^  ein  Libro  secreto 
sesto  der  Compagnia  Peruzzi  von  1339  und  ein  Libro  del  asse  sesto  der 
Giotto  de'  Peruzzi  e  Compagni  von  1335  an.^)  In  diesen  Büchern  ist 
keine  Spur  der  Anwendung  der  Ziffern  zu  finden,  das  römische  Zahlzeichen 
führt  noch  die  Alleinherrschaft;  aber  die  wichtigsten  Beträge,  nämlich  die 
Tausende  der  Lire,  sind  zumeist  in  Worten  ausgeschrieben,  z.  B.:  u  quin- 
dicimüia  CXV/V  A  VI  in  fiorinu^)  Ganz  in  Worten  ausgeschriebene 
Beträge  habe  ich  jedoch  nirgends  gefunden.  Aber  jene  erwähnte  Zusam- 
menziehung der  Zahlzeichen  ist  überall  bemerkbar.  Das  Zeichen  für  tausend» 
6] ,  hebt  sich  zwar  noch  immer  gesondert  ab ,  aber  d,  c,  h  ^  und  t;,  die  ge- 
wöhnlichen Minuskeln ,  werden  nun  nach  Thunlichkeit ,  wie  in  fortlaufenden 
Texten  y  graphisch  verbunden.  Besonders  charakteristisch  ist  hier  und  im 
ganzen  Mittelalter  die  regelmässige  Verlängerung  des  letzten  |  in  den  Ein- 
heiten, wie  yi^^VII,  was  keinen  andern  Zweck  hat,  als  die  nachträgliche 
HinzufQgung  einer  weiteren  Einheit  zu  yerhindem.  Die  einzelnen  Posten 
und  ihre  Abschlüsse  sind  durchaus  in  laufender  Schrift  gehalten,  so  dass 
YOn  einem  Bechnen  in  den  Büchern  selbst  keine  Rede  sein  kann,  sondern 
zur  arithmetischen  Ueberprüfung  alle  Zahlen  besonders  herausgeschrieben 
werden  mnssten.  Nur  in  dem  Buche  des  Arnolde  und  in  dem  Buche  der 
Compagnia  von  1335  tritt  schon  das  Auswerfen  der  Zahlen  an  den  Rand 
auf,  wobei  aber  die  abacusgemässe  üntereinanderstellung  noch  immer  ver- 
mieden ist  und  die  Gesammtsummen  wieder  innerhalb  mit  textartig  fortlaufen- 
der Scriptur  erscheinen. 

In  einem  Libro  biancho  des  Paliano  de  Falcho  Paliani  von  Flo- 
renz,') mit  12.  October  1382  beginnend,  finde  ich  zum  ersten  Male  die 
ai-abischen  Ziffern  an  einzelnen  Stellen  auftretend.  Mit  ihnen  ist  die  Fo- 
liirung  hergestellt  und  der  BuchfUhrer  bemerkt  gleich  im  Eingange:  „chia- 
ma$i  libro  biancho  ed  d  di  Charta  IHO^.  Diese  150  Blätter  sind  vollständig 
erhalten  und  weisen  an  einzelnen  Stellen  (fol.  12)  sogar  Geldbeträge  in  ara- 
bischen Zahlen  auf.  Es  ist  wohl  eine  Einwirkung  des  neuen  Systems  der 
venetianischen  Buchhaltung,  das  freilich  in  etwas  ganz  Anderem  bestand,  als 
in  dem  schon  von  der  antiken  Zeit  her  bekannten  Sondern  der  Ezpensi- 
und  Acceptilationes  nach  gegenüberstehenden  Paginae.  Paliano  sagt  näm- 
lich weiter  im  Eingange  seines  Buches:  scriveroUo  älla  venejsiana  cioe  ndT 
una  carta  dare  e  dirrimpetto  Xavere. 

Noch  stärker  zeigt  sich  der  venetianische  Einfluss  in  der  Zahlendarstellung 
in  den  Büchern  des  Francesco  di  Marco  Datini  von  Prato  bei  Florenz 

1)  Bibliotbeca  Riccardiana.    Vergl.  Peruzzi  a.  a.  0.  p.  228. 

2)  Die  Währung  ist  die  Lira  a  fioriuo  d*oro  zu  20  Soldi  zu  12  Denari. 

3)  ^rchivio  di  stato  daselbst    Vergl.  Peruzzi  pag.  224. 


IftQs  dem  Ende  des  XIV,  und  dem  ÄnTang  des  XV.  Jahrhunderts,  in  wel- 
eben  die  durchweg  rSmischen  Deträgezuhlen  einerseits  sorgßlltig  znsanimen- 
^/ogen,  andererseits  zum  ersten  Male  in  abbaco  gCKlellt  erscheinen.  Sie 
werden  nilmlicb  ansgenorfen  und  derart  untereinander  gestellt,  dass  die 
Kategorien,  nömüch  die  Tausender  {q},  die  Hunderter  (C — ),  die  Fünfziger 
(./J  und  die  Zehner  mit  den  Einern  (t,  '',  fi?)  je  eine  gesonderte,  gra- 
phiäcfa  verbundene  Gruppe  bilden  und  mit  den  gleichen  Gruppen  unterein- 
andergestellt  erscheinen,  so  dass  ein  Zusammenzählen  im  Buche  seibat  uD' 
mittelbar  ermöglicht  ist.  Aber  die  absichtliche  Umgehung  der  arabischen 
Ziffern  zeigt  sich  in  diesen  Büchern  sehr  aufföllig.  Durchweg  werden  die 
Summen  der  einzelnen  Seiten  und  die  Saldi  seitwärts  mit  arabischen 
Ziffern  angedeutet  oder  überrechnet,  ja  in  einem  Buche')  finden  sich  sogar 
iwei  Geldrubriken,  deren  äussere  die  Beträge  in  der  gebräuchlichen  Weise 
mit    römischen  Zeichen,    die    innere  aber  dieselben  Beträge  jeweils  daneben 

»mit  arabischen  Ziffern  enthält,  um  so  einerseits  der  gesetzlichen  Vorschrift 
And  andererseits  dem  Bedürfnisse  nach  besserer  üebersicht  der  Contobewegung 
ko  entsprechen. 
Jene  merkwürdige  Zahlendarstellung  durch  gruppenweises  ünterein- 
auderstellen  der  römischen  Zahlzeichen,  welche  zweifellos  unter  dem  modo 
ddV  abbacJio  der  Florentiner  Sprachweise  gemeint  war,*)  findet  sich  nun  in 
der  That  in  den  venetiauiscben  Hände IsbUcbcrn  am  schärfsten  ausgeprägt. 
Die  Scritture  Grimani  von  14fi8^)  z.  B.  balten  diese  Einrichtung  auf  das 
Genaueste  fest,  es  erscheinen  darin  sogar  die  Zehner,  Fünfer  und  Einer 
abacQsmUssig  gesondert.  Auch  wenden  sie  fUr  die  kleinste  Münzsorte, 
den  Picciolo,*)  schon  durchweg  die  arabischen  Ziffern  an  und  die  absicht- 
liche Umgebung  der  letzteren  für  die  übrigen  Geldbeträge  tritt  auch  hier 
wieder  darin  hervor,  dass  in  den  Conti  selbst  hier  und  da  die  Saldirungen 
und  Seitensummirungen  seitwärts  in  arabisch  -  indischer  Rechnung  und  mit 
Ziffern  naubge rechnet  erscheinen. 

Von    einem   ausdrücklichen   gesetzlichen  Verbote  der  Anwendung  der 
ibaoas- Darstellung  und  der  arabischen  Ziffern,  wie  sie  in  Florenz  bestand, 
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1)  Libro  biancbo  legnat«  B  von  1401,  f.  (Nr.  TIO  der  Sammlung  tu  Frato) 
Ffbg'io  c —  ^t-TIl  (d.  >•  1~3),     Der  Anfang  lautet;  Qttealo  libro  e  da  francescho  de 
;fco  dn  pralo  mercliaiunic  t  ciltadino  ftiyrcntino  ne!  quäle  scri»cremo  debxtnri 
■ediluri  dichiinlro  Inno  alaltro,  duimindando  qiusto  adi  primo  di  no- 
mtbre  I4O4  (arabisch)  al  2  (arabisch)  e  chiamaei  libro  biancho  »engniato  B. 

3)  Vergl,  iiuch  die  „Libri  eignati  per  Abacum  a  prindpio  usque  ad  fiaeni" 
r  Statuta  Mantuana,   eine  Stelle,   zu   deren  Erklärung   die  Bemerkung  von  Du 
r.  Abaons) :  Binc  . . .  inttlligo  Codices  natts  numericis  per  ningitlux  imgina» 
talai  nicht  aoBreicht.    Doch  vermag  ich  nicht  )tu  untergeh fiden,  ob  es  sieb  um 
nirung  in  arabischen  Ziffern,   oder  mit  rOmischen  in  abbaeo  gesteÜten 
iblceicben,  wie  sie  sich  bei  Francesco  Datini  findet,  gehandelt  ha' 
rchivio  notiirile  di  Veneiia. 
ie  Stückelung  ist  Lira  zu  20  So\äi,  zu  12  Urossi,  lu  S2  I'ioolc 
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ist  mir  zwar  für  Venedig  nichts  bekannt,  aber  dass  der  Rechtssatz  dort  eben- 
falls bestand,  unterliegt  schon  nach  jener  absichtlichen  Umgehung  der  Zif- 
fern keinem  Zweifel,  wenngleich  das  Bedürfniss  vorläufig  zur  abacasroässigen, 
d.  h.  zur  stellenwerthigen  Darstellung  gedrängt  hat,  wobei  das  römische 
Zahlzeichen  zu  jener  ganz  absonderlichen  Function  gelangt  ist.  Pacioli, 
in  dem  bekannten  Tractate  über  die  Buchhaltung  in  doppelten  Posten  in 
seiner  grossen  Summa  de  arithmetica  von  1494,^)  sagt  darüber  nichts  weiter, 
als  dass  die  Jahreszahl  am  Kopfe  aW  antica^  aW  dbaco  antico,  per  alfabcto 
zu  schreiben  sei.  Aber  noch  Domenico  Manzoni  spricht  von  der  forma 
delle  fiffure  aniicJie  che  si  soglion  fare  nei  Ubri  doppiy  und  stellt  sie  mit  der 
besprochenen  Zusammenziehung  und  Verlängerung  der  letzten  |  dar.  Er 
betont  insbesondere  die  Noth wendigkeit,  sie  gut  zusammen  vereinigen  (bin- 
den) zu  lernen  und  dass  dies  aus  dem  Grunde  der  Sicherheit  gegen  nach- 
trägliche Aenderungen  geschehe.')    Auch  das  Buchhaltungswerk  des  Genueser 


1)  Distinctio  IX.  Tractatus  XI.  particularis  de  computis  et  scripturis  (ed. 
Prof.  Viocenzo  Gitti,  Torino  1878),  Cap.  XV:  Ma  come  e  ditto,  prima  di  sopra  nel 
Quademo  porrai  ü  millesimo  (die  Jahreszahl)  all*  ahaco  antico,  cioe  per  alfabcto, 
costMCCCCLXXXXIIj,  (1493.)  Die  giaphischeVerbindungiBt  natürlich  im  Drucke 
verwischt.  Vergl.  die  Uebersetzung  bei  Dr.  E.  L.  Jäger,  Lucas  Paccioli  und  Simon 
Stevin,  Stattgart  1876. 

2)  Von  Domeuico  Manzoni  aqs  Uderzo  sind  zwei  Werke  über  die  vene- 
tianische  Buchhaltung  vorhanden,  der  Quademo  doppio  col  suo  Giornale  ...  sc- 
cundo  %l  costume  di  Venetia  di  Dominico  Manzoni  Opitergiense,  Venedig:  1554,  und 
der  Jjibro  mercarUile  ordinato  col  suo  Giornale  et  Alfabcto  per  teuer  conti  doppi  al 
modo  di  Venetia  di  Domenico  Manzoni  da  Uderzo,  Venedig  1564  und  1573  (alle  drei 
Drucke  des  Da  Trino).  Die  im  Texte  angeführten  Worte  sind  dem  15.  Capitel  des 
letzteren  Werkes  entnommen.  Umständlicher  spricht  der  Verfasser  von  dem  Ge- 
genstände aber  schon  in  dem  Werke  von  1554  (vergl.  die  Uebersetzung  von  Dr. 
£.  L.  Jäger,  Geschichte  der  Doppelbuchhaltung,  Stuttgart  1874),  zunächst  im 
[.  Buche,  Cap.  14  (Jäger  S.  57),  dann  im  li.  Buche,  Cap.  2  (Jäger  S.  68).  Er  schreibt 
in  der  letzteren  Stelle  das  sogenannte  Auswerfen  der  Geldbeträge  vor  und  zwar 
aus  Sicherheitsgründen  mit  den  ,^alten  Figuren'^  besonders  bei  den  Lire,  Soldi  und 
Grossi,  wogegen  bei  den  Piccioli  nicht  soviel  daran  läge:  lequal  figurc  antique 
solamente  si  fanno,  perche  le  non  sipossono  cosi  facilmente  diffraudare,  come  quelle 
ddV  abaco  modemo,  lequäl  con  facilitä  di  una  sene  (d.  i.  un  segno)  potria  fare 
im'  altra,  come  e  quella  del  ntüla,  dallaqual  sene  potria  far  un  6  uno  9  e  molte 
altre  si  potriano  mutare,  (Die  Uebersetzung  bei  Jäger  S.  69  von  abaco  modemo 
mit,, moderner  Rechentafel''  ist  nach  dem  oben  im  Texte  Ausgeführten  zu  verbessern.) 
Diese  Rücksicht  auf  die  Unveränderlichkeit  der  römischen  im  Gegensatz  zu  den 
modernen  Zahlzeichen  sei  hauptsächlich  bei  wichtigeren  Geschäften  mit  Rücksicht 
auf  die  gerichtliche  Beweisführung  zu  beachten,  perche  quando  esst  Ubri  con  tal 
figure  antique  con  diligenza  tenuti,  in  qualque  giudizio  li  accadesse  producti, 
quclli,  come  di  piü  auttorita  sariano  creduti.  Daher  erklärt  es  der  Ver- 
fasser schon  vorher  Bd.  I  Cap.  14  (Jäger  S.  57)  als  wichtig  für  die  Buchführer,  die 
älteren  Zählzeichen  gut  bilden  und  gut  in  einem  einzigen  Zuge  verbinden  za 
können,  ben  formarle  et  ben  ligarle  Vuna  con  l'altra,  accio  siano  in- 
^atenate  insieme  ...  con  prestezza  senza  levar  la  penna  de  la  carta. 
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Mönches  Don  Angelo  Pietra  von  1586^)  kommt  auf  den  Gegenstand  zu 
sprechen  (cap.  XIV,  Jäger  8.  122).  Er  nennt  die  römischen  die  „kaiser- 
lichen*' Zahlen  und  sagt,  dass  sie  hauptsächlich  für  Bankhalter  und  Han- 
delsleute wegen  des  Schutzes  gegen  Fälschungen  wichtig  seien. 

Wir  sehen  uns  nach  Alledem  zu  dem  Aussprache  veranlasst ,  dass  der 
Gebrauch  der  römischen  Zahlzeichen  in  der  üblichen  graphischen  Verbin- 
dung geradezu  Gegenstand  eines  Gewohnheitsrechtes  geworden  war,  in  der 
Richtung,  dass  die  Glaubwürdigkeit  der  Handelsbücher  vor  Gericht  durch 
den  Gebrauch  der  arabischen  Ziffern  wesentlich  beeinträchtigt  wurde. 

Dies  ist  also  der  Grund,  warum  der  allgemeine  Gebrauch  der  arabi- 
schen Ziffern  in  HandelsbU ehern  bis  zu  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  ganz 
vereinzelt  bleibt  und  erst  im  XVI.  Jahrhundert  mit  dem  Zurücktreten  der 
alten  Anschauung  allmälig  durchdringt.  Bemerkenswerther  weise  ist  die  ganze 
Erscheinung  auch  auf  Deutschland  übergegangen.  Im  XV.  Jahrhundert 
sehen  wir  daselbst  überall  die  Buchführung  ganz  nach  italienischer  Art 
geübt.  Die  Zahlen  sind  durchweg  in  römischen  Zeichen  und  gewöhnlich 
mit  der  beschriebenen  Verbindung  dargestellt,  insbesondere  fehlt  nirgends 
die  Verlängerung  des  letzten  I.  Auch  die  abacusmässige  Darstellung  in 
römischen  Zeichen  und  die  seitliche  üeberrechnung  in  arabischen  Ziffern 
werden  angetroffen.^)  Aber  am  bezeichnendsten  für  die  Annahme  der  ita- 
lienischen Rechtsanschauung  ist  eine  Erscheinung  zu  Frankfurt  a.  M.,  von 
welcher  Kriegk')  berichtet.  „Die  arabischen  Zahlzeichen,  damals  schlecht- 
weg die  Ziffern  genannt,  wurden  in  den  Rechenbüchern  des  Frankfurter 
Rathes  am  Anfang  des  Jahres  1494  znm  ersten  Male  gebraucht,  jedoch 
vereinzelt  und  mitten  zwischen  den  römischen.  Ein  wenige  Wochen  nach- 
her gefasster  Rathsbeschluss  aber  verbot  den  Beamten,  welche  jene  Bücher 
führten,  sich  der  ersteren  zu  bedienen.  Hierauf  erscheinen  die  arabischen 
Ziffern  zuerst  wieder  im  Rechenbuch  von  1546,  wiewohl  noch  immer  mit 
römischen  untermischt,  und  es  dauerte  noch  eine  Zeit  lang,  bis  sie  ganz 
an  die  Stelle  der  letzteren  traten.**  Anmerkung  71  hierzu:  „Im  Rechenbuch 
von  1493^)  kommt  auf  den  Karlstag  1494  die  erste  arabische  Ziffer  vor; 
am  Tage  Invocavit  dieses  Jahres  aber  enthält  das  Bürgermeisterbuch  folgen- 
den Beschlüsse  „Item  sollen  die  rechenmeister  sich  hiefür  mit  zjffern  zu 
rechen  massen.**^) 

1)  Indirizzo  degli  Economi  osia  ordinatissima  instruttione  da  regolatamciüc 
formare  qualunque  scrittura  in  un  lihro  doppio  ecc.  Mantova  per  Francesco  Osana. 
1586.    Uebersetzt  auszugsweise  von  E.  L.  Jäger,  Doppelbuchhaltung,  S.  105flgg. 

2)  So  in  den  Raitungeu  des  ßürgerspitales  und  des  Oberkammeramtes  der 
Stadt  Wien.  Arabische  Ziffern  erscheinen  darin,  aber  nur  im  Context  und  in  seit- 
lichen Anmerkungen,  mit  dem  Jahre  1470. 

8)  Deutsches  Bürgerthum  im  Mittelalter,  N.  F.  S.  83. 
4)  d.  b.  welches  mit  dem  Jahre  1493  beginnt 

6)  Bemerkentw^  *  *H  d«r  fon  Fried.  Unger  a.  a.  0.  S.  15  aus  EöbeTB 
Visirboch  vf  <^w  die  um  1500  in  Deutschland  nocbi 
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Sehen  wir  also  hier  die  Ziffern  gerade  von  jenem  Felde,  welches  ihnen 
ausser  der  operativen  Arithmetik  naturgemäss  bestimmt  ist,  durch  eine  con- 
crete  Bechtsanschanung  Jahrhunderte  lang  verdrängt,  so  kann  die  Langsam- 
keit ihrer  Verbreitung  trotz  der  örtlich  sich  kundgebenden  Vorliebe  fQr  die 
selben  nicht  Wunder  nehmen.  Dass  der  Handelsstand  schon  frühzeitig  auf 
den  Algorismus  aufmerksam  geworden,  ist  naheliegend,  und  die  Aufnahme 
der  italienischen  Arithmetik  im  Laufe  des  XIV.  Jahrhunderts,  wo  auch  die 
italienische  Buchhaltung  nach  Deutschland  vordringt,  ist  durch  die  arith- 
metischen Tractate  in  deutscher  Sprache  aus  dem  Anfange  des  XV.  Jahr- 
hunderts^) bezeugt.  Schon  im  XIIL  Jahrhundert  erscheinen  arabische  Zif- 
fern vereinzelt  auf  Siegeln ,  die  sich  dann  immer  häufiger  dieser  Darstellung 


allgemein  und  überwiegend  gebrauchten  römischen  Zahlzeichen  damals  geradezu 
als  ^^dentsche  Zahlen''  im  Gegensatze  zu  den  ^^Ziffem''  bezeichnet  worden.  Es  er- 
innert dies  dem  Sinne  nach  an  die  Bezeichnung  numems  naturalis  im  ersten 
Boetius- Anhange.  Die  von  Eöbel  daselbst  gehandhabte  Verwendung  der  römi- 
schen Zeichen  für  die  Nunieration  und  Operation  in  gemeinen  Brüchen  erachte  ich 
indess  als  einen  singulären  Versuch  des  Autors,  die  Rechnung  in  gemeinen  Brüchen 
mit  dem  Rechenbrett  zu  verbinden.  —  Zu  dem  bei  Unger  S.  16  vorkommenden 
Citate  ans  dem  Orbis  sensualium  pictus  des  Joh.Amos  Comenius:  ^,Die  Bauern 
zählen  mit  Kreuzen  und  halben  Kreuzen'',  wäre  noch  zu  verweisen  auf  desselben 
Verfassers  Janua  linguarum  von  16S1,  cap.72,  De  Arithmetica  (Opera  didact.  Amsterd. 
1657,  1,  289):  Buricolae  per  decusses,  duodenas,  quindenaa  et  sexagenas  supptUant. 
Bei  den  Bauern  des  Dauphinä  sollen  die  römischen  Zeichen  noch  jetzt  im  Gebrauche 
sein  nach  Edelestand  du  Menü,  Et.  d*arch^ol.,  p.  141  (Wattenbach,  Lat.Pal.). 
Doch  dürfte  auf  solche  Auskunftsmittel  des  Bauernstandes  für  die  Geschichte  der 
praktischen  Arithmetik  kein  besonderes  Gewicht  zu  legen  sein.  ' 

1)  Das  Erscheinen  der  Lehranweisungen  in  der  Volkssprache  ist  selbstver- 
ständlich fOr  die  Geschichte  der  Verbreitung  des  Gegenstandes  sehr  wichtig.  Ich 
will  daher  hier  die  ältesten,  von  denen  ich  Wissenschaft  erlangen  konnte,  anfQhren. 
Italienisch:  Libro  d*Abacho,  cod.  man.  der  Magliabecchiana  Cl.  XI  no.  74,  ge- 
schrieben um  1320  (vergl.  Boncompagni,  Trattato  d^arithm.  stamp.  nel  1478  in  den 
Atti  der  Lincei  1863,  XVI  pag.  803).  Paolo  Dagomari,  Le  Megoluzze  di  Maestro 
Paolo  deir  Abbaco,  gedr.  bei  Libri,  Eist  de  math.  3,  296  und  besser  in  Miacel- 
lanea  Pratese  no.  1.  Prato,  1860.  Französisch:  Ein  anonymer  Algorismus 
im  cod.  man.  der  Biblioth.  de  St«  Genevi^ve  in  Paris  R.  1.  17,  geschrieben  unter 
Philipp  dem  Kühnen,  also  zwischen  1270  und  1285,  beginnend  mit  den  Worten: 
Chi  commenche  fUgorisme,  (Vergl  Ch.  Henry,  Sur  les  deux  plus  anciens  traitee 
frau^ais  d*Algorisme  et  de  Gäometrie  im  Bullett.  Boncompagni  XV  pag.  49.) 
Deutsch:  Der  schon  erwähnte  Tractat  im  Wiener  Codex  no.  3029  ans  dem  XV.  Jahr- 
hundert, beginnend:  „Addim  haiszt  zusamgeben^;  zwei  Algorismus  -  Tractate  in 
den  Münchener  Handschriften  des  XV.  Jahrhunderts  no.  4162  und  no.  7088,  letzterer 
beginnend:  „Wilt  du  maisterlich  nach  rechter  Kunst  des  weisen  hochgelehrten 
meisters  ...  Algi  lernen  rechnen  .•.^.  Niederdeutsch:  Ein  Algorismustractat 
im  Codex  zu  Basel  F.  VU,  12,  geschrieben  im  Jahre  1445  (nach  fol.  208^  scriptus 
per  manus  bemardi  de  Veda  qui  temporis  fuit  visitanus  Gildensis,  anno  domini 
1445)  auf  fol.  169'— 177^:  Allfforismus  is  een  aerst.  —  Inzwischen  hat  sich  Fried. 
Onger  der  dankenswerthen  Mühe  unterzogen,  den  letzteren  Tractat  herauszu- 
geben: >,Das  älteste  (?)  deutsche  Bechenbnch'S  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phya. 
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der  Jahreszahl  bedienen,  seit  Ende  des  XIII.  Jahrhunderts  auf  Grabsteinen.^) 
Das  XV.  Jahrhundert  bringt  eine  besondere  Vorliebe  für  sie  in  den  mittel- 
und  süddeutschen  Städten ,  namentlich  in  Nürnberg,  wo  sie^schon  allerwärts 
auf  Gebäuden,  Bildwerken  u.  dergl.  anzutreffen  sind,  wohl  ob  ihrer  in  die 
damalige  Stylweise  gut  harmonirenden  Gestaltungen.  Die  gewöhnliche  Ver- 
wendung derselben  in  den  Kaiendarien  des  XV.  Jahrhunderts  ist  aber  ein 
untrügliches  Zeichen  für  ihre  damals  schon  sehr  allgemeine  Kenntniss  und 
Ausbreitung. 

Die  Verbreitung  der  indisch -arabischen  Arithmetik  im  Abendlande  war 
also  von  sich  entgegenwirkenden  Momenten  bestimmt,  dem  lebhaften  Be- 
dürfnisse der  Handelswelt  und  dem  Wissensdrange  der  Gelehrten  einerseits 
und  den  oben  dargestellten  besonderen  Hinderungsgründen  andererseits.  Es 
wird  aber,  um  nicht  neue  Missverstftndnisse  hervorzurufen  oder  alte  zu  ver- 
stärken ,  zu  betonen  sein ,  dass  jene  Hinderungsgründe  zum  Theil  mehr  der 
Hervorbringung  von  Schriftmonumenten,  die  uns  für  die  damalige  üebung 
der  Bechenkunst  Zeugniss  ablegen  würden,  im  Wege  standen,  als  dieser 
letzteren  selbst.  Wenn  gegen  Ende  des  XIV.  Jahrhunderts  in  Italien  sich 
die  Ziffern  trotz  der  gesetzlichen  Verbote  und  entgegenstehender  Rechts- 
anschauungen in  die  Handelsbücher  eindrängen,  Abschlüsse  in  rOmischen 
Zeichen  darin  mit  den  arabischen  überprüft  werden,  so  ist  dies  ein  schla- 
gender Beweis,  dass  damals  die  indisch  -  arabische  Arithmetik  bei  den  ita- 
lienischen Handelsleuten  schon  die  allgemein  übliche,  ja  gewöhnliche  Rech- 
nungsform war.  Diese  Erwägung  wird  ausserordentlich  verstärkt  durch  den 
Umstand,  dass  bei  den  Italienern  das  Rechenbrett  erwiesenermassen  nicht 
mehr  in  Anwendung  gewesen  und  dass  die  damals  noch  geübte  Fingerrech- 
nung für  die  Bedürfnisse  jenes  grossartig  entwickelten,  mit  fast  sämmt* 
liehen  Einrichtungen  des  heutigen  Bankverkehrs  schon  arbeitenden  Handels 
bei  Weitem  nicht  mehr  ausgereicht  haben  konnte.  Das  Auftreten  eines 
Tractates  über  die  Ziffernarithmetik  in  der  italienischen  Volkssprache  um 
1320,  dem  ein  solcher  in  französischer  Sprache  schon  um  1280  vorangeht, 
wird  daher  zu  einem  bedeutsamen  Umstände,  der  dazu  drängt,  diesen  Zu- 


1888,  hi8t.-lit.  Abth.  S.  126.  Er  verweist  hierbei  auf  eine  schon  fol.  180'  vorkom- 
mende Datirang,  welche  mir  entgangen  ist:  Deo  gratias  affinitw  et  campletas  per 
rne  bernardum  studentem  temporis  tunc  hildensem.  Anno  domini  M^cccc^xlv^,  Zu 
Unger's  Notes,  S.  143,  bemerke  ich,  dass  die  moderne  Bedeutung  des  deutschen 
Wortes  ,^ Ziffern''  nach  dem  oben  im  Texte  erwähnten  Frankfurter  Rathsbeschluss 
von  1494  schon  fEir  jene  Zeit  als  allgemein  gangbare  zu  betrachten  ist. 

1)  Die  Fälle  des  frühesten  Vorkommens  der  indisch -arabischen  Zahlzeichen 
in  Deutschland  sind  sehr  sorgfältig  gesammelt  und  besprochen  von  Mauch  im 
Anzeiger  für  Kunde  deutscher  Vorzeit  1860,  Sp.  ISO:  ,^ Mittelalterliche  Siegel  mit 
Jahrzahlen'';  Sp.  46,  81,  116,  151,  189,  229,  268:  ^^Ueber  den  Gebrauch  arabischer 
Ziffern  und  die  Veränderungen  derselben."  Vergl.  ebenda  1863,  Döbner,  ,>Zur 
Geschichte  der  arabischen  Ziffern",  und  1876,  8p.  38,  F.  K.,  ^^ Grabstein  mit  der 
Jahreszahl  138S  in  anlntelieii 
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stand  auch  der  Zeit  nach  bedeutend  zurückzurücken.  Denn  eben  jene  Flo- 
rentiner Anordnung  von  1299 ,  welche  die  Abacuseinrichtungen ,  d.  h.  die 
Ziffernarithmetik  für  die  buchhalterischen  Schriften  untersagt,  kann  füg- 
lich nur  damit  erklärt  werden ,  dass  die  neue  Rechenform  eben  auch  damals 
schon  allgemein  in  Anwendung  gewesen  ist. 

Was  Deutschland  betrifft,  so  zeigt  sich  allerdings  die  Praxis  mit  dem 
XV.  Jahrhundert,  wo  dieselbe  uns  wahrnehmbar  hervortritt,  und  in  den  fol- 
genden Jahrhunderten  so  stark  von  den  italienischen  Formen  abhängig,  dass 
wenigstens  kein  Beweis  dafür  erübrigt,  es  sei  der  im  XII.  Jahrhundert 
daselbst  erscheinende  Algorismns  in  das  Yerkehrsleben  eingedrungen.  Aber 
bemerkenswerth  bleibt  immerhin  die  Thatsache,  dass  der  Algorismus  wenig- 
stens in  theoretischer  üebung  fortlebt  und  noch  im  XV.  Jahrhundert  bei 
einem  italienischen  Gelehrten  ersten  Ranges,  Prosdocimo  de*  Beldo- 
mandiy  in  der  theoretischen  Verbesserung  der  Methoden  hohe  Beachtung 
finden  konnte.  Wenngleich  der  Algorismus,  gleich  der  6erbert*schen 
Arithmetik,  die  gar  keine  Spur  praktischer  Anwendung  hinterlassen  bat, 
vornehmlich  als  Schulgelehrsamkeit  auftritt,  so  ist  doch  nicht  zu  verkennen, 
dass  seine  praktische  Anwendung  innerhalb  eines  beschränkten  Kreises  von 
allem  Anfang  eine  weit  umfassendere  gewesen  sein  muss,  als  sie  der  Ger- 
ber tischen  Theorie  jemals  zu  Theil  geworden. 

Wenn  wir  auf  dem  doch  sehr  praktischen  Gebiete  des  Ealenderwesens 
die  Anwendung  der  Ziffern  in  Deutschland  mit  Beginn  des  XV.  Jahrhunderts 
als  eine  ganz  regelmässige  Einrichtung  hervortreten  sehen,  so  wird  es  an- 
gesichts dieser  bedeutsamen  Erscheinung  vorsichtig  sein ,  das  Ergebniss  einst- 
weilen dahin  zu  bestimmen,  dass  die  Anwendung  des  Algorismus  in  weiten 
Kreisen  seit  dem  XII.  Jahrhundert  zwar  nicht  wahrscheinlich  ist,  immerhin 
aber  bis  zu  einem  gewissen  Grade  nicht  als  unmöglich  gedacht  werden  kann. 


Nachtrag. 

S.  130  Z.  2  V.  o.  lies:  fol.  2V  statt  27^  S.  138  Z.  25  v.  o.  lies:  fol.  29'  statt  25'; 
S.  134  Z.  9  ▼.  u.  lies:  Abaci;  S.  136  Z.  8  ▼.  u.  lies:  Euchiridion;  S.  141  Z.  1  v.  q. 
lies:  praesertim. 


Recensionen« 


Theorie  der  Transformationsgmppen.  L  Unter  Mitwirkun<r  von  Dr.  Pribd- 
RiCH  Engel  bearbeitet  von  Sophüs  Lie.  Leipzig,  Tciibner.  1888- 
X  u.  632  S. 

Das  vorliegende  Werk  bietet  eine  zusammenfassende  Darstellung  einer 
ausgedehnten  Theorie,  welche  Herr  Lie  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren  in 
einer  grossen  Anzahl  einzelner  Abhandlungen  entwickelt  hat,   die  theils  in 
den   Mathematischen  Annalen,    theils    in  dem  in  Christiania  erscheinenden 
Archiv  für  Mathematik  und  Naturwissenschaft  veröffentlicht  sind.     Die  Un- 
ZDgänglichkeit  der  meisten  dieser  Publicationen ,  die  abgerissene  Form  man- 
cher von  ihnen,  endlich  auch  die  Schwierigkeiten,   welche  sich  dem  ersten 
[Eindringen   entgegenstellten,    sind   die  Ursache  gewesen,    dass  der  Inhalt 
dieser  Schriften    ungeachtet   seines   hohen  Werthes  dem  wissenschaftlichen 
Publicum  bis  heute  fast  ganz  unbekannt  geblieben  ist.    Denselben  Ursachen 
haben  wir  es  aber  auch  zu  danken ,  dass  der  Autor  fernab  von  dem  athem- 
losen  Wettlaufen   unserer  Tage  das  seltene  Gltlck  genoss,  seine  Gedanken 
in  Ruhe  zur  Reife  bringen ,  harmonisch  gestalten  und  selbständig  ausdenken 
zu  können. 

So  stehen  wir  denn  keinem  Lehrbuche  gegen tlber,  welches  bereits 
mehr  oder  weniger  bekannte,  dem  Zusammenwirken  verschiedener  Autoren 
entsprungene  Theorien  verarbeiten  will ,  um  sie  in  weitere  Kreise  zu  tragen, 
sondern  der  Schöpfung  eines  einzelnen  Mannes,  einem  Originalwerke,  das 
uns  von  der  ersten  Seite  bis  zur  letzten  fast  nur  Neues  sagt.  Bei  der  ungeheuren 
Fülle  des  Stoffes,  welche  bereits  dieser  erste  Band  darbietet,  ist  es  nicht 
wohl  möglich,  in  einer  wenige  Seiten  umfassenden  Besprechung  einen  auch 
nnr  einigermassen  vollständigen  Ueberblick  über  den  Inhalt  des  Werkes  zu 
geben ;  wir  werden  uns  daher  auf  den  Versuch  beschränken ,  eine  allgemeine 
Vorstellung  von  dem  Wesen  und  der  Bedeutung  der  wichtigsten  Gedanken- 
wendungen zu  erwecken. 

Es  ist  bekannt,  welche  Bedeutung  der  Begriff  der  Gruppe  seit  den 
Entdeckungen  Galois*  für  die  Algebra  gewonnen  hat;  die  Theorie  der 
Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  beruht  ja  vornehmlich  auf  der 
Betrachtung  gewisser  Gruppen  von  Substitutionen  oder  Vertauschungen  der 
Wurzeln.  Ein  in  gewissem  Sinne  ähnliches  Problem  wie  das  der  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen  ist  nun,  wie  Herr  Lie  bemerkt  hat,  das  Problem  der 
Integration  von  Differentialgleichungen.  Erfand,  „dass  die  meisten  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen,  deren  Integration  durch 
die  älteren  Integrationsmethoden  geleistet  wird,  bei  gewissen 
leicht  angebbaren  Schaaren  von  TraD8forai|kti<^|iei^  inTi^riaiit 
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bleiben,  and  dass  jene  Integrationsmethoden  in  der  Verwer- 
thang dieser  Eigenschaft  der  betreffenden  Differentialgleich- 
angen  bestehen''.  Hierin  lag  der  Keim  za  einer  neaen  Integrations- 
theorie ,  welche  bekannte  Methoden  unter  gemeinsame  Gesichtspunkte  stallte 
und  durch  deren  zielbewusste  Verfolgung  auch  in  noch  unbekannte  Gebiete 
manchen  Einblick  zu  eröffnen  versprach.  Mit  der  Entwicklung  dieser  neaen 
Theorie  aber  musste  nothwendig  ein  eindringendes  Studium  der  erwähnten 
Schaaren  von  Transformationen  Hand  in  Hand  gehen.  Das  sind  nun  die 
Trans formationsgruppen,  oder  doch  gewisse  unter  ihnen,  mit  welchen 
wir  es  hier  zu  thun  haben.* 

Eine  Transformationsgruppe  heisst  jede  endliche  oder  an- 
endliche Schaar  von  Transformationen  mit  der  Eigenschaft, 
dass  zwei  Transformationen  der  Schaar  hintereinander  aas- 
geftlhrt  wieder  eine  Transformation  der  Schaar  ergeben. 

Denken  wir  uns  die  Punkte  x  (^^...Xn)  einer  n-fach  ausgedehnten 
Mantiichfaltigkeit  einer  endlichen  oder  wenigstens  discreten  Anzahl  von 
Transformationen  r        - ,  v  . .      ^  x 

Xi=fi{Xi...Xn)  (»=1 ...«) 

unterworfen.  Dann  kann  es  eintreten,  dass  der  Inbegriff  dieser  Trans- 
formationen die  Gruppeneigenschaft  besitzt,  wie  z.  B.  fQr  n=l  die  Trans- 
formationen x'=x  +  ly  a;'=aj+2,  x=x  +  S  u.  s.  f.  Eine  solche  Trans- 
formationsgruppe heisst  discontinuirlich.  Im  Gegensatz  dazu  stehen 
die  Gruppen,  bei  welchen  man  von  einer  Transformation  coutinuirlich 
zu  anderen,  „benachbarten"  Transformationen  der  Gruppe  übergehen 
kann,  bei  welchen  also  die  einzelne  Transformation  noch  von  willkürlichen 
Parametern  oder  gar  von  willkürlichen  Functionen  abhängt.  Auch 
solche  Gruppen  haben  sich  schon  seit  langer  Zeit  vielfach  der  Betrachtung 
aufgedrängt.  Ich  erinnere,  um  nur  einige  der  bekanntesten  Beispiele  zu 
erwähnen,  an  die  Gruppe  aller  Drehungen  eines  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt,  deren  allgemeine  Transformation  von  drei  willkürlichen  Para- 


*  Um  wenigsteus  eine  VorstelluDg  von  dem  Zusammenhang  des  Integrations- 
problems mit  dem  Gruppenbegriff  zu  geben,  sei  Folgendes  bemerkt.  Wie  das 
Problem,  eine  vorgelegte  Differential gleichung  zu  integriren,  gegenwärtig  aufgefasst 
wird,  handelt  es  sich  darum,  dieselbe  womöglich  durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher in  eine  Differentialgleichung  überzuführen,  deren  Integrale  bereits 
bekannt  sind  oder  doch  als  bekannt  angesehen  werden.  Die  Transformation,  durch 
welche  dies  geschieht,  kann  nun  entweder  eine  bestimmte  sein :  dünn  erfordert  das 
Integrationsgescbäft  nur  sogenannte  ausführbare  Operationen;  oder  zweitens,  es 
giebt  eine  ganze  continuirliche  Schaar  von  Transformationen,  welche  die  verlangte 
Ueberführung  leisten.  Im  letzteren  Falle  wird  offenbar  jede  der  beiden  Differential- 
gleichungen noch  durch  eine  continuirliche  Schaar  von  Transformationen  in  sich 
selbst  übergeführt,  und  zwar  bildet  der  Inbegriff  dieser  Transfornjationen  eine 
Gruppe.  Die  Natur  der  Operationen,  welche  zur  Verwandlung  der  einen  Diffe« 
rentialgleichimg  in  die  andere  erforderlich  sind,  hängt  dann  von  den  Eigenschaflten 
iüeser  Gruppe  von  Transformationen  ab. 
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meiern  abhängt,  und  an  die  Oruppe  aller  conformeu  Abbildungen  einer 
Ebene  auf  sich  selbst,  in  deren  analytischem  Ausdruck  willkürliche  Func- 
tionen auftreten.  Es  ergiebt  sich  hiemach  eine  erste  Scheidung  der  nicht 
aus  discreten  Transformationen  bestehenden  Gruppen  in  „endliche^  und 
„unendliche  Gruppen",  je  nachdem  die  einzelne  Transformation  der 
Gruppe  nur  von  einer  endlichen  Zahl  willkürlicher  Parameter  oder  von  will- 
kürlichen Elementen  höherer  Art,  von  willkürlichen  Functionen  abhängt. 
Gegenstand  des  vorliegenden  Werkes  sind  nur  die  endlichen  Gruppen,  und 
unter  ihnen  wieder  vorzugsweise  eine  besondere  Classe,  die  ^continuir- 
lichen  Gruppen'',  Es  sind  dies  solche  Transformationsgruppen,  deren  Trans- 
formationen eine  einzige  continuirlich  zusammenhängende  Mannichfaltigkeit 
bilden,  bei  welchen  es  also  nicht  möglich  ist,  die  in  der  Gruppe  enthaltenen 
Transformationen  in  mehrere  discrete  Schaaren  zu  ordnen.  Eine  continuir- 
liche  endliche  Gruppe  bilden  hiemach  z.  B.  für  n  =  1  die  Transformationen 
x'^x  +  a^  sofern  a  einen  völlig  willkürlichen  Parameter  bedeutet;  fügen 
wir  aber  zu  denselben  noch  die  einzige  Transformation  x^  —  x^  so  ent- 
steht eine  Gruppe,  deren  Transformationen  in  zwei  getrennte  continuirliche 
Schaaren  zerfallen. 

Eine  endliche  continuirliche  Gruppe  wird  dargestellt  durch  ein  System 
von  Gleichungen: 

1)  «<=/i(«i ...««,  fli  ...ör)  (f  =1  ...«). 

Die  Grössen  a,  ..Tor  sollen  hier  die  willkürlichen  Parameter  sein.  Die 
Functionen  fi,  welche  in  der  Regel  als  analytische  Functionen  ihrer 
Argumente  vorausgesetzt  werden ,  müssen  die  folgende  Eigenschaft  besitzen : 
Führt  man  nach  der  Transformation  1)  eine  zweite  Transformation  der 
Schaar  aus: 

2)  x'i=^fi  {x\  ...  «'a,  \  ...  dr); 

substituirt  man  also  in  2)  die  Werthe  1),  so  soll  der  auf  diese  Art  erhal- 
tene Ausdruck  der  x"i  durch  die  Xi  wiederum  der  Schaar  angehören,  d.  h. 
auf  die  Form  gebracht  werden  können: 

3)  «  rf  =  /i (ajj .. .  a?„ ,  Cj ...  Cr), 

Hier  ist  also  fi  dieselbe  Function  wie  in  1)  und  2);  die  Constanten  c^  ..,Cr 
aber  sind  gewisse  Functionen  der  Parameter  a|...ar,  2)|...&r' 

4)  0^  =  9ib(a| ...  Or,  &, ...  &r)  (Af=l...r). 
Die  Gleichungen  1)  werden  im  Allgemeinen  nicht  gerade  00**  verschie- 
dene Transformationen  darstellen,  da  es  denkbar  ist,  dass  in  ihnen  die  Para- 
meter a, . . .  a/  nur  in  gewissen  Verbindungen  auftreten.  Von  grösserem 
Interesse  ist  indessen  nur  der  Fall,  wo  die  r  Parameter  alle  „wesentlich" 
sind ,  d.  h.  wo  die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  nicht  auch  schon 
durch  weniger  als  r  Parameter  ausgedrückt  werden  kann.  In  diesem  Falle, 
der  im  Folgenden  allein  in  Betracht  gezogen  wird,  heisst  die  Gruppe 
„rgliedrig". 
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Das  Operiren  mit  den  ausgeschriebenen  Gleichungen  1)  ist  sehr  um- 
stftndlich  und  dürfte  für  sich  allein  znr  Zeit  wohl  kaum  eine  geeignete 
Methode  sein,  um  eine  allgemeine  Transformationstheorie  zu  entwickeln. 

Die  wesentliche  und  entscheidende  Wendung,  durch  welche  das  Lie'sche 
Werk  zu  seinen  Resultaten  gelangt,  liegt  in  der  Bemerkung,  dass  man  die 
wichtigsten  Eigenschaften  der  continuirlichen  Transformationsgruppen  bereits 
aus  der  Betrachtung  eines  viel  einfacher  gebauten  Ausdruckes  herleiten  kann, 
welcher  die  sogenannten  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppen  dar- 
stellt. Mit  Benutzung  einer  nicht  völlig  exacten,  aber  kurzen  und  sofort 
verständlichen  Ausdrucksweise  bezeichnen  wir  als  eine  ,,unendlich  klein e** 
oder  ^^infinitesimale  Transformation^  eine  solche,  welche  jeden  Punkt 
{x^  ...Xn)  allgemeiner  Lage  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  ein  unendlich 
kleines   Sttlck   fortschiebt*     Sie  wird   definirt  durch  ein  Gleichungssy&tein 

von  der  Form: 

5)  Sc'i=Xi  +  ^i{Xi...Xn)Öt,  (t=l...«), 

worin  6  t  eine  im  Verschwinden  begriffene  Grösse  bedeutet. 

Freilich  enthält  ificht  jede  continuirliche  Transformationsgruppe  1)  solche 
infinitesimale  Transformationen.  Ein  von  Herrn  Engel  construirtes  Bei- 
spiel,  welches  auf  der  Benutzung  einer  Function  mit  natürlicher  Grenze 
beruht,  zeigt  im  Gegentheil,  dass  es  auch  continuirliche  Gruppen  giebt, 
welche  keine  Transformation  von  der  Form  5)  enthalten,  ja  in  welchen  die 
identische  Transformation  {x't  =  Xi)  nur  an  der  Grenze  oder  gar  nicht  vor- 
kommt Es  wird  aber  nachgewiesen,  dass  sich  derartige  Gruppen  durch 
Einführung  neuer  Parameter  und  analytische  Fortsetzung  aus  den  Gleich- 
ungen solcher  Gruppen  ableiten  lassen,  die  in  der  genannten  Hinsicht  kein 
unregelmässiges  Verbalten  darbieten.  Wir  wollen  uns  hier  auf  die  Betrach- 
tung der  letzteren  Gruppen  beschränken,  da  die  Gruppen  der  anderen  Art 
in  dem  Li e 'sehen  Werke  nur  eine  untergeordnete  Stellung  einnehmen.  Die 
r-gliedrigen  Gruppen,  von  •welchen  weiterhin  die  Rede  ist,  enthalten  c»''^' 
infinitesimale  Transformationen;  sie  lassen  sich,  wie  eine  leichte  Betrach- 
tung zeigt,  auch  dadurch  kennzeichnen,  dass  ihre  Transformationen  paar- 
weise als  „entgegengesetzte*'  oder  „inverse''  zusammengehören. 

Der  analytische  Ausdruck  der  infinitesimalen  Transformation  5)  ist  noch 
einer  wesentlichen  Vereinfachung  fähig.  Berechnet  man  nämlich  den  „Zu- 
wachs*'  oder  das  „Increment**  einer  unbestimmt  gelassenen  Function  f 
bei  der  Transformation  5),  d.  h.  den  Betrag,  um  welchen  f{Xi .. .  Xn)  wächst, 
wenn  man  statt  der  Veränderlichen  Xi  die  5)  zu  entnehmenden  Nachbar- 
werthe  x\  einsetzt,  so  ergicbt  sich: 

*  Um  etwaigen  MissverdtändnistieD  vorzubeugen,  sei  ein-  für  alleuiai  bemerkt, 
daüB  dieser  und  andere  spüter  einzuführende  Begi-iffe  in  dem  Li  ersehen  Werke 
selbttt  in  genügender  Strenge  entwickelt  werden.  In  einem  Berichte,  der  auf  einen 
beHchränkten  Raum  angcwieHen  ist,  Schürfe  des  Ausdrucks  auf  KoKteii  des  Oedan- 
keüinha\U  erreichen  zu  wollen,  scheiul  dum  Referenten  nicht  am  Platze. 
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Der  hier  auftretende,  durch  das  Symbol  X(f)  oder  Xf  bezeichnete  Differen- 
tialausdruck: »  o/* 

kann  nun  das  Gleichungssystem  5)  vollständig  vertreten:  aus  6)  sind  ja  die 
Functionen  §/  der  Gleichungen  5)  als  die  Coefficionten  der  Differentialquo- 
tienten von  f  nach  den  Veränderlichen  Xi  sofort  zu  entnehmen;  es  ist 
h^X{xi). 

Die  Eigenschaften  einer  Gruppe  nun  durch  diese  „Symbole**  Äf  ihrer 
infinitesimalen  Transformationen  zum  Ausdruck  zu  bringen ,  ist  der  durchaus 
eigenartige    und    Herrn    Lie    eigenthümliche    Grundgedanke    des    Buches. 

Welche  ausserordentliche  Fruchtbarkeit  ihm  innewohnt,  werden  die  sogleich 

anzuführenden    Theoreme,    die    Fundamen talsätze    der    Lie*schen    Theorie, 

bereits  genugsam  zeigen. 

Betrachten    wir   mit   dem    Lie 'sehen  Werke   zuerst   die   eingliedrigen 

Cinippen,  also  Transformationsgruppen 

^'i  =  fi{»\  ...a^n»  o)  (i=  1  ...n) 

mit  nur  einem  Parameter  a,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung ,  dass  sich 
die  Transformationen  Xi  =  fi  (a;,  a)  paarweise  als  inverse  zusammenordnen 
lassen  (s.  oben). 

Von  diesen  Gruppen  wird  gezeigt ,  dass  man  statt  des  Parameters  a 
einen  neuen  Parameter  t  derart  einHlhren  kann,  dass  ihre  Gleichungen  ftlr 
^  =  0  die  Form  x't  =  Xi  und  für  t^=6t  die  Form 

a?  <  =  Xi  + 1|-  (flJ,  . . .  Xnj  S  t 
annehmen.      Durch    diese    ihre    infinitesimale   Transformation    ist   die    ein- 
gliedrige Gruppe   völlig  bestimmt  und   kann   in  Form  einer  convergenten 

Keihe  zs 

7)  Xi^Xi  +  X{Xi)A  +  X{X[Xi))j^^  +  ... 

geschrieben  werden,  in  welcher  das  Operationszeichen  X(f)  die  oben  erklärte 
Bedeutung  besitzt  Die  Darstellung  7)  der  eingliedrigen  Gruppe  ist  dadurch 
ausgezeichnet,  dass  man,  um  zwei  Transformationen  der  Gruppe  zusammen- 
^osetzen  (hintereinander  auszuführen),  nur  ihre  Parameter  zu  addiren  braucht: 
der  erhaltene  neue  Werth  des  Parameters  ist  unmittelbar  der  Parameter  der 
snsammengesetzten  Transformation.* 

*  Die  Analogie  des  Bildungsgesetzes  dieser  Reihe  mit  dem  Bildungsgesetz 
der  Exponentiaifunction  springt  in  die  Augen.  Wirklich  lässt  sich  der  Ausdruck  7) 
zu  einem  Grenzübergang  in  Beziehung  setzen,  ganz  ähnlich  dem  bekannten,  wel- 
cher zur  Bildung  der  Exponentiaifunction  führt.  Man  sieht,  dass  die  angeführte 
Eigenschalt  des  Parameters  i  aus  dcrselbeu  Quelle  fliesst^  wie  die  Eigenschaft  der 
Exponentiaifunction,  welche  sich  durch  die  Fuuctioualgleichung /*((!). /'(£«)  =  /'(^i  +  f2) 
ausdrückt. 
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Diese  Relationen  12)  haben  eine  fundamentale  Bedentang,  denn  sie 
erweisen  sich  als  charakteristisch  daftir,  dass  r  vorgelegte  infinitesimale 
Transformationen  eine  Gruppe  erzeugen. 

Stehen  irgend  r  infinitesimale  Transformationen  Xif.,.Xff 
(zwischen  welchen  keine  Relation 

mit  Constanten  Coefficienten  besteht)  in  der  durch  die  Formeln  12) 
gegebenen  Beziehung,  so  erzeugen  dieselben  eine  (r-gliedrige) 
Gruppe. 

Hiermit  ist  es  also  wirklich  gelungen ,  eine  jede  endliche  continnirliebe 
Gruppe,  deren  Transformationen  sich  paarweise  als  inverse  znsanunenordneD, 
durch  ihre  infinitesimalen  Transformationen  vollständig  zu  kennzeichnen.  Man 
kann  abschätzen,  welchen  Vortheil  diese  Art  Gruppen  zu  definiren  bringen 
muss,  wenn  man  das  System  der  Ausdrücke  X|/*...Xr/*,  welche  särnrnüich 
nur  eine  Reihe  von  Veränderlichen  (X| . . .  Xn)  enthalten ,  mit  den  Gleichungen 
1)  zusammenhält,  in  welche  zwei  Reihen  von  Veränderlichen  und  ausserdem 
noch  die  Parameter  a^^^iOr  eintreten.  Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass 
das  System  X^f..,Xrf  mit  den  zugehörigen  Relationen  12)  kein  v($llig 
bestimmtes  ist,  insofern  man  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen 
Xif,..Xrf  selbstverständlich  durch  r  andere  linear  unabhängige  Transfor- 
mationen ersetzen  kann,  die  aus  jenen  mit  constanten  Coefficienten  linear 
abgeleitet  sind. 

Die  sämmtlichen  analytischen  Darstellungen  einer  Gruppe  sind  abhängig 
von  der  Wahl  des  benutzten  Coordinatensystems  (^| . . .  Xn) «  die  Formel  1) 
ausserdem  von  der  Wahl  der  Parameter  a|...ar.  Führt  man  statt  der 
Veränderlichen  x^.,.Xn  durch  eine  geeignete  Substitution 

13)  Xi  =  q>i{yi...yn)  (f=l...n) 

neue  Veränderliche  S^i . . .  ^n  ein ,  so  kann  dadurch  die  Gruppeneigenschaft 
der  vorgelegten  Transformationen  natürlich  nicht  zerstört  werden;  aber  der 
analytische  Ausdruck  derselben  wechselt.  Dennoch  behalten  die  eingeftlhrten 
Operationssymbole  ihre  allgemeine  Form  bei :  Geht  die  Function  f{Xi  .•.«.) 
durch  die  Substitution  13)  über  in  F{y^,.,yu)t  so  geht  gleichzeitig  das 
Symbol  X(f)  über  in  ein  entsprechendes  Symbol  F(JP),  und  es  geht 
ferner  {XfXk)  über  in  (F^Fit),  wenn  X^/*  und  Y^P  dieselbe  infinitesi- 
male Transformation  bedeuten.  Ferner  geht  auch  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation  Xf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  über  in  die  von  TF  er- 
zeugte Gruppe  u.  s.  w. 

Die  betrachteten  Operationen  und  Eigenschaften  der  Gruppen  sind  also 
in  gewissem  Sinne  unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems.  Da 
man  die  Einführung  neuer  Veränderlicher  auch  als  eine  Transformation 
des  Raumes  deuten  kann,  indem  man  die  Grössen  ^i  •••  ya  wieder  als 
Cartesiscbe  Coordinaten  ansieht^  ^o  kennen  wir  die  genannte  Eigenschaft 
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in  die  Gleicbnng  7)  einsetzt  und  dann  ^  =s  1  nimmt.  Offenbar  entstehen 
alle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  wenn 
man  für  c^,,.Cr  der  Reihe  nach  alle  zueinander  proportionalen  Werthsysteme 
setzt.  Da  umgekehrt  jeder  endlichen  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe 
eine  discrete  Anzahl  von  Werthsystemen  Cj . .  •  (V  zugeordnet  sind ,  so  können 
wir  mit  Hilfe  dieser  Constanten  die  Transformationen  der  vorgelegten  Gruppe 
in  einer  besonders  bemerkenswerthen  Weise  auf  die  Punkte  eines  r-fach 
ausgedehnten  Raumes  beziehen,  indem  wir  nämlich  die  c^..,Cr  als  Carte- 
sische  Coordinaten  deuten.  Wir  werden  auf  diese  Abbildung  später  zurück- 
zukommen haben« 

Es  seien  wieder  X,/*  und  X^f  zwei  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe.  Dann  giebt  es  noch  eine  zweite  Operation, 
durch  welche  man  aus  diesen  infinitesimalen  Transformationen  eine  neue 
infinitesimale  Transformation  herleiten  kann,  welche  wiederum  der  Gruppe 
angehört y  nämlich  diese: 

10)  X,(2,(n)-2,(Z,(n). 

In  diesem  Differentialausdruck  heben  sich  nämlich  die  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  weg  und  es  bleibt  ein  Ausdruck ,  der  wieder  in  der  Form 

Xf=^^iii-z —   geschrieben   werden   kann    und    eine    neue   infinitesimale 

Transformation  der  Gruppe  vorstellt.  Da  die  Operation  10)  sehr  häufig 
gebraucht  wird ,  so  wird  für  sie  ein  eigenes  Zeichen  eingeführt  und  für  10) 
kurz  geschrieben  (Ä^X^). 

Es  sei  hier  die  Bemerkung  eingeschaltet ,  dass  durch  den  Gebrauch 
dieses  Zeichens  eine  sehr  wichtige  Relation  zwischen  drei  ganz  beliebigen 
infinitesimalen  Transformationen  Xf,  Yf,  Zf  einen  einfachen  Ausdruck 
erhält,  die  sogenannte  Jacobi'sche  Identität: 

11)  (Z(rz))  +  (r(zx))  +  (Z(xr))=o. 

Man  verificirt  dieselbe  sofort,  indem  man  links  die  drei  Glieder  wirklich 
ausrechnet.  Diese  Relation  bildet  eines  der  vornehmsten  Hilfsmittel  der  Lie- 
schen Theorie. 

Nach  dem  Obigen  sind  alle  Ausdrücke  (XiXk)^  die  man  aus  den  r  un- 
abhängigen Transformationen  einer  Gruppe  bilden  kann,  wieder  Transfor- 
mationen der  Gruppe.  Da  aber  die  Gruppe  eben  nur  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  enthält,  so  folgt,  dass  alle  diese  Ausdrücke  sich 

linear  mit  constanten  CoefQcienten  aus  X^f...Xrf  zusammensetzen  lassen 

f*.  f**-*  1 
müssen.     Es  bestehen  also  -^—^ —  Relationen  der  Form 

12)  {XiXk)-=^y^^Cik.X.f  (f,*=l...r), 

worin  die  c^f  bloss  Conataniui  A 

HUt'Ut.  Abthlff.  4.  ScilMkr.  t  Mftth.  r 
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(r,  r^)  =  V*  yiks  Y.f  (f,  A;  =  1 . . .  m) 

1 
erftOlen.     Das   ist  aber  augenscheinlich  ein    rein   algebraisches  Pro- 
blem,  dessen  Lösung  ganz  allein  von  der  Beschaffenheit  der  in  der  Formel 
12)  auftretenden  Constanten  eik%  abhängt 

Dieses  wichtige  Resultat  ergiebt  sich  also  ohne  Weiteres  durch  Ein- 
führung der  Symbole  Xf  der  infinitesimalen  Transformationen  einer  Qruppe. 
Ebenso  werden  wir  erwarten  dürfen,  dass  auch  Untergruppen  von  aus- 
gezeichneten Eigenschaften  sich  an  der  Beschaffenheit  ihrer  infinitesimalen 
Transformationen  Yf  leicht  erkennen  lassen.  Die  allgemeinste  Art  solcher 
Untergruppen  wird  dargestellt  durch  die  ^^invarianten"  Untergruppen. 
Für  die  infinitesimalen  Transformationen  Yf  einer  solchen  Untergruppe  der 
r-gliedrigen  Gruppe  Gr  bestehen  Relationen  von  der  besonderen  Form 

14)  Är.)=^.*..r.r       Cil:::;)' 

ihre  endlichen  Transformationen  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  unterein- 
ander vertauscht  werden ,  wenn  man  auf  die  Punkte  des  Raumes  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  Gr  ausführt.  (Führt  man  allgemein  auf  die  Punkte 
des  Raumes  eine  Transformation  S  einer  gegebenen  Gruppe  G  aus ,  so  geht 
jede  Transformation  Tvon  G  wieder  in  eine  Transformation  von  G  über,  deren 
symbolischer  Ausdruck  in  bekannter  Schreibart  ist  8"^  TS.  Gehört  T  einer 
invarianten  Untergruppe  an,  so  ist  auch  S"^  TS  immer  wieder  eine 
Transformation  der  nämlichen  Untergruppe.) 

Das  Problem,  alle  Untergruppen  einer  gegebenen  Gruppe  Cr  zu  finden, 
wird  übrigens  nicht  allein  für  alle  miteinander  ähnlichen  Gruppen  gemein- 
sam erledigt,  sondern  für  eine  noch  viel  umfassendere  Classe  von  Gruppen. 
Die  Aufgabe  der  Algebra,  oder  genauer  der  Invariantentheorie,  auf  welche 
dasselbe  hinführt,  ist  nämlich  offenbar  unabhängig  von  der  Form  der  infini- 
tesimalen Transformationen  Xtf^  ja  sogar  von  dem  Begriffe  der  infinitesi- 
malen Transformation  überhaupt,  und  nicht  minder  unabhängig  von  Wahl 
und  Anzahl  der  Veränderlichen  Xi..,Xni  ihre  Lösung  hängt  ausschliesslich 
ab  von  den  Zahlen werthen  der  Constanten  Cik»  in  den  Relationen  12).  Hat 
man  also  für  eine  Gruppe  Gr  auf  Grund  der  Gleichungen  12)  aUe  Unter* 
gruppen  bestimmt,  so  sind  damit  von  selbst  die  Untergruppen  jeder  andern 
r-gliedrigen  Gruppe  gefunden,  in  welcher  sich  r  infinitesimale  Transforma- 
tionen X\f.,.X'rfBO  wählen  lassen,  dass  zwischen  ihnen  die  nämlichen 
Relationen  12)  bestehen,  und  zwar  unabhängig  davon,  ob  die  Ausdrücke 
X'kf  in  den  Veränderlichen  Xi.,,Xn  oder  in  irgendwelchen  anderen  Ver- 
änderlichen x\...x'm  geschrieben  sind. 

Diese  Bemerkung  führt  zur  Bildung  des  wichtigen  Begriffes  des  Iso- 
morphiamnB» 
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Man  wird  darauf  hingeleitet,  wiederum  diejenigen  Eigenschaften  der 
Gruppen  zusammenzufassen  und  gesondert  zu  betrachten,  welche  nicht  blas 
allen  ähnlichen  Gruppen  gemeinsam  zukommen,  sondern  überhaupt  allen 
denjenigen  Gruppen,  für  welche  bei  geeigneter  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen  die  Consianten  Ctk»  der  Formel  12)  die  nftmlichen  Werthe 
erhalten.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen  dieser  Art  heissen  «gleichzusam- 
mengesetzt^  oder  „holoedrisch  isomorph**;  der  Inbegriff  aller  ihnen 
gemeinsam  zukommenden  Eigenschaften  ist  die  Lehre  von  ihrer  „Zusam- 
mensetzung''. 

Der  Begriff  des  Isomorphismus  tritt  auch  in  der  Substitutionentheorie 
auf,  ebenso  wie  verschiedene  andere  der  eingefELhrten  Begriffe;  er  wird  aber 
dort  bekanntlich  anders  definirt.  Zwei  Gruppen  von  je  r  Substitutionen 
werden  in  der  Substitutionentheorie  dann  als  (holoedrisch)  isomorph  be- 
zeichnet, wenn  es  möglich  ist,  die  Substitutionen  der  einen  denen  der  an- 
dern so  zuzuordnen,  dass  auch  alle  Substitutionen,  welche  aus  der  Zusam- 
mensetzung entsprechender  Paare  von  Substitutionen  entstehen,  einander  in 
derselben  Zuordnung  entsprechen.  Setzt  man  in  der  vorstehenden  Definition 
an  Stelle  des  Wortes  „Substitution**  das  Wort  „Transformation**,  so  erh&lt 
man  eine  zweite  Definition  des  Isomorphismus  von  Transformationsgruppen, 
welche  sich  mit  der  oben  gegebenen  formal  nicht  deckt.  Es  wird  aber 
mit  Hilfe  der  sogleich  zu  erwähnenden  Theorie  der  Parametergruppe  gezeigt, 
dass  beide  Definitionen  materiell  übereinstinmien. 

In  der  Theorie  der  Zusammensetzung  der  continuirlichen  Transforma- 
tionsgruppen wirft  sich  das  Hauptinteresse  auf  die  Relationen  12)  und  ins- 
besondere auf  die  Werthe  der  in  ihnen  aufbretenden  Constanten  Cikf  Diese 
letzteren  erweisen  sich  nun  als  nicht  voneinander  unabhängig ;  vielmehr  be- 
stehen zwischen  ihnen  die  folgenden  Relationen: 

r 
^J  \Cik9Crjä  +  CkJ^Cwi»  +  C/,>Cr*f  j  =  0 

*  (*,  Af,i,  s  =  l...r). 

Weitere  allgemein  giltige  Identitäten  zwischen  den  Constanten  ctk»  be- 
stehen nicht;  es  wird  vielmehr  gezeigt,  dass  umgekehrt  zu  jedem 
System  von  Constanten  ctkat  welches  die  Relationen  15)  erfüllt, 
Gruppen  gehören,  deren  Zusammensetzung  durch  diese  Con- 
stanten bestimmt  ist. 

Zu  bemerken  ist,  dass  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  die  Constanten 
Cika  natürlich  nicht  völlig  bestimmt  sind,  da  man  ja  statt  der  Ursprung- 
liehen  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  irgend  r  unabhängige 
lineare  Combinationen  derselben  als  neue  onabhiagige  Transformationen  ein- 
führen kann  nnd  dann  natfli^lidi  dB  w  Goastanten  ctk^ 
erhält.     Zwei  solohe  STsieme  tN  ^ao»^ 
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lineare  Transformation  heryorgehen,  sind  als  nicht  „wesentlich''  ver- 
schieden zu  betrachten,  sondern  nur  als  verschiedene  Formen  eines  und  des- 
selben Systems. 

Die  Aufgabe,  die  Gleichungen  15)  in  allgemeinster  Weise  zu  befriedi- 
gen, ist  natflrlich  eine  rein  algebraische.  Fassen  wir  diese  Bemerkung  mit 
einer  früher  gemachten  zusammen,  so  ergiebt  sich  das  wichtige  Theorem: 

Die  Bestimmung  aller  wesentlich  verschiedenen  Zusam- 
mensetzungen von  r-gliedrigen  Gruppen,  ferner  die  Auffin- 
dung aller  continuirlichen  Untergruppen  einer  gegebenen 
Gruppe  sind  rein  algebraische  Probleme. 

Es  sind  Aufgaben  aus  der  Algebra  der  linearen  Transformationen  oder, 
was  auf  dasselbe  hinausläuft,  aus  dem  Gebiete  der  projectiven  Geometrie. 

Neben  den  holoedrischen  Isomorphismus  tritt  auch  in  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  noch  ein  zweiter  wichtiger  Begriff,  der  durch  das 
Wort  „meroedrischer  Isomorphismus^  bezeichnet  wird.  Die  Definition  des- 
selben ist  ähnlich  der  oben  gegebenen.  ^ 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  und  eine  r,  (^  r)  -  gliedrige  Gruppe  heissen 
meroedrisch- isomorph,  wenn  sich  r  unabhängigen  Transformationen  Xf  der 
ersteren  r  (natürlich  nicht  unabhängige)  Transformationen  Yf  der  zweiten 
Gruppe  derart  zuordnen  lassen,  dass  wieder  die  nämlichen  Relationen  be- 
stehen: (XiXk)  =  ^Cik9  Xsf,  (Yi  Yk)  =  £CikM  Ygf,  Zwei  in  diesem  Sinne  me- 
roedrisch  isomorphe  Gruppen  sind  es  auch  in  dem  Sinne,  welcher  der  Defini- 
tion des  meroedrischen  Isomorphismus  in  der  Substitutionentheorie  entspricht. 

Unter  den  Gruppen,  welche  zu  einer  gegebenen  Gruppe  isomorph  sind, 
finden  sich  drei  besonders  ausgezeichnete..  Betrachten  wir  zuerst  die  so- 
genannte Parametergruppe.  Dieselbe  wird  durch  die  Gleichungen  4)  definirt» 
welche  die  Abhängigkeit  der  Constanten  a^  b^  c  der  Gleichungen  1),  2),  3) 
voneinander  ausdrücken.  Sehen  wir  in  4)  die  Constanten  a^.,.  Or  und 
Ci...Cr  als  Punktcoordinaten  eines  r-fach  ausgedehnten  Raumes  an  und 
betrachten  bi  ...hr  als  Parameter,  so  bestimmen  diese  Gleichungen  wieder 
eine  Gruppe.     Diese  Gruppe  heisst  die  Parametergruppe  der  gegebenen. 

Die  Parametergruppe  hat  u.  A.  folgende  ausgezeichnete  Eigenschaften. 
Zunächst  ist  sie  selbst  ihre  eigene  Parametergruppe.  Femer  ist  sie  „ein- 
fach transitiv**,  d.  h.  man  kann  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  des  r-fach 
ausgedehnten  Raumes  nur  durch  eine  discrete  Anzahl  von  Transformatio- 
nen der  Gruppe  in  jeden  andern  überfahren.  —  Hätten  wir  statt  des  Systems 
der  Parameter  a  in  den  Gleichungen  1)  irgendwelche  r  unabhängige  Func- 
tionen der  a  als  Parameter  genommen,  so  würden  wir  eine  andere  Para- 
metergruppe erhalten  haben.  Man  sieht  aber  sogleich,  dass  diese  von  der 
ersten  nicht  wesentlich  verschieden,  sondern  mit  ihr  ähnlich  ist,  da  sie 
eben  aus  jener  durch  Einführung  neuer  Coordinaten  hervorgeht.  Die  Piura- 
metergruppe  ist  femer  mit  der  gegebenen  Gruppe  gleichzusammengesetst: 
sje  2Bt  60  selbstverständlich  nach  der  zweiten ,  der  Substitutionentheorie  eni« 


DommBiiea  DeSnition  des  IsomorpbismuB,  es  nird  aber  sacb  gezeigt,  dasa 
sie  ets  nacU  der  ersten  Definition  iat.  Hieraus  ergiebt  sich  leicht  der  oben 
angerührte  Pundameutalsatz  von  der  IdeutitSt  beider  Defiaitionen.  Zwei 
Gruppen  in  r  Verlind erÜchen ,  die  gleichzusammengesetzt  und  beide  einfach 
transitiv  sind,  sind  Dfkmlicb  ähnlich.  Daraus  aber  folgt  insbesondere  die 
Aehnlicbkeit  der  Parametergruppen  gleich  zusammengesetzter  Gruppen,  und 
liierin  liegt  obiger  Satz.  Man  kann  das  letztgenannte  Ergebniss  auch  so 
ausdrucken:  Sind  zwei  r-gliedrige  Gruppen  gleich  zuäammen- 
go&etxt,  80  kann  man  statt  der  Parameter  der  einen  immer  r 
uoabb&Qgige  Functionen  derselben  als  neue  Parameter  derart 
eiufübreii,  dasa  nun  beide  Gruppen  dieselbe  Parametergrnppe 
«rhalten.  Es  werden  dann  also  die  Transrormationen  der  einen  dargestellt 
durcb  ein  Gleicbungs System  x't  =  fi  (x,  a) ,  die  der  andern  durch  ein  Gteiuh- 
uDgGSjstem  y'i  =^  f't  (jf,  d),  und  zu  beiden  gehören  die  nSmlichen  Gleich' 
ungen  4). 

Eine  zweite  wichtige  Gruppe,  welche  mit  einer  gegebenen  G  isomorph 
ifrt,  ist  Uire  „adjungirte  Gruppe".  Wir  knUpfen  an  die  oben  gemach- 
ten, auf  Formel  9)  bezüglichen  Bemerkungen  an  und  deuten  die  Coustanteu 
Cj ...  Cr  als  Cartesische  Coordinalen  eines  Baumes  von  r  Dimeuaionen.  Führen 
wir  nun  eine  Transformation  S  der  Gruppe  G  aua,  so  werden  die  Trans- 
formattonen  2' von  G  untereinander  vertauscht,  wie  bereits  bemerkt  worden 
ist.  Ea  werden  also  durch  eine  gewisse  Transformation  des  r-fach  aus- 
ffedehuten  Baumes  den  Coordinaten  c,  ...c,  des  Punktes,  welcher  der  Trans- 
formation T  entspricht,  die  Coordinaten  c\  ...c'r  eines  gewissen  Punktes 
Zugeordnet,  welcher  der  Transformation  S~^TS  entspricht.  Der  Inbegriff 
aller  dieser  Transformationen  des  Baumes  von  r  Dimensionen  bildet  wieder 
eine  Gruppe,  die  „adjungirte"  der  Gruppe  G.  Auch  sie  Ist  mit  der  Gruppe 
<r  isomorph;  der  Isomorphismus  iüt  aber  nicht  uothwendig  holoedrisch,  wie 
oben  bei  der  Parametergruppe;  es  tritt  vielmehr  unter  gewissen  Umständen 
meroedrischer  Isomorphismus  ein,  ja  es  kann  sich  die  ganze  adjungirte 
Gnippe  auf  die  identische  Transformation  reduciren  (nämlich  dann,  wenn 
die  Transformationen  von  G  vertauschbar  sind,  d.  b.  wenn  S^'TS^T 
oder  ST —TS).  Die  adjungirte  Gruppe  ist  eine  projectlve  Gruppe, 
d.  h,  ihre  Transformationen  i^ind  linear;  und  zwar  ist  sie  von  der  besondern 
Art,  welche  Herr  Lie  als  „lineare  homogene  Gruppen"  bezeichnet:  die 
GrOssen  c  sind  ganze  und  homogene  Functionen  der  Grössen  c;  es  bleibt 
daher  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  der  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten stehen,  und  die  Punkte  der  „unendlich  fernen"  (r— I)-faeh  aus- 
gedehnten ebenen  Mannich  faltigkeit  werden  nur  untereinander  vertauscht. 

Der  Nutzen,  deo  die  Betrachtung  der  adjungirteu  Gruppe  bringt,  liegt 
darin,  dass  an  ihr  alle  Verhältnisse,  welche  die  Zusammensetzung  der 
Gruppe  G  betreffen,  auf's  Klarste  zu  sehen  eind.  Die  Transformationen  der 
eingliedrigen  Untergruppen  von  G  wwd8^iL^^_^^.  WäD  Abbildung  durch 


\ 
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die  Punkte  gerader  Linien  {c'i  =  a.i)  dargestellt,  welcbe  dea  Anfiui^piniht 
entbalten,  und  Überhaupt  die  Transformatiouen  einer  v-gliedrigen  Ünttf- 
gmppe  durcb  gewisse  >■- fach  ausgedebute  ebene  MannicbfalUgkeiten,  netd» 
dnrcb  den  Anfangspunkt  geben.  Diese  Mannicbfaltigkeiten  nun  werden  duck 
die  Transformationen  der  adjungirten  Gmppe  genau  so  untereinander  nt- 
taascht,  wie  die  von  ibnen  dargestellten  Untergruppen  der  Grappa  6. 
Invariante  Untergruppen  znm  Beispiel  bilden  sich  als  solche  lineare  Hu* 
nicb faltigkeiten  ab,  welche  von  der  adjungirten  Gruppe  in  sieb  selbst  Ober* 
gefabrt  werden.  Mann  erkennt  hier  nocb  deutlicber  als  oben  das  ProUtn 
der  Zusammensetzung  als  eine  Aufgabe  der  projectiven  Geometrie.  G  leioli- 
zusammengesetzte  Gruppen  haben  dieselbe  adjungirte  Gruppe. 

Eine    dritte    mit   der   Gruppe  G   isomorphe    und    gleichfalls   projecÜn 
Gruppe   entsteht,    wenn    man   die   Constanten   Cj.-.Cr  nicht   als  CarteeiKhe 
Coordinateu    in   einem    Baume   von   r  Dimeusiouen,    sonderTi   als  homogen« 
Coordinaten  in  einem  Räume  von  r  —  1  Dimensionen  auffasst.    Jetzt  erscheint 
also  nicht  die  einzelne  endliche  Transformation  der  Gruppe  als  RatunelemecA, 
sondern  eine  gante  eingliedrige  Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  binanskomö»'» 
die  einzelne  infinil«simaie  Transformation.     An  dieeer  Gruppe  lässt  sich    ^^ 
Theorie  der  Zueammen Setzung  ebeuso  gut  oder  vielmehr  nocb   besser   ^i 
diren,  wie  an  der  adjnngirten;   sie  ist   leider  nicht  mit  einem  beson^^ 
Namen  belegt  worden. 

Aus  einer  r-gltedrigen  Gruppe  kann  man,  wie  oben  bervorgehoK^Mi 
dorch  Einfuhrung  neuer  Veränderlicher  unbegrenist  viele  neue  Gruppen 
leiten,  die  zu  der  ersten  ähnlichen  Gruppen.  Alle  diese  Gruppen  wi 
von  einem  gewiesen  Standpunkte  aus  als  nicht  wesentlich  verschieden  ht- 
trachtet;  sie  gehören  demselben  „Typus"  von  Gruppen  im  n-fach  aosgedei)»- 
ten  Räume  an. 

Wieviele  nnd  welcbe  verschiedene  Typen  von  r-glledrigfl& 
Gruppen  giebt  es  im  «-fach  ausgedehnten  Räume?  Kann  man 
dieselben  in  einfacher  Weise  charakterisiren? 

Diese  Frage  hat  Herr  Lie  vor  nunmehr  15  Jahren  zum  ersten  Male 
gestellt.  Wir  nehmen  keinen  Anstand ,  das  hierin  liegende  Problem  üi 
eines  der  Grundprobleme  nicht  allein  der  Theorie  der  Transformadousgrup- 
pen ,  sondern  der  mathematischen  Wissenschaft  überhaupt  zu  bezeiclmvo. 
Leider  mOssen  wir  es  uns  versagen,  an  dieser  Stelle  auch  nur  eii.en  Begriff 
von  den  tiefen  Untersuchungen  zu  geben ,  durch  welcbe  Herr  L  i  e  dies« 
Aufgabe  ihrer  Lösung  näher  zu  bringen  strebt;  wir  wollen  statt  dessen,  am 
die  Bedeutung  des  Gegenstandes  siebtbar  zu  machen,  den  Entwickelnngen  des 
noch  nicht  erschienenen  Abschnittes  vorgreifend,  nur  das  merkwDrdige  Ergeb- 
niss  aufnebmen,  zu  welchem  er  im  einfachsten  Falle  n—  1  gelangt  ist. 

In  der  einfach  ausgedehnten  Mannicbfaltigkeit  giebt  e» 
nur  drei  Typen  von  endlichen  coutinuirlichen  Transform atiens- 
gruppeo.    Za  diesen  Tjpea  geb&raa  die  Zahlen  r=  1,  3.  3-    Sie 
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lassen   sich   daroh   geeignete   Wahl   der  Veränderlichen   über- 
fuhren in  die  drei  bekannten  projectiven  Ornppen: 

cx+d 
Für  die  niedrigsten  Fälle  n^l  liegt  die  Sache  freilich  schon  viel 
weniger  einfach :  es  lassen  sich  nicht  mehr  alle  vorhandenen  Typen  in  pro- 
jective  Gruppen  überführen,  auch  ist  die  Zahl  r  an  keine  obere  Grenze 
gebunden,  und  die  Typen  selbst  hängen  zum  Theil  noch  von  willkürlichen 
Parametern,  ja  sogar  von  willkürlichen  Functionen  ab.  Wir  wollen  hier 
nur  noch  ein  allgemeines  Resultat  aufnehmen,  welches  in  dem  vorliegenden 
ersten  Bande  ausgesprochen  wird: 

Die  Bestimmung  aller  Typen  von  r-gliedrigen  Gruppen  im 
Räume  von  n  Dimensionen  erfordert  ausser  sogenannten  aus- 
führbaren Operationen*  höchstens  noch  die  Integration  von 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Die  Ausdrücke  Xf^  die  Symbole  der  infinitesimalen  Transformationen, 
treten  mit  der  Li e 'sehen  Theorie  nicht  zum  ersten  Male  in  der  Wissenschaft 
auf.  In  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  spielen  sie  schon 
seit  längerer  Zeit  eine  wichtige  Rolle;  aUein  dort  wurden  sie  bisher  immer 
in  einem  andern  Sinne  gebraucht.  Während  in  der  Theorie  der  Transfor- 
mationsgruppen der  endliche  Ausdruck  Äf  den  Gegenstand  der  Betrach- 
tung bildet,  kam  es  in  jenen  älteren  Untersuchungen  immer  nur  auf  die 
Gleichung  Xfs=0  an.  In  der  von  Jacobi  und  Clebsch  begründeten 
Theorie  der  vollständigen  Systeme,  welche  auch  in  dem  Lie'schen  Werke 
vorgetragen  wird,  zeigt  man  bekanntlich,  dass  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  q  voneinander  unabhängige  Gleichungen 

16)  Xi/'=0,    ...,    X,f=^0 

in  n  Veränderlichen  n  —  q  unabhängige  gemeinsame  Lösungen  haben,  die 
ist:  Es  muss  jede  durch  Anwendung  der  Elammeroperation  {XiXk)  aus  den 
Gleichungen  X^f^O,  ...,  Xqf=:0  hergeleitete  neue  Gleichung  Xi{Xkf) 
—  Xk{Xif)f==0  eine  Folge  der  ersteren  sein,  d.  h.  es  muss  für  jedes  i  und  k 
eine  Relation  der  Form  bestehen: 

17)  {XiXk)  =^*  Vik»  («1  ...Xn)X,f      (t,  Ar,  5=  1 ...  q). 

Die  Analogie  der  Gleichungen  12)  mit  diesen  Gleichungen  17)  fällt  in  die 
Augen.  Es  besteht  aber  ein  wesentlicher  unterschied:  in  den  Gleichungen 
12)  sind  die  Coefficienten  dkg  reine  Constanten,  in  den  Gleichungen  17) 

aber  die  entsprechenden  Coefficienten  q>iks  Functionen  der  Veränderlichen 
Xi...Xn.  Gleichwohl  ist  es  vortheilhaft,  die  linke  Seite  jeder  der  Gleich- 
ungen 16)  oder  vielmehr  den  allgemeinen  Ausdruck 

18)  x,(x)Xtf+'..  +  x,ix)X,f, 

•  '^  Fimefcionentheorie,  nickt  in  ^diso^  ^^sl  ^^^s^csc^. 
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worin  j,  . . .  i^  irgendnelcbe  Functionen  von  z, . . .  Xn  bexeichneti ,  all  iifiii- 
testmale  Tmnäforniationen  zu  deuten.  Änf  diese  Weise  ergiebt  sich  ntaU 
eine  neue  Auffasaung  der  gemeinsiimeii  LSanngeu  deü  volhtSadigen  8;«t«iiu, 
Sind  Wg+,  ...  Wh  (»  — s)  unabhängige  Lösungen,  so  bestimmt  Jeda 
Gleicbiuigssystem  ,„  ,„ 

eine  ^-fach  ausgedehnte,  sogenannte  charahteristische  MaDuichral- 
tigkeit  des  vollständigen  Sjstenia.  Jene  neue  AufTaäsung  lic^  nui 
in  der  Bemerkung,  dass  jede  infinitesimale  Transformation  18)  alle  thml- 
teristischen  Mannich  faltigkeiten  in  sich  selbst  Überführt. 

Der  Inbegriff  aller  dieser  oo'— «  charakterisÜacben  MannichfaltigkeitaB 
bildet  eine  „Zerlegung"  des  Baumes  (j^g...^:,);  umgekehrt  Ifisst  sich  jede 
aolühe  Zerlegung  in  co"— «  Mannichfaltigkeiten  g"'  Dimension  durch  m 
Tollstündiges  System  definiren. 

Solche  Zerlegungen  und  die  zugehörigen  TollstSndigen  Systeme  spielen 
in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  eine  wichtige  Rolle:  gebirtj» 
doch  xn  jeder  Transformationsgruppe,  welche  nicht  transitiv  int,  ein  wU- 
stfindiges  System,  das  man  durch  Nullsetiea  ihrer  infinitesimalen  Trsnifor 
matiouen  erhßlt.  Die  Lösungen  dieses  vollständigen  Systems  geben,  gleich 
CoBstanten  geseti;t,  die  Mannichfaltigkeiten,  längs  deren  ein  Funkl  all- 
gemeiner Lage  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  bingefllbrt  wiH. 
Jede  einzelne  Lösung  wird  durch  die  Transformationen  der  Gmppe  in  sich 
selbst  DbergefUhrt;  sie  heisst  daher  eine  „Invariante"  der  Gmppe.  El 
liegt  anf  der  Hand,  dass  man  alle  Invarianten  einer  conti nulrlicheu  Onpp« 
durch  Elimination  der  Parameter  finden  kann,  sobald  die  Gleichungen  if 
Gruppe  in  der  Form   I)  vorliegen. 

Neben  die  Frage  nacb  den  Invarianten  einer  Gruppe  stellt  neb  die 
nach  invarianten  Gleichungen  und  Gloichungssystemen. 

Unter  einem  „invarianten  Gleichungssystem"  vrird  ein  solches  SybtaB 
von  (untereinander  vertrüglicben)  Gleicbnogen  tpi(Xj  ..,Xn)  =  0  vereUmdM, 
dessen  Bestehen  für  ein  Veränderlichensystem  x,  >..x„  und  das  Bestehen 
der  Gleichimgen  q>i(x\  ...  x'„)=^0  nach  sieb  zieht,  in  welchen  x,...ii 
Veränderliche  bedeuten,  die  ans  x,  ...Xn  durch  eine  Transformation  der 
Gruppe  hervorgegangen  sind.  Die  invarianten  Gleichnngssysteme  sind  augen- 
scheinlich die  analytische  Darstellunggform  für  die  „bei  der  Gruppe  invariu- 
ten"  Punktmannicbfaltigkeiten ,  d.h.  Mannichfaltigkeiten,  deren  Punkte  dnrcb 
die  Transformationen  der  Gruppe  nur  untereinander  vertauscht  werden  oder 
welche  „die  Gruppe  gestatten".  Von  ibnen  wird  gezeigt,  dass  sie  io 
Claasen  zerfallen:  in  der  ersten  Classe  stehen  solche  Mannichfaltigkeiten,  derea 
Punkte  allgemeiner  Lage  durch  die  Ti-ansformationen  der  Gruppe  nacb  soviel 
unabhängigen  Richtungen  fortgefflhrt  werden,  als  unter  den  Gleichungen  X,f 
=  0,  ....  X,/'=0  unabhängige  vorhanden  sind  —  sie  werde^dargeatelll duich 
beliebige  Ifelatiouen  zwischen  den  gemeinsamen  Lösungen  des  vollstJittdigeD 
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Syatems,  den  Invarianten  der  Gruppe;  in  der  zweiten  ülasse  stehen  die- 
jenigen Mannichfaltigkeiten ,  deren  Punkten  allgemeiner  Lage  eine  kleinere 
Zahl  von  unabhängigen  Fortschreitungsrichtungen  zugehört  —  sie  werden 
durch  Nullsetzen  gewisser  Matrices  gefunden,  welche  man  aus  den  Coefficien- 
ten  ^ik  der  infinitesimalen  Transformationen  Xkf  der  Gruppe  bilden  kann. 
Transitive  Gruppen  haben  keine  Invarianten;  bei  ihnen  können  natürlich  nur 
invariante  Mannichfaltigkeiten  der  zweiten  Art  auftreten. 

Aber  auch  fär  die  Theorie  der  transitiven  Gruppen  gewinnen  die  voll- 
ständigen Systeme  eine  hohe  Bedeutung:  die  transitiven  Gruppen  zerfallen 
naturgemäss  in  zwei  Classen,  je  nachdem  eine  Zerlegung  des  Raumes  vor- 
handen ist,  deren  einzelne  Mannichfaltigkeiten  durch  die  Transformationen 
der  Gruppe  untereinander  vertauscht  werden,  oder  nicht.  Zu  den  Gruppen 
der  ersten,  bei  Weitem  umfassenderen  Classe,  den  ,,imprimitiven  Grup- 
pen^, gehört  jedes  Mal  (mindestens)  ein  vollständiges  System,  welches  eine 
Zerlegung  von  der  eben  definirten  Beschafifenheit  bestimmt;  von  ihm,  wie 
von  der  Zerlegung  selbst  wird  gesagt,  es  ,,  gestattet  die  Gruppe^.  Durch 
Rechnen  mit  den  Symbolen  der  infinitesimalen  Transformationen  ergiebt  sich 
wieder  ein  sehr  einfaches  Kennzeichen  dafür,  dass  ein  vollständiges  System 
eine  vorgelegte  Gruppe  gestattet 

Damit  die  charakteristischen  Mannichfaltigkeiten  des  vollständigen  Systems 
Xif=^0^  ...,  Äqf=0  durch  eine  infinitesimale  Transformation  Y/"  unter- 
einander vertauscht  werden,  ist  noth wendig  und  hinreichend  das  Bestehen 
von  q  Relationen  der  Form: 

19)  (X^r)=  Vi  XkM  ...Xn)Xjf  (Ar=  1 ...  q). 

unter  den  Hilfismitteln ,  durch  welche  Herr  Lie  aus  bekannten  Gruppen 
neue  herleitet,  dürfen  wir  hier  dasjenige  nicht  unbesprochen  lassen,  welches 
vielleicht  das  bedeutsamste  von  allen  ist,  die  Erweiterung. 

Betrachtet  man  unter  n  Veränderlichen  x^...Xn  irgend  n— g  als  un- 
abhängig, die  übrigen  als  (unbestimmt  gelassene)  Functionen  derselben,  so 
werden  diese  gewisse  Differentialquotienten  Pi^  p^^  . •  •  besitzen,  unterwirft 
man  nun  das  ganze  System  einer  Transformation,  so  werden  sich  vermöge 
derselben  auch  die  entsprechenden  Differentialquotienten  p\^  p\^  ...  der 
transformirten  Functionen  ausdrücken  durch  P|,  p^i  •••  ^^^  ^^®  ursprüng- 
lichen Veränderlichen  a?|  ...d^.  Fügt  man  diese  Transformationsformeln,  in 
welchen  Pi,  p^»  •••  als  unabhängige  Grössen  zu  behandeln  sind,  den  ur- 
sprünglichen Transformationsformeln  hinzu,  so  erh&lt  man  eine  neue,  ,, er- 
weiterte'^ Transformation,   geschrieben   in  den  Veränderlichen  Xi...Zn 

Es  besteht  nim  dar  fundamentale  Satz,  dass  die  derartig 
erweiterten Tramfori»«  ^**4riippe  wieder  eine  Gruppe 

bildani   and  swft^  **r  ut%^x^xL^\Ocv^^ 
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ist.     Ton   so   entstandenen   Grappea  nri 
eiterang"    aas  der  DrsprangllcfaeB  Orqp 


gleich  zusammengesetzt 
gesagt,  sie  seien  durch  n^T\ 
hervorgegangen. 

Die  Reihe  der  erweiterten  Gruppen,  welche  zu  einer  gegebenen Gn|(> 
gehären,  Ist  unhegreuEt,  wie  die  Iteibe  der  höheren  Differentiolqaoljcitii, 
welche  bei  ihrem  Bildungsproceaa  zur  Verwenünng  gelangen;  ancb  kuu 
man  ihre  Kntstehungsart  noch  mannichfach  abfindem.  Wir  gehen  hieruf 
nicht  näher  ein,  auch  nicht  auf  die  einfciche  Beziehung,  welche  die  infinj- 
tesimalen  Transformationen  der  erweiterten  Gruppen  zu  denen  der  ursprOng- 
licbeu  zeigen,  und  wenden  uua  sogleich  zu  dem  wichtigen  Begriffe,  dwKD 
Bildung  durch  den  Begriff  der  erweiterten  Gruppe  vermittelt  wird,  tu  dem 
Begriffe  der  Differentialinvariante. 

Die  „Differential  in  Varianten"  einer  Gruppe  sind  nichts  Anderes,  als  diu 
Invarianten   der   intransitiven   unter    den   zugebCrigen  erweiterten  Grniipm. 

DifferentialauedrUcke ,  deren  Form  durch  die  Transformationeo  eJMr 
gewiäsen  Gruppe  nicht  zerstürt  wird ,  haben  eich  der  Betrachtung  schon  in 
wiederholten  Malen  aufgedrSugt.  Wir  enaneru  nur  an  den  aus  den  Ontei- 
suchuugen  von  Herrn  Schwarz  wohlbekannten,  schon  bei  Lagrung«  »a!- 
tretenden  Differentialausdruck  dritter  Ordnung 

y'y'"— 4y"', 
y' 

welcher  die  Invarionteneigenscbaft  hat  bei  allen  Transformationen  der  dtei* 
gliedrigen  Gruppe 

c  +  dy 

Man  katte  aber  bisher  kein  allgemein  anwendbares  Mittel ,  um  alle  von 
einander  unabhängigen  Aasdrücke  dieser  Art  zu  bestimmen;  auch  wu  w, 
wie  Herr  Lie  hervorhebt,  den  Mathematikern  entgangen,  dass  zu  einu 
jeden  endlichen  coutinairUcben  Gruppe  Differential  invarianten  ta  nnbegrati- 
t«r  Zahl  gehören. 

Die  Lie'sche  Theorie  liefert  ein  Mittel,  alle  dies«  Diffe- 
rentialinvarianten systematisch  zu  bestimmen:  sie  erscbeinel 
als  die  gemeinsamen  LSsnngen  gewisser  voll  ständiger  Systeme, 
derjenigen  vollständigen  Systeme,  welche  mau  (unter  Fortlassnng  der  Ober- 
flüssigen  Gleichungen)  durch  Nullsetzen  der  infinitesimalen.  Transformatiooeii 
der  intransitiven  erweiterten  Gruppen  erhSIt. 

Daraus  ergeben  sich  dann  aber,  nach  dem  oben  Über  invariante  Gleiclt- 
ungen  Gesagten,  ohne  Weiteres  auch  alle  Systeme  von  Differential' 
gleichnngen,  welche  eine  gegebene  Gruppe  gestatten  (d.  h.  wdcbt 
durch  die  Transformationen  der  Gruppe  in  sich  selbst  Üborgefttbrt  werden). 

Man  siebt,  diese  Untersuchungen  lassen  die  Metboden  weit  hinter  sieb 
zurllck,  durch  welche  in  neuerer  Zeit  ein  bock  verdienter  englischer  Maths- 
nmtiker  einzelne  Differentialiuviuiiauten  einzelner  apecieller  Gruppen 
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rBtimmen  begonnen  hat,  Metbodea,  welche  meder  überall  anwendbar  »üid, 
noch  auch  im  Falle  ihrer  Anwendbarkeit  eine  Bürgschaft  fUr  die  Vollstän- 
digkeit ihrer  Ergebnisse  in  sich  tragen. 

Die  Torstebeuden  Auseinandersetzungen  werden  genügen,  wenn  aach 
nicht  eine  Üebersicht  über  den  reichen  Inhalt  des  Werkes,  so  doch  wenig- 

»stens  eine  allgemeine  Vorstellung  von  der  Art  der  in  ihm  behandelten  Auf- 
gaben nnd  deren  eigenthUm  lieber  Au fTassnngs weisen  zu  geben.  Viele  wichtige 
Begriffe  freilich  haben  wir  unerörtert  lassen  mUsseu,  weil  ihre  Einführung 
zn  viele  Vorbereitungen  erfordert  bStte ,  und  der  Inhalt  mehrerer  grosser 
Capitel  wurde  nicht  einmal  erwtibnt  Möge  das  Gesagte  dazu  dienen,  auch 
in  weitereu  Kreisen  den  Wunsch  nach  einer  näheren  Bekanntschaft  mit  dem 
so  wichtigen  Inhalt  des  Werkes  ;cu  erwecken.  Wir  glauben  nicht  zuviel  zu 
sagen  mit  der  Behauptung,  dass  es  wenige  Gebiete  der  ma thematischen 
Wissensebaft  geben   wird,    die    nicht  durch  Aneignung  der  Grundgedankeii 

»der  neuen  Dlsciplin  eine  wesentliche  Förderung  erfahren  könuten.  Vor 
Allem  aber  werden  den  d  Sehst  verwandten  Gebieten  der  Differential  gleich. 
ongen  und  der  Geometrie  eine  Fülle  neuer  Ansichten  und  Aufgaben  zu- 
geführt. Sind  doch,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  überaus  wichtigen 
Probleme  der  Theorie  der  Zuaammenaetziing  im  Grunde  Aufgaben  der  pro- 
jectiven  Geometrie;  und  dieser  merkwürdige,  von  vornherein  nicht 
einmal  zu  vermotbende  Zusammenhang  der  allgemeinen  Transformations- 
theorie  mit  Problemen  von  scheinbar  so  specieller  Natur  ist  keineswegs  der 
einzige  dieser  Art.  Wollte  die  projective  Geometrie  sieb  der  nen  zngefUbr- 
ten  Aufgaben  bemächtigen  nnd  statt  der  immerwährenden  Untersuchung  com- 
plicirter  specieller  Gebilde  einmal  den  Gruppenbegriff  mit  seiner  Einfachheit 
und  seiner  weittragenden  Uedeutung  mehr  in  den  Vordergrund  stellen,  so 
würden  wir  einen  neuen  Aufschwung  dieser  allgemach  etwas  ins  Stocken  ge- 
ratbenen  Forschungen  erwarten  dürfen. 

Die  Stellung  des  analytischen  Gegenbildes  der  projectivon  Geometrie, 
der  „*Algebra  der  linearen  Transformationen"  oder  der  im  engeren  Sinne 
sogenannten  Invariantentbeorie  zur  allgemeinen  Theorie  der  Trans fonnatio ns- 

Bgnippen  lägst  sich  etwa  so  kennzeichnen:  In  der  Lie'schen  Theorie  steheu 
Kftch  unseren  obigen  Ausführungen  auch  bei  speciellen  Gruppen  in  der  Haupt- 
lache  nur  solche  Eigenschaften  im  Vordergrunde  des  Interesses,  deren  Dar- 
«telluugflform  von  der  Wahl  des  Coordinatenaystems  nicht  abhfingt  und 
welche  daher  bereits  innerhalb  eines  begrenzten  Raumstückes  zum  vollen 
Ausdrucke  gelangen.  In  der  Algebra  der  linearen  Transformationen  aber 
werden  solche  Eigenschaften  algebraischer  Gebilde,  der  algebraischen  Formen 
behandelt,  welche  durch  beliebige  lineare  Transfer mat ionen ,  die  Transfer' 
mationen  der  ^allgemeinen  projectiven  Gruppe"  nicht  zerstöii,  werden.  Ancb 
■  ilier  blwbt  die  Wahl  der  Coordinaten  in  gewissem  Gnule  dur  Willkür  über- 
;  sie  ist  aber  nicht  mehr  völlig  willkürlich.  Es  wird  vielmehr  von 
Brahereio  otaa  flohattr»JB|^CaM|M[||^miaiaaB  ausgezeicbaat. ,  <\W   ,\>xo~ 
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jectiveu"  CoordiDaien,  welche  durch  die  TransforniatioiieD  der  Grupp«  lula- 
einander  vertanscht  werden  und  die  Eigeoschart  besitzen,  dass  die  «inbd- 
stea  bei  der  Gruppe  invarianten  Schaaren  von  Manntchfattigkeiten  sieh  mit 
ihrer  Hilfe  durch  möglichst  einfache,  nämlich  lineare  Gleichcmgeji  dustellen 
lassen.  Da  die  Transformationen  der  Groppe,  in  diesen  Coordinaten  g^ 
schrieben,  Äuenahmaelemente  nicht  besitEen,  so  kann  sofort  der  ganH  Bhr 
in  Betracht  gezogen  werden. 

Damit  aber  ergiebt  sich  eine  Fülle  von  Aufgaben  algebraischer  Vilm, 
die  man  in  so  einfacher  Form  nicht  bStte  stellen  kOnnen,  w«Da  msB  di« 
Wahl  des  Coordinatenäystenia  ganz  unbestimmt  gelaasen  hätte. 

Der  Inhalt  der  algebraischen  Disciplin  der  In  Varianten  theorie  d«r 
linearen  Tranaformationen  wird  also  keineswegs  erschöpft,  wenn  man  Jic 
mehr  dem  Gebiete  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen  Fnnclii)- 
nen  angehütigen  Methoden  der  Theorie  der  Transformationsgmppeo  mf 
den  besondem  Fall  der  allgemeinen  projectiven  Gnippe  anwendet.  Die  ft- 
gewtfhnlicbe  Theorie  der  Invarianten  algebraischer  Formen  behandelt  ein 
vergleichsweise  specielles  Problem ,  aber  dafUr  auch  ein  besonders  wichtig« 
Problem,  und  dieses  durch  Methoden,  welche  seiner  Eigenart  unveigleicb- 
lioh  viel  besser  angepasst  sind,  als  es  überall  braachbare  Hilfsmittel  über- 
haupt sein  kOnneu.  Es  wird  eine  dankbare  Aufgabe  künftiger  Porscliuiig 
sein,  auch  für  andere  Gruppen  von  projectiven  oder  Oberhaupt  algelir«- 
iscben  Transformationen  ähnliche  algebraische  Theorien  zn  schaffen;  es  gicbt 
solche  Methoden. 

Der   vorliegende   erste  Abschnitt   der   „Theorie  der  Transfonnttiini- 
grnppen"   bildet   für  sich   ein   abgeschlossenes  Ganzes    und  konnte  von  iii>^ 
&la  solches   gewürdigt  werden.     Historisch  aber  war  der  Anfbaa  einer  to 
ausgedehnten  Theorie  doch  nur  in  organischer  Verbindung  mit  der  Usnng 
zahlreicher   specieller  Aufgaben  möglich,    an  welchen  eich  die  neuen  Urxi 
entwickeln  konnten.     Dieser  Specielles  und  Allgemeines  abwechselnd  durcl 
laufende  Entwickelungaprocess  muss  sich,  nach  einem  auch  das  Geistesteben 
beherrschenden  Grundgesetz  der  organischen  Wissenschaften,  in  abgekUnter 
lind   den  Umständen   angepasster  Form    im  Individuum    wiederholen,   wenn 
dasselbe  UiäUg  in  den  weiteren  Fortschritt  eingreifen  will.     Insofern  istdia 
Anordnung  des  Lie'schen  Werkes   nicht  pädagogisch    und  der  Verbreitang 
der  darin    niedergelegten  Methoden  nicht   gUnstig,   als  eine  der  geschieht 
liehen  Entwickelung  nicht  entsprechende  Trennung  zwischen  den  allgemei- 
nen und  den  speciellen  Theorien  vorgenommen  ist,  von  welchen  die  ersteres 
in   dem    vorliegenden  Abschnitte   behandelt   werden,   die   letzteren  aber 
die  beiden  noch  zu  erwartenden  Abschnitte  verschoben  sind.    Mau  muse  i 
bedenken,  dass  eine  pädagogisch  zweckmässige  Darstell angsform  nor  selta> 
auch   die  systematisch  richtige  sein  kann,   am  seltensten  bei  einer  noch 
twaen  Discipüu;    und    es   wlire   in   der   That  jener  Vortheil    zur  Zeit   wohl 
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nicht  zu  erreichen  gewesen,  ohne  dass  auf  höhere  Vorzüge,  die  das  Werk 
thatsächlich  besitzt,  Verzicht  geleistet  worden  wäre. 

Auch  haben  die  Verfasser  Alles  gethan,  um  den  genannten  Mangel, 
wenn  es  einer  ist,  abzuschwächen.  Alles  für  das  Verständniss  der  leitenden 
Grundgedanken  Wesentliche  ist  durch  cursiven  Druck  hervorgehoben.  Die 
einzelnen  Sätze  sind  wieder  untereinander  nach  ihrer  Bedeutung  abgestuft. 
Ihre  Formulirung  ist  so  gehalten ,  dass  man  sich  an  jeder  Stelle  mit  Leich- 
tigkeit über  den  weiteren  Verlauf  der  Entwickelung  orientiren  kann.  Wieder- 
holte Rückblicke  rufen  dem  Leser  das  Bild  des  Weges,  welchen  er  gegangen 
ist,  immer  wieder  ins  Gedächtniss  zurück.  Die  Redeweise  ist  durchaus  un- 
gezwungen; besonders  einfach  und  natürlich  sind  auch  die  Kunstausdrücke. 
Sprachwidrige  Wortbildungen  und  unnütze  Fremdwörter,  mit  welchen  unsere 
Literatur  auf  dem  Nachbargebiete  der  Inyariantentheorie  neuerdings  leider 
förmlich  überschwemmt  worden  ist,  wird  man  hier  vergeblich  suchen.*  Möchte 
Herr  Engel,  dem  gewiss  ein  grosser  Theil  dieser  Vorzüge,  wie  auch  das 
Zustandekommen  des  Werkes  selbst  zu  verdanken  ist,  das  bewiesene  redac- 
tionelle  Geschick  und  seine  Beherrschung  des  Gegenstandes  dazu  verwenden, 
uns  einmal  mit  einer  eigentlich  pädagogischen,  vielleicht  auf  die  äusserste 
Strenge  verzichtenden  Darstellung  der  Grundgedanken  der  Li  ersehen  Theorie 
zu  beschenken. 

und  möchte  es  Herrn  Lie  vergönnt  sein,  bei  uns  Das  zu  finden,  tnn 
dessentwillen  er  seine  Heimath  verliess.  Möchte  es  ihm  gelingen ,  einen  Kreis 
von  Schülern  um  sich  zu  sammeln,  die  ihm  auf  den  neu  betretenen  aus- 
sichtsreichen Pfaden  folgen  und  in  froher  Mitarbeit  mit  ihm  die  Wissen- 
schaft weiterbilden  zu  einer  immer  höheren  und  schöneren  Gestaltung. 

Marburg,  im  October  1888.  E.  Study. 


Lehrbnoh  der  analytisohen  Mechanik  von  S.  D.  Poisson.  Deutsch  heraus- 
gegeben und  mit  einem  Anhang  versehen  von  Dr.  August  Ppann- 
STiEL.     1.  Lieferung.    Verlag  von  Hermann  Meyer,  Dortmund  1888. 

Wenn  auf  die  deutsche  üebersetzung  des  Poisson 'sehen  Werkes  durch 
M.  A.  Stern  hin  noch  eine  weitere  üebersetzung  desselben  Werkes  der 
Oeffentlichkeit  übergeben  wird,  so  kann  dies  wenigstens  im  Interesse  der 
Verbreitung  des  vortrefflichen,  an  Klarheit  unübertroffenen  Originals  in 
deutscher  Sprache  nur  freudig  begrüsst  werden. 

Eine  eingehendere  Beurtheilung  der  vorliegenden  üebersetzung  muss 
auf  die  Zeit  verschoben  werden,  wann  sämmtliche  11 — 12  Lieferungen  und 
besonders  der  von  dem  üebersetzer  versprochene  Anhang  vorliegen,  welch* 
letzterer  einzelne  seit  dem  Erscheinen  des  Originals  veraltete  Methoden  und 
Beobachtungen  besprechen  solL 

*  abgesehen  tob  dnm 
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Was  biB  Jetzt  erscliienen  ist,  ficheint  auf  eiae  im  Ganzen  ziemlieb  u- 
sprechende  üebersetzang  des  ganzen  Werkes  hinzudenten ;  der  deateditTat 
liest  sich  im  Ganzen  Siessend  und  nicht  allzuoft  stCren  Gallioismen. 

Auf  einige  Einzelheiten  und  AeusBerlichkeiten  soll  schon  jetztt  suA 
Ausgabe  der  ersten  Lieferong,  aufmerlcsam  gemacht  werden,  da  diese  II«- 
merlinDgen  vielleicht  auf  die  folgenden  Lieferungen  Einflasa  haben  kSantoL 

Mit  mehreren  Verdeutschungen  specifisch  mathematischer  AnsdrScke 
künnen  wir  uns  durchaus  nicht  einverstanden  erklären,  um  nur  Eiui  n 
nennen,  so  wird  dcveloppee  mit  „Abwickelungscurve"  dbersetit.  Die  fiu- 
zQsischen  Ausdrücke  diveloppanle  und  devdoppe«  entsprechen  —  gani  ma 
die  im  Deutschen  allgemein  üblichen  Fremdwörter  , Evolvente"  und  ,Bw- 
lute"  —  trefflich  der  Vorstellung,  dasa  ein  Faden  das  erste  Mal  aaf  der 
Grundcurve,  das  andere  Mal  anf  der  Carve  Ihrer  KrUinmangsmittelpuDktt 
liegt  nnd  abgewickelt  wird.  Aber  der  Ausdruck  „  Abwickelungscurre*  ßlr 
Evolute  liegt  unbeütimmt  in  der  Mitte ,  oder  vielmehr  nicht  einmal  in  in 
Mitte,  sondern  er  ISsat  ohne  nllhere  Andeutung  eher  auf  Evolrenl«  als  Ew- 
)nte  schliessen  und  ist  daher  unbedingt  zu  verwerfen,  wenn  er  auch  viel- 
leicht sonst  noch  einmal  in  der  Literatur  der  Mathematik  sich  finden  uUlr, 
was  uns  unbekannt  ist.  In  Nr.  72  des  Originals  findet  sich  der  Sati:  jla 
amstrudion  de  la  tangenle  en  un  poitit  gu^congue  de  cctte  courbe  est  otm 
Ires-simple;  sa  devetopp^e  est  unc  autre  cydo'ide;  et,  de  plus,  ptar  um  Sffic 
de  di!vekippemenCs  succcssifs  tme  courbe  guelconque  approche  de  plus  m  pfc« 
de  se  eon(ondre  avec  la  oydo'idey  et  s'y  confondraü  riffourcusemetU  ä  Tinfim.' 
Der  Versuch  mit  einem  Mathematiker  von  Fach,  welchem  nicht  da«  frtn- 
xJIsische  Original,  sondern  nur  von  der  in  Rede  stehenden  üebersetxnng  i^i' 
Worl«  vorgelegt  wurden:  „Ferner  ist  die  Abwickelangscurve  der  Cykloi'l» 
wne  andere  C^kloide  und  überdies  nShert  sich  jede  beliebige  Curve  danli 
eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden  Abwickelungen  mehr  und  mehr  d«r 
Cyktoide"  zeigte  in  der  Tbat,  dasa  der  Ausdruck  „Abwickelungscnrre 
durchaus  nicht  unzweideutig  auf  die  Evolute  gegenüber  der  Evolvente,  Hin- 
dern eher  auf  die  letztere  hindeutet.  Gerade  in  den  exacten  Wissenscbafteo 
Bolltc  doch  bei  der  Neueinfilhrung  von  Bezeichnungen  mehr  Vorsicht 
Zurückhaltung  beobachtet  werden. 

Ferner  ist  zu  tadeln ,  doss  die  wenigen  Figuren  nicht  in  den  Text  kU^' 
genommen,  sondern  am  Schluss  in  eine  Tafel  vereinigt  sind,  welche  uIcU 
einmal  derartig  geheftet  ist,  dass  beim  Uerausscblagen  des  FigiiroublalM 
sämmtliche  Figuren  vor  den  Leser  zu  liegen  kommen.  GlBcklicberweiM 
bürgert  sich  immer  mehr  die  Sitte  ein,  die  Figuren  dem  Text  etniater^ 
leibeu.  Wenn  dies  bei  Werken  wie  Peschka,  Darstellende  Geometri«, 
oder  Weierstrass'  Ausgabe  der  gesammelten  Werke  Steiuer's  u.  a.  oicl 
geschehen  ist,  so  bat  es  seine  gnten  Gründe,  aber  im  vorliegenden  Fall)» 
wo  es  sich  nur  um  wenige,   nicht  sehr  umfaDgreiche  Zeichnungen  hondelk 
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ist  es  ein  Maxif>el.     So  weit  brauoht  sicüi  die  Treue  gegenüber  dem  Original 
kAQin  zn  erstrecken. 

Diese  Dinge  sind  Nebensachen,  aber  bei  der  Benrtbeilnng  einer  üeber- 
setsnng  treten  sie  natnrgemSss  mehr  in  den  Vordergrund,  als  bei  einem 
selbständigen  Werke,  und  sind  geeignet,  dem  Werth  des  Ganzen  erheblieh 
Eintrag  zn  thun. 

Stuttgart,  Juli  1888.  Cranz. 

B.  Weinstein,  Handbuch  der  physikalüchen  Haaibsbestitnmungen.    2.  Bd. 

Berlin  1888.     Verlag  von  Julius  Springer.     Preis  14  Mk. 

Bei  der  Reichhaltigkeit  des  vorliegenden  Stoffes  sah  sich  der  Verfasser 
veranlasst,  das  vorliegende  Material  auf  zwei  Bände  zu  vertheilen,  so  dass 
entgegen  dem  ursprünglichen  Plane  noch  ein  weiterer,  dritter  Band  in  Aus- 
sicht steht.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Bandes  theilt  sich  in  zwei  Ab* 
schnitte,  wovon  der  erste  die  Theorie  der  Einheiten  und  Dimensionen  zu- 
sammen mit  einer  Auseinandersetzung  über  die  gebräuchlichen  praktischen 
Einheiten  für  Länge  und  Masse  behandelt,  während  der  zweite  die  Längen- 
messungen, Wägungen,  Volumen-  und  Dichtigkeitsbestimmungen  umfasst.  Dem 
3.  Bande  sind   die  übrigen  physikalischen  Maassbestimmungen  vorbehalten. 

Es  ist  sehr  anzuerkennen,  dass  der  Verfasser  seinem  Werke  dadurch 
den  wissenschaftlichen  Charakter  gewahrt  hat,  dass  er  die  Entwickelungen 
bis  zum  Endresultat  streng  wissenschaftlich  durchgeführt  hat  und  erst  dann 
die  nöthigen  Einschränkungen  eintreten  liess.  Geschieht  Derartiges  während 
der  Ableitung  der  betreffenden  Formeln,  so  ist  dem  Praktiker  durch  das 
ihm  entsprechende  Näher ungs verfahren  vielleicht  momentan  ein  kleiner  Dienst 
geleistet,  doch  muss  auch  er  zugeben,  dass  dadurch  jede  üebersicht  und 
jede  kritische  Betrachtung  des  Endresultats  wegfälU.  Gerade  das  Letztere 
ist  aber  für  den  praktischen  Physiker  von  grosser  Bedeutung;  denn  er  ver- 
schafft sich  bei  der  Discussion  der  einzelnen  in  der  Schlussformel  vorkom- 
menden Grössen  ein  sicheres  ürtheil  über  den  Einfluss  von  jeder  derselben. 
Ein  solcher  Entwickelungsgang  gewährt  erst  den  richtigen  Einblick  in  die 
einzelnen  Methoden.  Zur  Erleichterung  der  theoretischen  Entwickelung  ftir 
die  praktische  Verwendung  hat  der  Verfasser  öfters  Beispiele  eingestreut 
und  noch  Rechenschemata  und  Tabellen  angegeben,  vermöge  deren  die 
numerische  Auswerthung  der  Formeln  besonders  bequem  ausgeführt  werden 
kann.  —  Gleich  dem  ersten  Bande  wird  auch  der  vorliegende  zweite  dem 
praktisch  arbeitenden  Physiker  ein  Handbuch  im  wahrsten  Sinne  des 
Wortes  sein.  B  ^^^^^ 

Beispiele  und  Aufgaben  zur  Berechnung  der  statisch  bestimmten  Träger 
flbr  Brücken  und  Dächer.  Von  Dr.  Jakob  J.  Weyrauch  ,  Profess<Mr 
an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.    Leipzigs  Teabnen  l^8P 

aiiMli.  Abthlg.  d.  Zclticbr.  f.  Math.  n.  Phyi.  XXXIV,  6. 
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Die  vorliegende  Sammlung, von  Beispielen  und  Aufgaben  schlieset  sidi 
enge  an  die  im  Vorjahre  erschienene  Theorie  statisch  bestimmter  Trfgw 
desselben  Verfassers  an.  Es  werden  in  derselben  die  Anwendung  der  dort 
entwickelten  Bechnungsverfiahren  gezeigt,  eine  grosse  Anzahl  von  Zahlen- 
beispielen durchgerechnet  und  einzelne  weniger  wichtige  Theile  der  Theorie 
weiter  ausgeführt.  SStaimtliche  Lösungen  sind  analytisch,  nicht  graphisch 
vorgenommen,  da  die  Sammlung  im  Anschluss  an  die  Uebungen  za  den 
Vorträgen  über  „Analytische  Theorie  der  Ingenieurconstructionen*  entstanden 
ist  und  der  Verfasser  überdies  den  analytischen  Methoden  den  Vorzug  Tor 
den  graphischen  einräumt,  eine  Auffassung,  welcher  auch  vom  Standpunkte 
des  Praktikers  aus  in  der  Hauptsache  beigepflichtet  werden  muss. 

Ausser  den  gewöhnlichen  Anordnungen  der  statisch  bestimmten  Balken- 
fachwerke und  Bogenfachwerke  werden  auch  die  continuirlichen  GelenktrSger, 
die  continuirlichen  Bogenträger,  die  Träger  mit  schief  verschiebbarem  Auf- 
lager und  mit  imaginären  Gelenken  behandelt.  Den  Schluss  bildet  die  Be- 
rechnung der  statisch  unbestimmten  Fachwerke  mehrfachen  Systems  auf 
Grund  der  in  praxi  meist  üblichen  Methode  der  Zerlegung  in  mehrere  statisch 
bestimmte  Einzelsysteme. 

Die  Ermittelung  der  Stabkräfte  erfolgt  theils  nach  den  genauen  For- 
meln, theils  werden  für  den  praktischen  Gebrauch  Näherungsformehi  in 
Anwendung  gebracht;  grosse  Aufmerksamkeit  ist  der  Ermittelung  der  un- 
günstigsten Laststellungen  und  der  Berechnung  mit  Lastäquivalenten  an 
Stelle  der  wirklichen  Badlasten  zugewendet 

Die  Sammlung  ist  sehr  reichhaltig  (130  Zahlenbeispiele),  übersichtlich 
geordnet ,  und  ist  Jedem ,  der  sich  die  Theorie  des  Verfassers  voll  zu  eigen 
machen  will,  angelegentlich  zu  empfehlen. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  kurz  auf  folgende  zwei  Punkte  eingegangen 
werden. 

In  Aufgabe  7  heisst  es  bezüglich  des  Einflusses  von  Zwischenträgern 
auf  die  Grenz werthe  der  Momente  M  und  Veddcalkräfte  V:  „Für  diejenigen 
Schnitte,  welche  mit  Knotenpunkten  zusammenfallen,  kann  bei  Berechnung 
der  M  und  V  ganz  so  verfahren  werden,  als  ob  gar  keine  ZwischentrSger 
vorhanden  wären."  Dies  ist  nur  für  die  M  allgemein  zutreffend;  ftLr  die  y 
dagegen  erreichen  die  Grenzwertbe  an  den  Knotenpunkten  in  vielen  Ffillen 
grössere  Werthe,  wenn  Zwischenträger  vorhanden  sind,  als  wenn  die  Lasten 
direct  auf  den  Hauptträger  wirken.  Die  Darstellung  der  Grenzwerthe  von  ^ 
zeigt  bei  Zwischenträgern  in  Wirklichkeit  eine  Treppenlinie  an  Stelle  des 
in  Fig.  27  eingezeichneten  krummlinigen  Polygons. 

Das  in  Beispiel  13  (Fig.  32)  berechnete  Fachwerk  doppelten  Systems 
wird  auch  für  den  Grenzfall,  dass  die  zwei  mittleren  Stäbe  der  oberen  Cur- 
tnng  horizontal  sind,  für  statisch  bestimmt  erklärt,  trotzdem  sich  einzelne 
Stabkräfte  hierbei  unendlich  gross  ergeben.  Dass  das  System  jedoch  that- 
säcblicb   statisch   unbestimmt  iat^  folgt  direct  aus  den  Gleichungen  XII), 
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XIII)  und  XIY),  wenn  man  die  Belastung  P  gleich  Null  setzt,  weil  dann 
die  Stabkräfte  O4,  O5  etc.  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  können.  Mit 
anderen  Worten:  Das  Fachwerk  kann  im  unbelasteten  Zustande  Spannungen 
besitzen,  welche  sich  statisch  nicht  bestimmen  lassen.  Auch  der  zur  Be- 
gründung beigezogene  Bogen  mit  dem  Pfeile  /*=  0  ist  statisch  unbestimmt, 
da  er  ebenfalls  im  unbelasteten  Zustande  Spannungen  besitzen  kann;  über- 
dies ergiebt  sich  bei  beliebiger  Verticalbelastung  der  Horizontalschub  ebenso 
gut  gleich   -f-  00   wie   gleich   —  00 ,   ist  also  thatsächlich   statisch   nicht  be- 

^^^^^^^^'  Fr.  Enokssbr. 

Natnrwissenschaitliohe  Anwendungen  der  Differentialreohnnng.  Lehr- 
buch und  Aufgabensammlung,  verfasst  von  Dr.  Arwed  Fuhrmann, 
ordentl.  Professor  an  der  Eönigl.  Technischen  Hochschule  zu  Dresden. 
Mit  28  Holzschnitten.  148  S.  Berlin  1888,  Ernst  &  Korn  (Wü- 
heim  Ernst). 

Als  wir  (Bd.  XXXI,  227  und  XXXIII,  22)  da«  Stegemann-Kie- 
pe rt*sche  Lehrbuch  empfahlen,  fanden  wir  es  nothwendig,  den  unterschied 
zu  betonen,  der  zwischen  den  Bedürfnissen  des  Technikers  und  des  Studi- 
renden  der  Mathematik  als  solcher  obwaltet.  Das  Schriftchen,  welchem  wir 
heute  einige  empfehlende  Zeilen  zu  widmen  beabsichtigen,  zeigt  uns,  dass 
selbst  unter  den  Technikern  die  Bedürfnisse  gar  sehr  verschieden  sind.  Der 
Geodät,  der  Bau-  und  Maschineningenieur  brauchen  weit  mehr  höhere  Ma- 
thematik als  der  Architekt,  der  Chemiker,  welche  die  gleiche  technische 
Hochschule  mit  jenen  besuchen.  Noch  grösser  als  in  dem,  was  diese  ge- 
brauchen, ist  der  Unterschied  in  dem,  wozu  sie  es  gebrauchen.  Dennoch 
ibt  es  gewiss  richtig,  was  Herr  Fuhrmann  in  seiner  Vorrede  sagt,  dass 
die  rechte  Lust  an  einem  Lehrgegenstande  erst  dann  eintritt,  wenn  man 
ihn  anzuwenden  beginnt.  Ebenso  wahr  ist  es  aber  auch,  dass  man  einem 
Schüler,  welcher  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Differentialrechnung  von 
ihren  ersten  Anfängen  an  auf  bestimmte  Wissenszweige  ausserhalb  der  reinen 
Mathematik  zu  lösen  wünschte,  von  den  vorhandenen  Sammlungen  keine 
zu  empfehlen  im  Stande  war.  Herr  Fuhrmann  beabsichtigt  diesem  Mangel 
abzuhelfen.  Drei  Bände,  jeder  zu  zwei  Theilen,  sollen  1.  Aufgaben  aus 
den  Naturwissenschaften,  2.  solche  für  Architekten  und  Bauingenieure, 
3.  für  Fabrik-  und  Maschineningenieure  bieten  und  des  ersten  Bandes  erster 
Theil  liegt  heute  vollendet  vor.  Wir  müssten  das  ganze  drei  Druckseiten 
füllende  Inhaltsverzeichniss  abschreiben,  wenn  wir  die  Reichhaltigkeit  der 
Sammlung  unseren  Lesern  erweisen  wollten.  Wollten  wir  uns  etwa  mit 
der  Nennung  der  fünf  Capitelüberschriften  (L  Differenzen  und  Differentiale. 
Einfache  und  mehrfache  Differentiation.  II.  Linien  und  Flfichen.  III.  Viel- 
deutige Symbole.  IV.  Maxima  und  Minima.  V.  Reihen)  begnügen,  so 
sind  das  die  gleichen  Rahmen,  welchen  man  in  allen  Aofgabenaammlongen 
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Der  Ver^Etöser  bezeichnet  mit  dem  Ausdruck  ,,  mechanische  Verwand- 
lung^ das  Verfahren,  inhaltsgleiche  Figuren  in  congruente  Stücke  za  xer- 
schneiden ,  die  je  nach  ihrer  Anf>rdnung  bald  zu  dieser,  bald  zu  jener  neaen 
Gestalt  sich  zusammensetzen.  Dem  Gedanken  nach  ist  das  Gleiche  schon 
in  jenem  alten  Einderspielzeug  verwirklicht,  dem  die  Römer  den  Namen 
Loculus  Archimedius  beilegten.  Zu  theoretisch -geometrischen  Zwecken 
glaubte  Herr  Schönemann  die  mechanische  Verwandlung  zuerst  verwer- 
thet  zu  haben ,  bis  er  nachtrfiglich  erfahren  musste,  dass  er  bereits  Vorgänger 
besass,  welche  er  in  der  Einleitung  nennt.  Nach  dem  Augus tischen  Lehr- 
buche von  1 852  hätten  auch  Henrici&Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementar- 
geometrie L  Theil  (Leipzig  1881)  angeführt  werden  können,  welches  Referent 
gerade  unter  Betonang  dieser  Untersuchungen  im  XXVII.  Bande  dieser  Zeit- 
schrift, hist.-lit.  Abth.  S.  139  — 140  besprochen  hat.  Die  SelbstSndigkeit 
der  ganz  scharfsinnigen  Verwandlungen  in  der  Soester  Programmabhandlnng 
bleibt  dabei  natürlich  durchaus  bestehen.  Cantok 


Die  Form,  Aniiehnng  und  materielle  Beschaffenheit  der  Erde  (Fortsetz 
ung  und  Schluss).  Von  Theodor  Schmid.  Jahresbericht  der  k.  k. 
Staatsoberrealschule  zu  Linz  für  das  37.  Studienjahr  1887/88.  Linz 
1888,  Verlag  der  k.  k.  Staatsoberrealschule.     42  S. 

Der  Anfang  dieser  Abhandlung ,  als  Programm  für  1886/87  gedruckt,  ist 
im  XXXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift;  bist-lit.  Abth.  S.  27  angezeigt  Dort  ist 
bervorgehoben y  dass  von  den  vier  Entwickelungsstufen ,  welche  Herr  Schmid 
in  der  Lehre  von  der  Gestalt  der  Erde  als  geschichtlich  vorhanden  be- 
zeichnet, nur  die  erste  betrachtet  wurde.  In  dem  Programm  fQr  1887/88 
folgt  nun  die  Darstellung  der  drei  späteren  Stufen,  und  zwar  der  IL  auf 
S.  5  — 23,  der  IIL  auf  S.  23  —  29,  der  IV.  auf  S.  30—42.  Die  Behand- 
lung ist  wiederum  ganz  und  gar  modern,  und  nur  wenige  Anmerkungen 
lassen  erkennen,  welche  von  den  Ergebnissen  bereits  Clairaut  oder  La- 
place  oder  S tokos  u.  s.  w.  gefunden  haben.  Warum  Oberhaupt  Stokes 
als  Vertreter  der  IV.  Stufe  gewählt  wurde  und  nicht  Gauss  oder  der  Er- 
finder des  Namens  Geolid,  Listing,  dürfte  nicht  leicht  einem  Leser  toII- 
ständig  klar  werden.  Den  heutigen  Stand  der  betreffenden  erdphysikalischen 
Fragen  lernt  man  übrigens  aus  den  beiden  Programmen  ziemlich  gut  kennen. 

Cantor. 
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reokt  gut  zu  uotencheiden  wusste,  mithin  hier  als  einer  der  Urheber  jener 
Lehre  betrachtet  und  genannt  werden  sollte.  Camtor 


J.  Lieblein*8  Sammlung  ron  Aufgaben  ans  der  algebraischen  Analysis 

zum  Selbstunterricht.   II.  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,  heraus- 
gegeben von  Dr.  W.  Laska.     Prag  1889,  bei  G.  Neugebauer.    180  S. 

Die  erste  Auflage  von  Lieblein 's  Aufgaben  ist  1867  erschienen  und 
Bd.  Xni  der  Zeitschr.  Math.  Phjs.,  Literaturzeitung  S.  3  angekündigt.  Der 
heutige  Berichterstatter  über  die  zweite  Auflage  ist  mit  der  ersten  nicht 
bekannt,  mithin  auch  nicht  in  der  Lage,  eine  Yergleichung  anzustellen, 
wieviel  etwa  geändert  worden  ist.  Nach  Herrn  Laska's  Vorrede  scheinen 
die  Aenderungen  theils  in  der  Aufnahme  neuer  Beispiele  und  in  der  Hinzu- 
fügung  von  Quellenangaben,  theils  in  der  Weglassung  solcher  Beispiele, 
welche  Wiederholungen  enthielten,  zu  bestehen.  Die  Auflösungen  sind  in 
den  meisten  Fällen  nur  angedeutet,  so  dass  der  SelbstthStigkeit  des  Lesers 
ein  weiter  Spielraum  bleibt;  ob  im  Falle  des  im  Titel  vorgesehenen  Selbst- 
unterrichts nicht  ein  fast  zu  weiter,  muss  die  Erfahrung  des  einzelnen  Be- 
nutzers entscheiden.  Erfahrung  muss  auch  darüber  entscheiden ,  ob  —  was 
bei  einem  derartigen  Buche  nicht  ohne  Wichtigkeit  ist  —  die  Richtigkeit 
des  Druckes  nur  ausnahmsweise  im  Stiche  lässt.  Dass  uns  bei  ganz  zufäl- 
ligem Aufschlagen  sofort  zwei  Irrthümer  in  die  Augen  fielen  (S.  22  in  Auf- 
gabe 12  lies  ^  statt  x^  und  S.  23  in  Aufgabe  15  Anl.  lies  9?  statt  o;^,  hat 
uns,  wie  wir  gestehen  müssen,  etwas  erschreckt;  aber  es  kann  ja  ein  be- 
sonders unglücklicher  Zufall  gewesen  sein,  der  uns  gerade  diese  Seiten  auf 
schlagen  liess,  und  zu  genauen  weiteren  Vergleichungen  fehlt  es  uns  an 
Zeit.  Der  Inhalt  der  Aufgaben  ist  dem  Titel  entsprechend  der  algebraischen 
Analysis,  in  dem  Sinne^  wie  Schlömilch,  Stern  u.  A.  das  Wort  ge- 
brauchen, entnommen.  Einiges  aus  der  Lehre  von  den  Oleichungen,  Einiges 
über  Producte,  über  Kettenbrüche  (auch  über  aufsteigende  Eettenbrüche) 
ist  aufgenommen;  das  Hauptgewicht  fällt  aber  auf  die  Lehre  von  den  un- 
endlichen Reihen  und  den  Bedingungen  ihrer  Convergenz ,  sei  es ,  dass  schon 
gegebene  Reihen  auf  ihren  Oiltigkeitsbereich  untersucht  werden,  sei  es,  dass 
deren  Entwicklung  selbst  einen  Theil  der  Aufgabe  bildet.  Die  Reichhal- 
tigkeit ist  eine  so  grosse ,  dass  insbesondere  Lehrer,  welche  nach  geeigneten 
Beispielen  sich  umschauen,  gewiss  für  alle  Fälle  passende  Auswahl  treffen 

^ö°^®°-  Cantor. 

Veber  die  gegenseitige  mechanische  Verwandlung  gleicher  Dreiecke  und 
Parallelogramme  mittels  unmittelbarer  Constructionen.  Von  Dr.  Paul 
SoHÖHUfAMN.     Aus  dem  Jahresbericht  über  das  Archigymnasium  zu 

n  1888.    27  S. 
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lieber  Oleiohungen  vierten  Grades  im  zelmten  Buch 

der  Elemente  Euolid's. 

Von 

Cand.  mag.  S.  A.  Christensen 

In  Kopenhagen. 


Cap.  L    Kurze  Vebersicht  des  zehnten  Buches  der  Elemente  Enolid's 

in  algebraische  Sprache  übergefUhrt 

1.  Wie  bekannt,  behandelt  das  zehnte  Buch  der  Elemente  die  irratio- 
nalen Grössen,  aber  Euclid  nennt  in  diesem  Buche  Grössen  nie  anders 
als  geometrisch,  also  durch  Linien  und  Areale  dargestellt,  und  wir  werden 
daher,  um  seine  Sätze  und  Beweise  direct  auf  die  Zahlenlehre  überführen 
zu  können,  alle  Linien  durch  eine  Linieneinheit,  m  —  die  rationale  Linie  1 
—  ausdrücken ,  so  dass  alle  Areale  durch  die  Flächeneinheit  m^  ausgedrückt 
werden.  Alle  seine  Grössen  kann  man  dann  darauf  zurückführen,  die  hin- 
zukommenden Factoren  werden  dann  —  rationale  oder  irrationale  —  Zahlen, 
welche  wir  durch  kleine  griechische  Buchstaben  ausdrücken  werden.  Die 
vorkommenden  Ausdrücke  haben  dann  für  uns  denselben  Werth,  ob  sie 
sich  mit  dem  Factor  m  oder  mit  m^  vorfinden ,  während  bei  Euclid  theoretisch 
ein  Unterschied  ist;  daher  werden  wir,  um  seiner  Darstellung  möglichst 
nahe  zu  kommen,  diesen  Unterschied  beibehalten,  indem  wir  von  Grössen 
zweiten  Grades  (weil  m  in  der  zweiten  Potenz  sich  findet),  welche  dann 
dasselbe  wie  Euclid's  Areale  bedeuten,  reden.  Um  die  Zahlenlehre  zu  erhalten^ 
brauchen  wir  nur  die  Einheiten  m  und  m^  auszulassen ,  aber  indem  wir  sie 
in  den  Berechnungen  mitnehmen,  erreichen  wir,  dass  man  aus  unsem  Formeln 
die  Ausdrücke  des  Euclid  in  seiner  Form  direct  ersehen  kann.  Wenn  wir 
deshalb  überall  den  Ausdruck  „Grösse"  beibehalten  und  nicht  durch  „Zahl** 
ersetzen,  ist  dies  der  Grund.  Wo  wir  also  von  „Zahlen"  sprechen,  sind 
dadurch  ganze  oder  Bruchzahlen  zu  verstehen. 

2.  Das  X.  Buch  giebt  eine  vollständige  Behandlung  der  irrationalen 
Grössen,  welchedurchQuadratwurzeln  oder  durch  die  vier^  ^ 

werden  können,   indem  nämlich  die  einfaohep 

JBMIH«.  AbtbJg.  d.  ZeitMohr.  t  MAth.  n.  Fhyi.  XZZX?,  I 
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irrational  erscheinen.  Man  hat  daher  die  von  ihm  behandelten  Grössen 
Irrationalitftten  erster  Art  genannt. 

Dieses  Buch  ist  dasjenige,  von  welchem  man  am  zuversichtlichsten 
behaupten  kann ,  dass  es  ihm  selbst  gehört.*  Der  Inhalt  war  neu  und  zu 
seiner  Zeit  noch  wenig  entwickelt 

Die  Bezeichnungen  selbst  sind  schwerfällig,  und  nur,  was  von  der  6^ 
handlung  der  Gleichangen  zweiten  Grades ,  wovon  man  genaue  Eenntniss  hat 
haben  müssen,  herstammt,  war  bekannt.  Namentlich  stellt  die  Sache  nns 
sich  so,  dass  auch  numerische  Gleichungen  bekannt  gewesen  sein  mflssen, 
sonst  würde  man  schwerlich  zar  Discussion  von  deren  Wurzeln  komnien, 
dem  nächsten  Weg ,  auf  welchem  man  zu  Ausdrücken  der  Form  a  +  /& 
gelangt,  welche  auch  im  X.  Buch  stets  als  Wurzeln  von  Gleichungen 
zweiten  Grades  zurückkehren.  Hätte  man  nicht  die  numerischen  Lösungen 
anzugeben  gehabt,  würde  in  der  geometrischen  Lösung  die  eine  Linie  eine 
ebenso  gute  Lösung  als  die  andere  geben,  wenn  sich  das  Ganze  auf  eine 
Darstellung  durch  Linien  beschränkt  hätte ^  und  die  Untersuchungen,  welche 
sich  im  X.  Buch  finden,  würden  dann  keinen  Anlass  haben.  Ich  kann 
deshalb  mit  Herrn  Professor  Zeuthen  einig  sein,  welcher  in  seinem 
Buche  „Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Alterthum*'  bestimmt  darauf 
hält,  dass  die  geometrische  Darstellung  von  Gleichungen  zweiten  Grades, 
verbunden  mit  dem  algebraischen  zweiten  Buch,  die  Regeln  für  die  nome- 
rische  Lösung  giebt.  Das  Fehlen  einer  Zeichensprache  machte  die  geome- 
trische Darstellung  nothwendig,  wenn  es  allgemeine  theoretische  Besultate 
galt,**  und  so  isjb  auch  die  geometrische  Darstellung  im  X.  Buche  auf- 
zufassen. 

3.  In  den  vier  das  Buch  einleitenden  Definitionen***  sind  die  Grössen 
getheilt  in 

1.  Grössen,  commensurabel  mit  der  Einheit     Deren  Form  ist  ma. 

2.  Grössen,    incommensurabel   mit    der   Einheit,    wovon    wieder  zwei 
Formen  vorkommen  können: 

a)  Grössen,    deren   Quadrat   mit   dem   der   Einheit    commensurabel 
Deren  Form  ist  m  yT.. 

b)  Grössen,  deren  Quadrat  nicht  mit  dem  der  Einheit  commensuabel. 

Grössen  des  ersten  Classe  (1)  werden  rational  commensurabel 
in  der  ersten  Potenz,  die  der  zweiten  Classe  (2a)  rational,  nur  in 
der  zweiten  Potenz  commensurabel,  und  die  der  letzten  Classe  (2 () 
irrational  genannt. 


*  Tanne ry,  Revue  philoBophique  XI,  1881,  in  der  Abhandlung  L*^acatiaD 
platonicienne,  und  derselbe  Verfasser,  Mämoires  de  la  sociät^  des  scienoes  phyi.  et 
natur.  de  Bordeaux,  2.  Ser.  T.  IV,  1882. 

**  Vergl.  Nessel  mann,  Die  Algebra  der  Griechen. 
•*♦  fieiberg's  Ausgabe  111,  S.^. 
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Natürlich  können  zwei  rationale,  nnr  in  der  zweiten  Potenz  commen- 
snrable  Grössen  oder  zwei  irrationale  sehr  wohl  unter  sich  sowohl  in  der 
ersten  als  anch  in  der  zweiten  Potenz  commensnrabel  sein. 

Dieser  Unterschied  von  unserem  Begriffe  der  Bationalitftt  hängt  von  der 
geometrischen  Darstellung  ab,  indem  das  Quadrat  einer  durch  eine  einfache 
Quadratwurzel  dargestellten  Grösse  rational  ist,  weshalb  es  dann  nahe  liegt, 
die  Grösse  selbst  rational  zu  nennen;  aber  zum  Unterschiede  von  der  all- 
gemeinen rationalen  Grösse  wird  dann  „nur  in  der  zweiten  Potenz  oom- 
mensurabel*'  hinzugefügt. 

4.  Der  erste  Abschnitt  des  Buches  lehrt  uns  zu  untersuchen ,  wie  weit 
eine  Grösse  rational  in  der  ersten  oder  nur  in  der  s weiten  Potenz  com- 
mensnrabel oder  nicht  rational  ist.     Diese  Sätze  gehen  bis  zam  Satz  21. 

Der  zweite  Abschnitt  (Satz  21  —  36)  behandelt  die  einfachste  Classe 
der  irrationalen  Grössen,  nämlich  die  Mediale,  welche  durch  eine  einzelne 
vierte  Wurzel  ausgedrückt  ist.  Sie  wird  durch  rationale ,  nur  in  der  zweiten 
Potenz  commensurable  Grössen  gebildet,  indem  man  die  Grösse  sucht, 
deren  Quadrat  dem  Producte  zweier  solchen  gleich  ist:    a(*s=m^o  .m^j?, 

Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  geben  die  Behandlung  der  zusammen- 
gesetzten irrationalen  Grössen ,  indem  der  dritte  die  durch  Addition ,  und  der 
vierte  die  durch  Subtraction  gebildeten  behandelt.  Die  Sätze  gehen  von 
36 — 72  und  von  73  -  111.  Wir  wollen  sie  zusammen  betrachten,  da  der 
Unterschied  im  Ganzen  nur  der  ist,  dass  man,  wenn  an  der  einen  Stelle 
addiren  zu  lesen  ist,  in  dem  andern  Abschnitt  subtrahiren  lesen  muss. 

Der  Rest  des  Buches  sind  einzelne  Sätze. 

5.  Abschnitt  1.  Den  Anfang  macht  der  bekannte  Satz,  worauf  das 
Alterthum  die  Exhaustionsmethode  gebaut  hat,  wonach  er  in  allgemeinerer 
Form  die  Sätze  aus  dem  VII.  Buch  über  das  grösste  gemeinsame  Maass 
zweier  Grössen  wiederholt.  Nachdem  er  gelehrt  hat,  wie  dies  gefunden 
wird 9  kommen  die  wichtigen  Sätze:  5,  welcher  aussagt,  dass  commensu- 
rable Grössen  sich  wie  Zahlen  verhalten ,  und  die  umgekehrten  und  entgegen- 
gesetzten in  6,  7,  8,  nebst  9  mit  dem  interessanten  Corollarium'^  über 
noth wendige  und  genügende  Bedingungen  für  die  Commensurabilität,  und 
femer  11  —  der  Satz  des  Theätet— ,  dass,  falls  die  beiden  ersten  Glieder 
einer  Proportion  commensnrabel  sind,  die  beiden  letzten  es  auch  sein 
werden. 


*  Satz  9  spricht  von  den  Quadraten  von  Grössen,  welche  sich  entweder  als 
quadratische  Zahlen  —  wenn  die  Grössen  in  der  ersten  Potenz  commensnrabel 
sind  —  oder  nicht  als  quadratische  Zahlen  verhalten  —  wenn  die  Grössen  nicht 
in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sind  —  und  umgekehrt  Das  CoroUar  giebt 
dann  an,  dass  Grössen,  in  der  ersten  Potenz  commensurabel,  immer  in  der  iweiten 
Potenz  commensurabel  sind,  dass  aber  in  der  zweiten  Potenz  commensurable 
(Mmtr  '    ^r  ersten  Potens  oommoDanx^K^ 
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Diese  Sätze  geben  uns  dnrch  die  Anwendung  von  Proportionen  die 
Verbindung  zwischen  den  Linien,  woran  Euclid  sich  in  diesem  Bache  hüt, 
und  den  Zahlen,  dem  eigentlichen  Gegenstande  der  Behandlung,  so  dass 
wir  hieraus  im  Allgemeinen  sehen  können,  ob  die  Grösse  eine  in  der 
ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable  rationale  ist 

Einfache  Sätze  hierüber  finden  wir  in  12 — 16. 

Satz  14  ist  von  grösserem  Interesse,  indem  er  Grössen  aufstellt,  welche 
gewissen  Bedingungen  von  wesentlicher  Bedeutung  für  das  im  Nachfolgendoi 
Behandelte  genügen. 

Er  sagt  nämlich:  „Wenn  vier  Grössen  proportional  sind,  und  die  erste 
ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  andere 
potenzirt ,  wird  die  dritte  ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  commensurabeln  Grösse 
mehr  als  die  vierte  potenziren,  und  wenn  die  erste  ein  Quadrat  auf  einer 
nicht  mit  ihr  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  andere  potenzirt,  wird 
die  dritte  wieder  ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  incommensurabeln  GrOese 
mehr  als  die  vierte  potenziren." 

Das  Quadrat  einer  Grösse  ist  dasjenige,  welches  sie  potenzirt  Wenn 
hier  von  dem  Quadrat  gesprochen  wird,  welches  eine  Grösse  a  mehr  als 
eine  andere  Grösse  h  potenzirt,  bedeutet  es,  dass  die  Differenz  zwischen 
den  Quadraten  der  Grössen  a' — V  einem  Quadrate  e*  gleich  gesetzt  wird. 

Wenn  hier  gegeben  ist  a:b  =  c:d  und  a*  — 6*  =  «*  und  c*— d!*  =  A 
wird  a.e^eif  nach  den  Sätzen  VI,  22,  V,  17,  V,  7  corr.  und  V,  22;  dann 
wird,  wenn  a  mit  e  commensurabel  oder  incommensurabel  ist,  nach  dem  8atxe 
des  Theätet  auch  c  commensurabel  oder  incommensurabel  mit  f  sein. 

6.   In  den  Sätzen  17  und  18  erhalten  wir  eine  Discussion  der  Gleichnng 

zweiten  Grades  ax  —  x^  =  -j^    indem    dort  die  Frage  über  rationale  oder 

irrationale  Wurzeln  untersucht  wird,  welches  deutlich  die  Richtigkeit  der 
früher  erwähnten  Anschauung  zeigt,  dass  Euclid  mit  der  Lösung  Ton 
Gleichungen  zweiten  Grades  in  Zahlen  vertraut  war,  und  dass  Dasjenige, 
welches  Euclid  hierüber  in  den  geometrischen  Büchern  gegeben  hat,  eine 
theoretische  Darstellung  ist 

Satz  17  sagt: 

„Sind  zwei  ungleiche  Grössen  gegeben,  und  wird  das  Viertel  des  Qua- 
drats auf  der  kleineren  an  der  grösseren  angelegt,  so  dass  der  Best  ein 
Quadrat  wird,  und  wird  dieses  dadurch  in  zwei  commensurable  Theile  ge- 
theilt,  wird  die  grössere  von  den  gegebenen  Grössen  ein  Quadrat  einer  mit 
ihr  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  kleinere 
potenziren.  Umgekehrt  werden,  wenn  der  grössere  ein  Quadrat  auf  einer 
mit  ihr  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grösse  mehr  als  der  kleinere 
potenzirt,  die  Theile  commensurabel  sein."  _, 

Die  gegebenen  Grössen  sind  a  und  h  {a^ b).     Soll  dann  -j-  an  a  an- 

V 

gelegt  werden,    so  dass  der  BäsI  «in  ^vjääto*.  -wltd^  ist  C<»""*)*  =  Ti 
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wenn  femer  =-s»  dann  wird =  — i  und  umtrekehrt.  wenn 

X         ß  a  V  ö  » 

/«*  —  ^*      f*        .  .   g  — a;      «    « 

=  — »  wird  =  -;7  • 

a  V  X  ß 

Nach  II,  5  wird    {a  —  x)  x  +  l-^r  ^  x)  =  ( -^  j 

6«+(a-2a;)«=a«,   also    (a-2a;)«  =  a«- 6», 

Nun  ist  —-—  =  -,   also    - — ^  = ^» 

«  p  a  —  ^X       a  —  p 


und 
oder 


j/a*-6«      a-2a;      «-/3 


f* 


umgekehrt,  wenn =  ~,   wird  man  haben  jr-  =  — » 

a  V  a  —  ^x 


a           V           -    a         2v                     a  — 05       v  +  f* 
"TT-  = und  —  = ,   woraus  = • 

ZX  V  —  fi  X  V  —  f*  X  V — fi 

Dieses  ist  die  Behandlung  Euclid*s,  nur  führt  er  keine  Zahlengrössen 
an,  aber  aus  seiner  ganzen  Kenntniss  der  Proportionen  weiss  man,  dass 
der  Grund  nicht  ist,  weil  er  nicht  damit  manövriren  könne,  sondern  weil 
es  nicht  noth wendig  ist;  denn  in  den  vorhergehenden  Sätzen  hat  er  die 
Verbindung  zwischen  der  Lehre  von  Proportionen  und  der  über  Commen- 
surabilität  gezeigt. 

Satz  18  hat  denselben  Inhalt  wie  Satz  17,  nur  ist  hier  überall  com- 
mensurabel  durch  incommensurabel  ersetzt 

7.  Zum  Schlüsse  werden  in  diesem  Abschnitte  noch  rationale  Grössen 
zweiten  Grades  eingeführt  Satz  19:  „Das  Product  zweier  rationalen  in 
der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grössen  ist  rational."  Wenn  a  und  h 
rational  in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sind,  wird  a.h  auch  rational 

sein,  denn  — =-s=— >   aber  bei  diesen  Grössen    zweiten  Grades  kann  nach 

der  geometrischen  Bedeutung  keine  Rede  von  rational  in  der  zweiten  Potenz 
commensurabel  sein. 

Satz  20:  „Wenn  eine  rationale  Grösse  zweiten  Grades  in  zwei  Factoren 
getheilt  wird,  von  denen  der  eine  rational  ist,  wird  der  andere  auch  rational 
und  mit  diesem  in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sein.^     Setzt  man  A 

=  a.5,  wird,  wenn  a  rational  ist,  —7  =  —  »  aber  -ö=^>  also  —  =  — • 

a^      a  a'      ß  «       P 


*  Wir  sehen  hier  zugleich,    dass  Euclid   beide  Wurzeln   betrachtet,   doch 
nicht   in   dem  Sinne  wie   wir,   da  er  die  Gleichung  als  zwei  Gleichungen   mit 

zwei  Unbekannten,  X'^y  =  a  und  xy^-j-  betrachtet,   wo   also  jede   der  Unbe- 


4 
kannten  ihren  Werth  hat. 
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8.   Dleee  S&tze  fuhren  unmittelbar  zum 

zweiten  Abschnitt  Itber^  wo  er  die  einfachste  irrationale  GrSn«  — 
die  Mediale  —  durch  das  Product  von  zwei  rationalen  in  der  xweiten  Pol«« 
com  mensurabel  n  Grössen  gebildet,  einfuhrt  im  Satze  21,  welcher  amsagt: 
„DasFrodnct  zweier  rationalen,  nur  in  der  zweiten  Poteni  coauneoennbeU 
Grössen  ist  irrational,  und  die  GrSsge,  dessen  Quadrat  dem  Producte  glcük 
ist,  ist  irrational  and  wird  eine  Mediale  genannt." 

Die  Form  einer  Mediale  erhält  man  so:  Zwei  rationale  nur  in  te 
zweiten  Potenz  comraensurable  Grössen  haben  die  Form  mn  y^  und  mj'^'*; 
ihr  Product  ist  dann  tn'oj'j/^,  ao  wird  die  Mediale  ml  aj-J^^ft  odffl 
einfacher  mya.  Das  Product  selbst,  m'ayy'ß9,  ist  irrational  und  wird 
ein  Medial  product  genannt. 

Satz  22  enthtilt  die  Tbeilung  eines  Medialproducts  ebenso  wie  Sati  SO 
die  eines  rationalen  Products. 

In  derselben  Bedeutung,  in  welcher  wir  davon  reden  konnten,  dass  rabo- 
nale  Grössen  in  der  ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  commen.'vurabel  waren, 
kann  man  die  Medialen  ähnlich  eintheilen.  Zwei  in  der  ersten  Potenx  com- 
mensurable  Medialen  haben  die  Form  mapß  und  myyß,  lehrend  iw« 
nur  in  der  zweiten  Potenz  common surable  Medialen  die  Form  mayß  (oder 
m  y^  }/ß)  nnd  m  ^'7  Vß  haben. 

Während  das  Prodnct  zweier  rationalen  in  der  ersten  Poteni  oommen- 
surabetn  Grössen  rational  ist  und  das  zweier  rationalen  nur  in  der  tweiteo 
Potenz  commensurabeln  medial  ist,  wird  das  Product  von  zwei  in  der  ersten 
Potenz  commensurabeln  Medialen  irrational  (P^mayß.mjyß=^m'i'f}'Jl 
nnd  von  zwei  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabeln  Medialen  entw«dei 
medial  oder  rational  (P  =  m //o  ^^  .  m  J^y  ^^  =  m'f^djS)',  welches  raÜoial 
wird,  wenn  «.ß-y  eine  Quadratzahl  ist).  In  Satz  27  nnd  28  finden  irir 
die  Form  für  solche  Medialen. 

9.  Wir  sind  non  bis  zum  Satz  26  angelangt,  welcher  zeigt,  daaa  di« 
Differenz  zwischen  zwei  medialen  Producte  nicht  ratioaal  sein  kann. 

Die  beiden  medialen  Producta  können  als  cp  and  cg  geschrieben  werden, 
wenn  c  and  p  nebst  c  und  q  nur  rational  in  der  zweiten  Poteni  commen- 
surabel  sind.  Die  Differenz  ist  dann  c(p  —  g);  wenn  diese  rational  sein 
soll ,  mnss  p  —  q  rational  in  der  ersten  Potenz  mit  c  commensnrsbol  sein, 
während  p  und  q  selbst  nur  in  der  zweiten  Potenz  mit  c  commensnrabel  sind. 
Die  Aufgabe  hier  ist  zu  beweisen,  dass  die  Differenz  zwischen  iwei 
Quadratwurzeln  in  unserem  Sinne  irrational  ist.  Setzen  wir  p  =  c yä  and 
q  —  cy^ß.  so  soll  gezeigt  werden,  dass  cya  —  cj/ß  nicht  Cy  gleich  sein 
kann.  Ohne  vom  Geiste  des  Beweises  Euclid's  abzuweichen,  kann  mu  M 
in  der  folgenden  Form  aufstellen. 
Wenn  (^-/^=r.  hat  man 

y^-y+Vß,    «=y'  +  ^  +  2yj/^. 
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o  Y^+ß  +  ^vV^ 

WO  y*+/3  rational  und  2yyß  irrational  ist.    Also    ^  ,    ,  =  - y— ;— ,r^» 

aber  das  letzte  Verhältniss  kann  nicht  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden^ 
deshalb  kann  das  erste  es  auch  nicht,  welches  gegen  das  Gegebene  streitet, 
also  kann  man  nicht  ya  —  "/ß  c=  y  haben. 

10.  Nachdem  er,  wie  gesagt,  in  Satz  27  und  28  die  Form  für  zwei 
nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable  Medialen  gefunden  hat,  wird 
die  Frage,  im  Folgenden  die  Formen  für  Qaadratzahlen  zu  finden,  deren 
Summe  quadratisch  oder  nicht  quadratisch  ist,  welches  in  den  Lemmen 
1 . 2  nach  dem  Satze  28  geschieht.     Er  benutzt  den  Satz  6  des  11.  Buches, 

welcher  aussagt  a5  +  ( — ^ — )  ^^  ( — ö — )  '    ^  S^^*  d^nn  a  und  h  so  zu 

wählen,  dass  ah  eine  Quadratzahl  und      ~      eine  ganze  Zahl  ist. 

Er  erhält  dann  die  Bedingung,  dass  a  und  h  ähnliche  Flächenzahlen 
sein  (sich  wie  Quadratzahlen  verhalten)  sollen  und  femer,  dass  a  und  h 
gleichzeitig  gleiche  oder  ungleiche  Zahlen  sein  sollen. 

Drückt  man  a  und  h  durch  willkürliche  Zahlen  aus,  erhält  man 

I.  gleiche:  a  =  2am*,  5  =  2an*, 

wonach  die  gesuchten  Zahlen  (o;,  y  und  g)  a;  =  2amn,  ys=a(m'  — n'), 
z  =  a  (w*  +  n*)  sind. 

II.  ungleiche:  a  =  a(2m  +  l)«,  5  =  a(2n+l)«, 

wonach  a;  =  «(2m4- l)(2n+ 1),  y  =  2a  (m  — n)(fn  +  n+ 1),  jef  =  2a(iii* 
+  n*  +  m  +  n)  +  «. 

Diese  letzte  Reihe  von  Werthen  ist  in  der  ensten  mit  inbegriffen ,  wenn 
man  für  m  —  fi  n  und  für  w  +  n  +  1  m  setzt. 

Obgleich   diese  Formeln  so  zu  einer  vereinigt  werden  können,  ist  es 

natürlich,   dass   sie   von   einander  getrennt  sind.     Wir  haben  nämlich  von 

Pythagoras  und  von  Piaton  zwei  solche  überliefert,  von  Pjthagoras  die 

r,  t.,      o     .t    (2n+l)«-l          (2n+\Y+l     .      «  .^  ^  _,^ 

Zahlen  2n+  1,  ^ ^ und  ^ ^ ,  eme  Reihe  von  Werthen, 

welche  er  leicht  durch  ein  einzelnes  Gnomon  erhielt,  und  von  Piaton  2n, 
n^  —  1  und  n'  +  1 1  welches  er  auch  durch  ein  Gnomon ,  aber  ein  doppeltes, 
erreichen  konnte. 

Beide  Reihen  sind  in  der  des  Euclid  mit  inbegriffen,  nämlich  die  des 
Pjthagoras  in  der  letzten  für  «  =  1,  a=  1  (d.  h.  m=0)  und  die  des  Piaton 
in  der  ersten  für  a  =»  1  und  m  =  1 .  Durch  Benutzung  der  Zahlen  x ,  y 
und  e  in  anderer  Folge  erhält  er  zwei  Quadratzahlen,  deren  Differenz  eine 
Qaadratzahl  ist. 

Wenn  er  demnächst  im  Lemma  2  die  Aufgabe  aufstellt,  zwei  Quadrat- 
zahlen zu  finden»  deren  Differenz  keine  Quadratzahl  ist,  ist  es  nur  seine  Ab- 
sicht eine  Formel  für  solche  zu  zeigen,  welche  er  im  Folgenden  benutzen  kann. 
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11.  Wir  kommen  nun  zu  einer  Beihe  von  Sätzen,  welche  die  Lösung 
von  Gleichungen  vierten  Grades  vorbereiten,  welchen  Zweck  er  in  diesem 
Bache  erreichen  will. 

Satz  29:  „Zwei  rationale ,  nnr  in  der  zweiten  Potenz  conunensorable 
Grössen  so  zu  finden,  dass  die  Differenz  zwischen  deren  Quadraten  dem 
Quadrate  auf  einer  mit  der  grösseren  in  der  ersten  Potenz  commensarabeln 
Grösse  gleich  ist/' 

In  diesem  und  den  folgenden  S&tzen  derselben  Art  will  Euclid  einen 
Ausdruck  für  die  eine  Grösse  durch  die  andere  finden,  so  dass  die  aof- 
gestellte  Bedingung  befriedigt  wird. 

Er   sucht  Grössen  von  der  Form  x  =  fnj/a  und  y  =  m^,  so  dm 

(K^  —  fA 

^^—  =  u'.      Nehmen  wir   an,    dass    die  eine  Grösse  a  ist  und  dass 

— 3-s=3-r -51    WO  «*  und  j3*  Quadratzahlen   sind,    deren  Differenz  keine 

ar       tt*  —  p" 

Quadratzahl  ist,  werden  a  und  x  nur  in  der  zweiten  Potenz  conunensurabel 

sein  und  -^ ^  =  ~ö9 '  ^^  ^^s  ^^  ^  ^°^  ^  ^^^  Bedingung  erflilen;  man 

a'  —  AT      p"  

kann  alsdann  x  so  durch  a  ausdrucken:  x  =  aj/  — — —  =  a  7/  1  —  (-) 

oder  kürzer  x=^aj/l~-  a*^  wo  1  —  a*  nicht  Quadratzahl  ist. 

Man  kann  natürlich  auch  ohne  unterschied  den  Ausdruck,  wie  Nessel- 
mann  (Die  Algebra  der  Griechen)  ihn  hat,  durch  Linien  h  und  e  statt 
durch  Zahlen  a  und  ß  erhalten,  aber  Euclid  selbst  benutzt  Zahlen  (Yom 
obengenannten  Lemma  2  hergenommen). 

Wird   in  der  aufgestellten    bedingten   Gleichung  (i*  durch   f»  ersetxt, 

/      i*~ 
erhftlt  man  den  Satz  30,  welcher  die  Form  x  =  aj/  —^ — ^  giebi 

Fragen  wir  nun ,  wie  Euclid  zu  seiner  Lösung  kam ,  brauchen  wir  nur 
die  Darst-eliung  umzukehren.     Er  muss  dann  damit  anfangen ,  die  Gleichung 

-5 5  =  -5«   aufzustellen,  wovon  -j  = -5 — 35;  sollen  hier  a  und  x  nnr 

in  der  zweiten  Potenz  commensurabel  sein,  darf  a'  — /P  nicht  quadratisch 
sein.  Er  föngt  daher  seine  Darstellung  damit  an,  zwei  solche  Quadrai- 
zahlen  zu  wählen,  und  fährt  dann  wie  oben  fort. 

In  den  Sätzen  31a  und  31b  findet  er  Medialen  mit  rationalem  Pro- 
ducte  denselben  Bedingungen   unterworfen,    nämlich  in  31a  die  Formen 

/ 4/ OyX—"  Ä* 

ysaaj^l  — «*/l  — o*  und  a?=    ^ — =r-   und  in  31b  die  Formen 

yi — a* 

Femer  wird  dasselbe  in  32  a  und  b  für  Medialen  mit  medialem  Prodacte 
wiederholt,  welches  in  32a  zu  x^a^/ß   und  y  =  a  1/^  >^1  —  a*  und  in 

32b  zu  x^aYß   und   y^a^ß  ^    \X^  (^^®^  aj/ßj/Y^)  führt 
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12.  In  den  folgenden  drei  Stttzen  kommen  wir  nun  zu  den  Gleichungen 

iC*  +  y»  =  ^ 

^    ,  wo  J.  und  B  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sind: 

1.  Im  Satze  33  sind  Ä  =  a*  und  B  =  — 1^ > 


2.  in  34  ^  =  aVl-«  und  B  =  a«f/I^  ^-^^> 

8.  in  35  ^  =  aV^und  B  =  a*}/ß  ^-t^- 

Zur  Hülfe  bei  der  Lösung  dieser  Gleichungen  hat  Euclid  die  bekannten 
Sätze  über  die  Linien  im  rechtwinkligen  Dreieck  in  einem  Lemma  vor  dem 
Satze  33  aufgestellt 

Wir  können  dann  den  Gleichungen  die  geometrische  Form  geben:  Zu 
finden  die  Katheten  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  wo  man  die  Uypo- 
thenuse  und  das  Areal  kennt. 

Nennen   wir   die   Hjpothenuse   c,    die   Höhe   h   und  die    Stücke   der 

x*  +  y*  =  (^ 
Hypothenuse  a  und  /J,  haben  wir  \       t^;  hieraus  erhält  man  ^,  wo- 

Xif  =  cÄ  =  ^ 

nach  a  und  ß  gesucht  werden,   indem  aß  =^11?   und  a  +  i^  =  <^)   welches  a 

und  ß  nach  den  Gleichungen  zweiten  Grades  im  Satze  21  des   VI.  Buches 

giebt 

Wir  können  nun  leicht  sehen ,  von  welcher  Beschaffenheit  x  und  y  wer- 
den müssen,  da  in  den  Sätzen  17  und  18  die  Discussion  von  Gleichungen 
zweiten  Grades  gegeben  wurde. 

Euclid  erhält  dann ,  dass ,  damit  x  und  y  in  der  zweiten  Potenz  incom- 
mensurabel  werden,  o  und  ß  auch  incommensurabel  sein  müssen;  aber  da- 
durch erhält  man  wieder  durch  Satz  18  die  Bedingungen,  welchen  die  ge< 
gebenen  Grössen  A^  B  genügen  müssen,  so  dass  man  zu  den  oben- 
genannten  Formen  gelangt.  Diese  führen  zu  den  folgenden  Formen  U\c 
X  und  y. 


X.  In  Satz  33  zu:  g  =  a^/^  ^  ° 


und 


=ay 


i-yz 


2. 

in 

34 

zu: 

und 

8. 

in 

35 

zu: 

und 
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13.  Wir  sind  durch  diesen  Abschnitt  zu  einer  Anzahl  Formen  für 
irrationale  Grössen  gelangt,  welche  im  Folgenden  einer  n&heren  UntNSodi- 
ung  unterworfen  werden,  was  im  3.  und  4.  Abschnitt  geschieht,  die  ftr 
uns  zusammenfallen^  indem  der  Unterschied  nur  darin  besteht,  dass  mu 
im  4.  Abschnitt  subtrahirt,  wo  man  im  3.  Abschnitt  addirt.  Wir  betrach- 
ten sie  daher  gleichzeitig. 

Durch  die  Untersuchung  selbst  zerfällt  der  Abschnitt  in  eine  Reihe  Ton 
Ünterabtheilungen  —  Hexaden. 

14.  Die  erste  Hexade  (Sätze  36—42,  73  —  79)  definirt  die  6  Haupt- 
arten  der  zusammengesetzten  irrationalen  Qrössen,  nämlich: 

1.  die  Binomiale  (Apotome  durch  Subtraction)  von  der  Fonn 
m  f  }/oc  +^  j/ß) ,  aus  zwei  rationalen ,  nur  in  der  zweiten  Potenz  com- 
mensurablen  Grössen  gebildet;  4.^ 

2.  erste  Bimediale  (erste  Medialapotome)  von  der  Form  m,l/  - 

^  {Vß  it  y^)  ^^s  zwei  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabeln 
Medialen    mit  rationalem  Producte   gebildet;  ist  das  Product  aber 
medial,  erhält  man 
8.  zweite   Bimediale   (zweite   Medialapotome)    von    der  Form 

mf/j.iyß  +  vrii 

4.  die  grösste  irrationale  (die  kleinste  irrationale)  von  der 
ffnrm  n  (j/^  +  /«  j_  7/1  ^  t^«Y  gp.hildpf.    aus    zwoi    in   der 

zweiten  Potenz  incommensurabeln  Grössen,    deren  Quadratensumme 
rational  ist,  aber  deren  Product  irrational  ist.    Es  sind  Grössen  der 
im   Satze  33  dargestellten  Form;  die  beiden  letzten  Arten  sind  acf 
dieselbe  Weise  nach  34  und  35  gebildet,  nämlich 
6.  die  „rationales  und  mediales  potenzirende'  (die  „mitra- 

tionalem  mediales  gebende**)  von  der  Form  ayl-a  I //  — ^ 

±Jr    — n—)'     I^er  Name  erklärt  sich  daraus,  dass  das  Quadrat  auf 

der  Grösse  eine  Summe  (Differenz)  von  einem  medialen  und  einem 
rationalen  Quadrat  ist; 
6.  die  zwei  mediale  potenzirende(die  mit  medialem  mediales 

gebende)  von  der  Form  g  ^^  (x/^  +  ^"  j- ^^"[^M. 

15.  In  der  zweiten  Hexade  (Satz  42—48,  79  —  85)  wird  gezeigt,  dass 
keine  dieser  irrationalen  Grössen  auf  mehr  als  eine  Weise  als  aus  zwei  Gliedern 
bestehend  betrachtet  werden  kann,  dass  also  m  (j/ä  +  j/ß)  =  m  (yy  +  f/ö) 
unmöglich  ist  Hiermit  steht  die  sechste  Hexade  in  Verbindung  (Sätze  66 
bis  71,  103 — 108),  wo  gezeigt  wird,  dass  eine  mit  einer  dieser  Arten 
cowwensurMe  Grösse  selbst  derselben  Art  ist 
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16.  Die  Glieder  der  Binomialen  und  Apotomen  kOnnen  nun  gewissen 
Bedingungen  unterworfen  sein,  wodurch  sechs  verschiedene  Binomiale  und 
Apotomen  zum  Vorschein  kommen. 

Diese  Bedingungen  rühren  von  der  Discussion  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  her,  indem  die  Binomialen  und  Apotomen  als  Wurzeln  von  Gleich- 
ungen zweiten  Grades  erscheinen,  w&hrend  die  Wurzeln  der  genannten 
(Gleichungen  vierten  Grades  als  Quadratwurzeln  aus  diesen  hervorkommen. 

Betrachten  wir  eine  Binomiale  (Apotome)  von  der  Form  a  +  ^a*  —  6*, 
entsteht  die  Frage  über  die  Beschaffenheit  von  a  und  5. 

Gemeinsam  für  die  drei  ersten  Binomialen  (Apotome)  ist  es,  dass  b 
mit  a  commensurabel  ist,  während  in  den  drei  letzten  h  mit  a  incommen- 
Bnrabel  ist  Femer  ist  im  ersten  und  vierten  Binomial  a  mit  der  rationalen 
£inheit  commensurabel ,  in  der  zweiten  und  fünften  ist  j/a  '-7-5*,  aber  nicht 
€»  mit  der  Einheit  commensurabel,  und  in  der  dritten  und  sechsten  ist 
keines  der  Glieder  mit  der  Einheit  commensurabel. 

Man  hat  folgende  Formen: 

erstes  Binomial  (Apotome)  fn{a+_  j/a^  —  /?*) , 

zweites        „  „        *"^Lr    i«^«—    J' 

drittes         „  „         mj4(o±y^^P^), 

viertes        „  „         »w  (a  +  "/a^  —  /J), 

ftnfkes        ,  ,         *^y[f    c?^— M' 

sechstes      „  „         m]/y  Cj/a  Hh  j/o  —  j5) 

oder  wi  /y  («  +  j/a^  —  /3). 

Diese  Formen  findet  Euclid  in  der  dritten  Hexade  (Sätze  48  —  54, 
86—91). 

17.  In  der  vierten  Hexade  (Sätze  54  -60,  91  -97)  wird  die^ Aus- 
ziehung von  Quadratwurzeln  der  Binomialen  (Apotomen)  gelehrt.  Nattirlich 
drückt  Euclid  nicht  die  Sätze  so  aus,  aber  man  ist  dazu  berechtigt,  es  Aus- 
ziehung von  Quadratwurzeln  zu  nennen,  weil  die  Sätze,  in  unsere  algebra- 
ische Sprache  übertragen,  wirklich  eine  solche  geben,  und  aus  dem  ganzen 
Zusammenhang  mit  Gleichungen  vierten  Grades  ergiebt  es  sich,  dass  sie 
eine  solche  auch  für  Euclid  gegeben  haben. 

Sie  geben  an,  von  welcher  Beschaffenheit  die  Seite  in  einem  Quadrat 
ist,  welches  einem  Rechteck,  aus  einer  Binomiale  (Apotome)  und  einer 
rationalen  Grösse  gebildet,  gleich  ist. 

Im  Satze  54  wird  x  gesucht,  wenn  a;*  =  my.  w  (a  +  J^«*—  ß^>» 
Bei  der  Lösung  denkt  Euclid  sich  x  in  zwei  Theile  getheilt,  y  und  ir, 
so  dass  x=^y  +  Z]   dann  ist  y*  +  f*  +  2pe  =  m^tty  -f  wi*y  >/«*  —  /3*. 
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Da  nun  y  und  g  rational,  aber  incommensurabel  sein  müssen,  können 
wir  die  Summe  der  Quadrate  rational  und  das  Product  irrational  ansetioi, 
da  die  Summe  grösser  als  das  doppelte  Product  sein  moss. 

Um  die  Gleichungen 

y*  +  £?«  =  tn^ayy    ye  =  ^in*yf/a*—  |J* 

zu  lOsen,  geht  er,  wie  es  beim  Satze  33  gezeigt  ist,  vor;  hieraus  erh&ltnum 

/   o+  3  /   a—  Ä 

x^y  +  e==mj/  Y-y^  +  ^V  y— 2~' 

Bei  der  Lösung  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  das  Resultat  eine 
Binomiale  wird;  denn  setzt  man  y^  =  fn^yu  und  f*  =  m'y  («  — v),  wird 
u  (a  —  tt)  =  (^  ^«*  +  ^)*i  welches  ergiebt,  dass  u  und  a — u  rational  nnd 
commensurabel  sind  (nach  Satz  17);  deshalb  müssen  y  nnd  g  rational,  aber 
incommensurabel  sein. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  die  Rechnung  für  die  übrigen  Binomialen  und 
Apotomen  durchgeführt ,  wo  die  Resultate  bei  den  Rechnungen  sich  ergeben. 
Wir  werden  nur  diese  Resultate  anführen. 

Die  Quadratwurzel  der  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten,  fünften  nnd 
sechsten  Binomiale  ist  beziehungsweise  eine  Binomiale ,  die  erste  und  zweite 
Bimediale,  die  grösste  irrationale,  die  rationales  und  mediales  potenzirende  nnd 
die   zwei   mediale  potenzirende,   und  für  die  Apotomen  die  entsprecbenden. 

Die  Resultate  werden  in  folgenden  Gleichungen  dargestellt: 


m 


y.,n{a+ya'-n  =  {mj/r-t/±^j/Y"-^) 


=  [«•K^^/Ä(/^'±/^)]  • 


fn9.my-y  (V«±}/V^ß)=\fnVVyy{/^'"+^'^±y^'"T/'^'^- 

Der  nächste  Abschnitt  (5.  Hexade,  Sätze  60  —  66,  97  —  103)  entbSlt 
die  ümkehrung  dieser  Resultate  und  lehrt,  dass  ein  Quadrat  auf  einer  der 
sechs  zusammengesetzten  irrationalen  Grössen  eine  der  sechs  Binomialen  wird- 

Anf  die  Beweisführung  selbst  bei  diesen  umgekehrten  Sätzen  einza- 
gehen    ist   unnöthig.      Nur  soll  hier  noch  von    diesen  jzwei  Abschnitten 


üeber  Oleichangen  yierten  Orades  etc.  213 

bemerkt  werden,  dass  der  rationale  Factor  m*y{m*d)  ausgelassen  werden 
könnte;  man  erhielte  dann  die  Ausziehung  von  Quadratwurzeln  von  Zahlen. 
Ich  habe  ihn  aber  beiJbehalten ,  damit  man  die  Ausdrucksweise  des  Enclid 
aus  den  Formeln,  wie  sie  aufgestellt  sind,  herauslesen  könne. 

19.  Im  letzten  (dem  siebenten)  Abschnitt  wird  eine  Gesammtübersicht 
über  die  Bildung  dieser  verschiedenen  irrationalen  Grössen  gegeben. 

Satz  71.  „Wenn  ein  rationales  und  ein  mediales  Product  zweiten 
Grades  addirt  werden,  wird  die  Grösse,  deren  Quadrat  der  Summe  gleich  ist, 
eine  der  vier  irrationalen  Grössen  sein,  Binomiale,  erste  Bimediale,  die 
grösste  irrationale  oder  die  rationales  und  mediales  potenzirende",  welches  sich 
ans  der  vierten  Hexade  folgern  lässt. 

Dieses  setzt  Satz  72  so  fort:  „Werden  zwei  incommensurable  mediale 
Producte  zweiten  Grades  addirt,  wird  die  Grösse,  deren  Quadrat  der 
Summe  gleich  ist,  entweder  die  zweite  Bimediale  oder  die  zwei  mediale 
potenzirende  sein.** 

In  den  Sfttzen  108,  109  und  110  wird  dasselbe  von  den  durch  Sub- 
traction  gebildeten  gesagt. 

20.  Um  die  Untersuchungen  der  zweiten  und  sechsten  Hexade  von 
der  Berechtigung  dieser  irrationalen  Grössen  nebeneinander  abzuschliessen, 
fehlt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  durch  Addition  gebildeten  nicht  mit 
den  durch  Subtraction  gebildeten  zusammenfallen  können;  dieses  geschieht« 
im  Satze  111. 

21.  Der  Rest  des  Buches,  welchen  Heiberg  zwar  den  übrigen  Sätzen 
hat  folgen  lassen,  aber  dessen  £chtheit  er  bezweifelt  (Vol.  V  8.  LXXXV), 
enthält  einzelne  Sätze,  welche  zeigen  sollen,  dass  das  Product  von  zwei 
zusammengesetzten  irrationalen  Grössen  rational  sein  kann,  nämlich  das 
Product  von  einer  Binomiale  und  einer  Apotome,  welches  von  proportio- 
nalen, commensurabeln  Gliedern  gebildet  ist. 

Hiermit  endigt  das  Buch,  nachdem  nunmehr  die  Behandlung  dieser 
irrationalen  Grössen,  welche  Euclid  sich  vorgesetzt  hat,  abgeschlossen  ist, 
aber  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  er  noch  mit  Grössen  der  nächsten 
Art,  von  mehreren  und  neuen  Gliedern  gebildet,  hätte  fortsetzen  können, 
welches  wahrscheinlich  der  Gegenstand  der  algebraischen  Arbeiten  des  A  p  o  1  - 
lonius  war  (S.  Woepcke:  Restitution  de  travaux  perdns  d'Apollonius, 
M^moires  pr6s.  k  TAcad.  XIV,  1856,  Paris). 

Cap.  IL    Die  Yerbindang  zwischen  den  enclidischen  Irrationalitäten 

und  der  Theorie  der  Oleichongen. 

22.  Zur  Zeit  des  Euclid  und  noch  früher  beschäftigten  sich  die  Mathe- 
matiker mit  der  Lösnng  von  Gleichungen,  doch  wohl  einfacherer,  haupt- 
sächlich Gleichungen  zweiten  Grades;  aber  die  schon  erwähnten  Gleichungen 
von  höheren  Graden,  welche  Eneli^  ^  Bache  betrachtet,  führen 
sn  mehr  züsammengeietet«  P  >4  es  wttnscheus- 
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b)  A  medial,  3  rattonal,  &  Fcfnaea  Ä  =  j/af  B  =  hy 

c)  A^  B  QHNÜai,  incommeiisimbely      A^s^a^  B  =  ^. 

üienuts  e&tatefaaiL  mui  dnrdk  Bflduiig  von  x+_y  anter  den  Ter8chi^ 
deuttu  BedingTutg^a»  wokiifln  A  und  B  unterworfen  sind,  die  sedis  Artn 
von  Irrntjoimütiteitt  nJmHffh: 

l.  a)   1.  y  m:}^yn  mit  ^eaan  Xmmen  Binomiale,  Apotome; 

b)  :?.  Vmymn  :hVnfmm^dle  erste  Bimediale,  Medialapotome; 

o)  3.    f' -l"^"  -—==»  die  zweite  Bimediale,  Medialapotome: 

IL  .)  4.  /     a^^^^46  +^A3^^^  ^^  ^^^  ^^j^j 

imAtooftb; 


mediales  potenziiende,  die  mit  rationalem  mediales  gebende; 


0)  ^  /'  ^«  +  ^«r±»±/?l5rii^:=I^.die«reimediale8po. 

teoftiren«^,  die  mit  medialem  mediales  gebende. 

:ff>.  Nachdem  wir  somit  die  Bildung  der  verscbiedenen  Formen  der 
iituiiouoleu  Gr^^e^en  geäefaen  haben,  werden  wir  nur  noch  zeigen ,  wie 
Kiichd  durch  ein  einflu^hee  Baisonnement  zu  den  Resultaten  der  Ausziebung 
vou  v^UiUirai wurzeln  kommt. 

Vuiv  deu  Gleichungen  j;*  +  y*  =  ^  und  xy  =  B  werden   durch  x  +  jf 

.iic  >vvii6  Vitcu  vou  irwtäonalen  Grössen  gebildet,  aber  x  +  y  oder  richtiger 

j    r   »:^         ia«^  "^oa  x  -^  y  potenzirte  Areal  —  können  wir  auch  auf  anderem 

Wv^M    ibdeu»    udt^m  [X'^y)^=^A  +  2Bj  d.h.  x  +  y  potenzirt  ein  gleiches 

Viv.al   :u;i   oaui    Huiotui.ile   oder  Apotome.      Sucht  man  nun  die  Seite  des 

v^»»,»fcäi»4Ua,   äc.N^a  .Vi>fAl  «^ine  Binomiale  oder  Apotome  ist,  erhält  man  or +  y, 

\\vwu  o;uiC4va  '(N&,    iik$^  e«  die  oben  gefundenen  Grössen  sind;  welche  von 

i»iKU    vv    .^i-^    cKiuiu   ;iuf  d<*n  Bedingungen,    denen  A  und  B  unterworfen 

.;UvL       Vuvii    iu=    VMötjtt   fUr  X +y  deuten    an,   dass   Euclid   eine  solche 

:»v«uvvlüuu^   'u  v.i2uud^  ^l^t  hat.     IIb  heisst  die  rationales  und  mediales 

c,uii...uava'.    iii*u    i^  :JK  i*t  medial  +  rational,  und  A-'2B  ist  die  mit 

v.iviuuLiu     :■ /i}    uiWitfJ«^   \^A)  gebende  u.  s«  w.;    für  IIa   ist   der  Name 

v^.u.^^i    i^^uilKti»     biti:  U^  b),  c)  sind  die  Namen  ganz  naheliegend. 

"K    ^«9^  ''^i%d>u  uuü  Qvch  übrig  zu  zeigen,    wie  Euclid  die  Gleichungen 

,*--  ^  uttd  .ifit  —  ^  Ivfet  Wir  haben  schon  Anlass  gehabt,  seine 
W4sx%    '^  v4^AhuiM*K  werden  sie  aber  jetzt  in  algeb»  •  Form  anf- 

^li  ^^«1^  4m^  b^iwnten  Glieder  A  und  B  sc 


^  w^m^  %'^>***<**  ^»*äl  »j  — ad  et\i^\tÄ\i, 
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Quadrate  auf  einer  mit  der  grössten  nar  in  der  zweiten  Potenz  commensnra- 

beln  Grösse  gleich  ist. 

s?  —  y^ 

— -- —  =  ^.    Dieses  führt  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  auf  die  folgenden 

drei  Formen:   1.  a;  =  ma,  y^mj/a^  —  ß\ 

2.  x=^mj/-^--^,  y  =  m; 

Dadurch  erhalten  wir  die  sechs  Binomialen  und  Apotomen  durch  die 
Bildung  von  x+_y  oder  die  sechs  verschiedenen  irrationalen  Formen  für 
die  Wurzeln  in  Gleichungen  zweiten  Grades  nach  der  Beschaffenheit  von 
a  und  h.  Hier  soll  blos  bemerkt  werden,  dass  es  dasselbe  Baisonnement 
ist,  welches  Tannery  (M6m.  Bordeaux.  2.  8.  T.  IV)  und  Woepcke 
(fif6m.  pr^s.  ä  TAcad.  Paris.  T.  XIV.  1856)  benutzt  haben;  doch  muss 
gesagt  werden,   dass  Letzterer  die  Verbindung  zwischen  Gleichungen  zwei- 

tan   Grades    und    der   Relation   — -^-^  =  ^    nicht   herTortreten  lässt;    bei 

Sr 

ihm  wie  bei  Nessel  mann  ist  es  eine  zufällige  Eintheilung. 

24.  Wir  gehen  nun  zu  den  anderen  Irrationalitftten  über  und  erhalten 

dann  hier  wieder  die  Binomiale  (Apotome).     Wir  werden  damit  anfangen, 

x^  +  y^  =  Ä 
die  bei  Euclid  aufgestellten  Gleichungen  ^c^m  =  ^  (Satz  33,  34,  35)  zu 

benutzen,    um   daraus    die  Formen  für  Ä  und  B  und   dadurch  wieder  die 
Formen  der  Wurzeln  zu  erlangen. 

Hier  zeigen  sich  unter  diesen  Bedingungen  zwei  Gruppen  von  Grössen, 
nämlich 

I.  X  und  y  in  der  zweiten  Potenz  commensurabel ,  und 
IL  X  und  y  incommensurabel ,  und  in  jeder  Gruppe  drei  Fälle: 

1.  Ä  rational,  B  medial, 

2.  A  medial,     B  rational, 

8.  Ä  und  B  medial,  aber  incommensurabel. 

I.  Wir  haben  -5  =  — ,  woraus 

^'  +  y'__  f*  +  y       ,   X*  __y^  ___     fi       a^  +  y^  _  (i  +  v 


X 


s 


(i  xy      j/v        ^^v         xy  ^^, 


Hieraus  folgt: 

a)  indem   a^  +  y^   rational  s=  Ä   und   xy  medial  =  Bj   die  Form  Ä 

b)  Ä  medial,  B  rational,  die  Form  .4.  ~(/ii  + v)  ^^fiv,  B  =  fiv, 

c)  ^  und  ^medial,  aber  incommensurabel,  -4=l^fA+v,  B=^J/ — - — . 

II.  Sollen  a?  und  y*  incommensurabel  sein,  erhält  man 
a)  indem  Ä  rational,  B  medial»  die  Formen  A^a^  B^s^j/i^   . 
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b)  Ä  medial,  B  rational,  die  Formen  ^  =  ^,  B  =  hy 

c)  Ä^  B  medial,  incommensorabel ,       Ässsj/a^  B  =  f^. 

Hieraus  entstehen  nun  durch  Bildung  von  x +_y  unter  den  ver8chi^ 
denen  Bedingungen,  welchen  Ä  und  B  unterworfen  sind,  die  sechs  Arten 
von  Irrationalitäten,  nämlich: 

La)  1.  }/vn  +  f/n  mit  dem  Namen  Binomiale,  Apotome; 

b)  2.  Vmymn  +_  Vnj/mn^  die  erste  Bimediale,  Medialapotome; 

+  7/  >  die  zweite  Bimediale,  Medialapotome; 

yf\^  +  w     '      ym  +  w 

n.  a)  4.  j/a  +  Va*-4b  +  j/a  -  /^"4ft  ^  ^^  ^^^  ^^^^ 

irrationale; 

h)  6.  ^  1 — -^-?^g ±  ^  ^^ :-^~ j  die  rationales  und 

mediales  potenzirende,  die  mit  rationalem  mediales  gebende; 


«^  ß    7/1/0+  /o  —  46  1   i/Va  —  Va  —  46    ,.  .      ^.  , 

c;  ^-  1^  ^^ ^— ^ö —  y ^o >  die  zwei  mediales  po- 
tenzirende, die  mit  medialem  mediales  gebende. 

25.  Nachdem  wir  somit  die  Bildung  der  verschiedenen  Formen  der 
irrationalen  Grössen  gesehen  haben,  werden  wir  nur  noch  zeigen,  wie 
Euclid  durch  ein  einfaches  Baisonnement  zu  den  Resultaten  der  Ausziebong 
von  Quadratwurzeln  kommt. 

Aus  den  Gleichungen  a;*  +  y*  =  ui  und  xy=^B  werden  darch  af  +  jf 
die  sechs  Arten  von  irrationalen  Grössen  gebildet,  aber  x ^y  oder  riebtiger 
fa;+ y)*  —  das  von  x +^y  potenzirte  Areal  —  können  wir  auch  auf  anderem 
Wege  finden,  indem  (a?  +  y)*  =  ui  +  2^,  d.h.  x^y  potenzirt  ein  gleicbes 
Areal  mit  einer  Binomiale  oder  Apotome.  Sucbt  man  nun  die  Seite  des 
Quadrates,  dessen  Areal  eine  Binomiale  oder  Apotome  ist,  erhält  man  x^^y 
wovon  erwiesen  ist,  «.lass  es  die  oben  gefundenen  Grössen  sind;  welcbe  von 
ihnen  es  ist^  beruht  auf  den  Bedingungen,  denen  A  und  B  unterworfen 
sind.  Auch  die  Namen  für  x  ^y  deuten  an,  dass  Euclid  eine  solche 
Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  hat.  IIb  heisst  die  rationales  und  mediales 
potenzirende,  denn  A'^2B  ist  medial  +  rational,  und  A—2B  ist  die  mit 
rationalem  (2B)  mediales  {A)  gebende  u.  s«  w.;  für  IIa  ist  der  Name 
weniger  deutlich.     Für  la),  b),  c)  sind  die  Namen  ganz  naheliegend. 

26.  Es  bleibt  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  Euclid  die  Gleichungen 
a;*  +  y*  =  -^  ^Q<i  xy=B  löst.  Wir  haben  schon  Anlass  gehabt,  seine 
Methode  zu  erwähnen,  werden  sie  aber  jetzt  in  algebraischer  Form  auf- 
stellen. 

Wir  ändern  die  bekannten  Glieder  A  und  B  so,  dass  die  Gleichnngeo 
die  Form  a?*  +  y*  =  ab  und  xi|  =  ad  «\i«A\Ä\i. 
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Da  a^  +  y^  einem  Rechteck  ah  gleich  sein  soll,  legt  man  o;^  an  a  an 
und  erhält  die  Breite  u\  y'  an  a  angelegt  muss  die  Breite  h  —  u  erhalten, 
d,  h.  s^^au  und  y*  =  a(&  — w);  dann  wird  w(6  — w)  =  d',  die  gewöhn- 
lichste Form  einer  Gleichung  zweiten  Grades,  wo  u  eine  Binomiale  und 
h^u  eine  Apotome  wird,  deren  Orden  durch  h  und  d  bestimmt  wird; 
X  und  y  kommen  dann  durch  die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  heraus, 
gerade  in  der  Form,  worin  Euclid  sie  Satz  54—60,  91—97  hat 

27.  Wir  haben  so  einen  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen 
Arten  von  Irrationalitäten  und  den  Gleichungen,  welche  Euclid  behandelt, 
nachgewiesen  und  gesehen,  dass  die  in  diesem  Buche  von  ihm  behandelten 
irrationalen  Grössen  nicht  willkürlich ,  sondern  durch  den  Gebrauch  bestimmt 
sind,  welchen  er  für  sie  hat,  indem  sie  Alles  geben,  was  ihm  zu  einer 
genauen  Untersuchung  über  die  Lösungen  der  Gleichungen,  welche  er  in 
diesem  Buche  zu  behandeln  sich  vorgesetzt  hat,  nothwendig  und  genügend 
ist.  Ist  man  dann  erst  mit  der  Behandlung  der  irrationalen  Grössen  so 
weit  als  Euclid,  liegt  es  nahe,  mit  einer  speciellen  Behandlung  von  anderen 
irrationalen  Grössen  fortzufahren ,  deren  Existenz  ihm  nicht  unbekannt  ist 
(Satz  115),  wie  Apollonius  es  in  einer  verschollenen  Arbeit  gethan  hat 
(Woepcke). 

28.  Wir  haben  gesehen,  welche  bewunderungswürdige  Arbeit  Euclid 
hier  in  diesem  Buche  ausgeführt  hat,  ausschliesslich  auf  die  Frage  nach 
der  Commensurabilität  gestützt,  und  indem  er  nur  die  geraden  Linien 
vor  sich  hat,  wo  die  eine  ebenso  gut  als  jede  andere  scheint,  während 
wir  unsere  Formeln  besitzen,  allerdings  aber  nicht  seine  exacten  geome- 
trischen Baisonnements ,  welche  durch  die  Leichtigkeit ,  womit  er  die  Arbeit 
ausführt,  uns  die  Ueberlegenheit  der  geometrischen  Darstellung  über  die 
algebraische  zeigt,  während  diese  uns  doch  die  Eigenschaften  auf  den  ersten 
Blick  durch  die  Formeln  zeigt. 

Durch  diese  meisterhafte  Darstellung  steht  das  zehnte  Buch  des  Euclid 
als  eines  der  besten  Beispiele  da,  wie  weit  es  die  griechischen  Mathema- 
tiker ohne  unsre  Zeichensprache  bringen  konnten. 

Februar  1889. 


ElrtMil.Akttd9.4Ull^ 


Recensionen. 


lieber  Glebsch'  Principien  der  mathematischen  Optik. 

Replik  zu  S.  153. 

Im  Laufe  der  Besprechung  der  von  mir  herausgegebenen  nachgelasseneD 
Schrift  des  Professors  Dr.  A.  Clebsch:  i, Principien  der  mathematüdieii 
Optik**,  rügt  Professor  Zech  die  Schreibweise  „Molekül**,  welche  aber  von 
Clebsch  und  nicht  von  mir  herrührt.  Dieselbe  war  bis  vor  Earzem  meines 
Wissens  auch  allgemein  üblich.  Im  Jahre  1877  gab  Professor  0.  £.  Meyer 
„Die  kinetische  Theorie  der  Gase**  in  Buchform  heraus  und  schreibt  darin 
„Molekel**  und  im  Plural  „Molekeln*',  um  diese  Zeit  fing  auch  letztere 
Schreibweise  an  in  anderen  Schriften  zu  erscheinen:  Henrici  lässt  in  der 
9.  Auflage  des  Leitfadens  der  Physik  von  v.  Beetz  (1888)  beim  Plural 
das  Schluss  -  n  unrichtiger  Weise  weg :  es  ist  das  letztere  auch  etwas  hart 
ftlr  die  Aussprache  und  man  wird  ohne  übertriebenen  Purismus  bald  lieber 
das  deutsche  „Massentheilchen**  dafür  brauchen. 

Dass  obige  „Principien**  die  Dispersion  und  Absorption  nicht  enthaltea, 
ist  auch  in  meinem  Vorworte,  am  Schlüsse  desselben,  angedeutet.  Diesen 
Titel  habe  allerdings  ich  selber  gewählt,  da  das  von  Clebsch  geschriebene 
Original  gar  keinen  Titel  hat.  Ich  glaubte  jener  Lücke  auch  mit  dem 
Titel  „Principien**  gerecht  zu  werden,  indem  ich  ausdrücklich  nicht  «die 
Principien**  sagte,  sondern  den  bestimmten  Artikel  wegliess. 

Dr.  A.  Kurz. 

Carl  Friedrich  Oauts'  Untersuchungen  über  höhere  Arithmetik  (Disqni- 
sitiones  arithmeticae.  Tbeorematis  arithmetici  demonstratio  non* 
Summatio  quarumdam  serierum  singularium.  Theorematis  funda- 
mentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis  demonstrationes  et  am- 
pliationes  novae.  Theoria  residuorum  biquadraticorum  commentatio 
prima  et  secundä.  Etc.)  Deutsch  herausgegeben  von  H.  Masbb* 
Berlin  1889.    Vertag  von  Julius  Springer.     XIU,  695  S, 

Im  XXXII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hisi-lit.  Abth.  S.  117,  haben  wir 

über    die   Uebersetzung   von   Legendre*s    Zahlentheorie,   welche  Herr  E 

Maser  angefertigt  hatte,  berichtet.     Aus  der  gleichen  unermüdlichen  Feder 

ßtamtnt  das  IJebersetzungswerk.^  de^^^u  '^t^^Vi^^Vüsii  mt  heute  ankündigen. 
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'^ir  baben  zwar  in  dem  eben  angerufenen  Berichte  die  Ansicht  ausgesprochen, 
^io  Dirichlet'schen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  böten  gewissennassen 
"Oen  Ersatz  ftlr  die  ungleich  schwerer  geschriebenen  Disquisitiones  arith- 
Deticae  von  Gansa,  und  von  dieser  Meinung  gehen  wir  auch  heute  nicht 
*l>.  Allein  in  dem  dabei  benutsten  Worte  „gewissermaasen"  liegt  zugleich 
die  Einschränkung,  welche  uns  gestattet,  ohne  in  Widerspruch  zu  uns  selbst 
KU  treten,  die  neue  Uebersetzang  freudig  zu  begrüsaen.  Freilich  im  Sinne 
^es  berühmten  Verfassers  der  Arithmetischen  Untersuchungen  war  es  nicht, 
das8  man  dieses  Werk  übersetzte.  Vor  mehr  als  35  Jahren  verweigerte 
Obugs  geradezu  die  Erlaubuiss  zur  . Veröffentlichung  einer  damals  schon 
drnctfertig  abgeschlossenen  Uebersetzung.  Er  wolle  selbst,  achrieb  er,  eine 
neae  Ausgabe  veranstalten,  mit  Einschluss  des  noch  ausstehenden  achten 
Abschnittes,  wisse  indessen  noch  nicht,  wann  er  die  Zeit  dazn  finden  werde, 
Es  war  das  die  gleiche  Antwort,  welche  er  immer  ertheilte,  so  oft  Bitten 
an  ihn  herantraten,  seine  verborgenen  Schätze  doch  endlich  der  mathema- 
tischen Welt  zu  Gesicht  zu  bringen,  damit  sie  unter  seinen  Augen  noch 
durch  fremde  Arbeit  sich  mehren  könnten.  Er  wisse  nicht,  wann  er  die 
Zeit  dazu  finden  werde,  Liess  es  dann  jedesmal,  so  zwar,  dass  da  und  dort 
Zweifel  entstanden,  ob  die  Dinge  auch  wirklich  vorhanden  seien,  von  denen 
er  oft  andeutungsweise  redete.  Der  Mach! ass  von  Gauss  hat  gezeigt,  dass 
die  Zweifel  unberechtigt  waren,  was  die  von  ihm  erreichten  Endgrenzen 
betrifft,  vollberechtigt  aber,  sofern  man  hoffte,  Vieles  in  druckreifem  Zu- 
stande vorzufinden.  Herr  Maser  hat  mit  Becht  auaser  den  Arithmetischen 
Untersuchungen  auch  die  zahlen! heore tischen  Abhandlungen  und  den  zahlen- 
theoretischen  Theil  des  Nachlasses  übersetzt.  Ein  Ganges  ist  es  leider  nicht, 
was  der  U ebersetze r  bieten  konnte,  bieten  durfte,  Gauas'ache  Bruchstücke 
zn  einem  Ganzen  umzubilden,  wäre  nur  einem  Gauss  möglich  und  gestattet. 
Aber  Herr  Maser  hat  doch  in  deutscher  Sprache  zugSngig  gemacht,  was 
in    dieser  Sprache  heute  mehr  Freunde  findet,    als  im  lateinischen  Urtexte. 

■Du  ist  leider  eine  Thatsache,  mit  welcher  zu  rechnen  ist.  Ist  sie  Grund 
ftder  schon  Folge  des  von  Manchem  beliebten  Ansturms  gegen  die  frühere 
Bjmnasialbildung?  Wir  wissen  es  nicht,  können  aber  unter  beiden  Vor- 
BUssetznugen  mit  unserem  Bedauern  niobt  aurUckhalten.  Cantob 

^—Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehnug  anf  die  im  verkehrten  VerhaitniiBe 
^b  deB   Quadrats   der   Entfernung   wirkenden  Anziehnngs-   nnd  Ab- 

^P  stoBsnngskr&fte.    Von  Cabl  Fkiedbich  Gauss  (1840).    Leipzig  1889, 

^  Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.     60  S. 

Wir  waren  wiederholt  in  der  Lage,  üehersetzungen  von  klassischen 
mathematischen  Werken  anzuzeigen,  welche  in  der  Springer'schen  Verlaga- 
bandlung  erschienen.  Einmal  handelte  es  sich  auch  um  eine  Äbhandlnii| 
nm   die  Ganss'achen   Untersuchungen   über  die  hypergeometrische  B|  )t 
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Heute  liegt  uns  ein  Heft  eines  ähnlichen  buebhSndlerischen  üntemehm«ns 
vor.  Die  Verlagshandlung  von  Wilhelm  Engelmann  in  Leipzig  hat  mit  der 
Herausgabe  von  Abhandlungen  begonnen,  welche,  unter  der  Leitung  tod 
Prof.  Ostwald  in  Leipzig  gesammelt,  den  Gesammttitel  „Ostwald*3  Klas- 
siker der  exacten  Wissenschaften''  führen  sollen.  Unter  der  genanntoa 
Oberleitung  sind  noch  besonders  geeignete  Kräfte  zur  Ueberwachung  der 
Herausgabe  der  Schriften  aus  einzelnen  Wissenschaften  gewonnen,  so  Prof. 
Wangerin  fQr  Mathematik,  und  den  Beginn  seiner  Thätigkeit  begrfisseQ 
wir  insbesondere  in  10  Seiten  Anmerkungen,  welche  dem  Abdrucke  der 
6  au  SS 'sehen  Abhandlung  beigegeben  sind.  Erläuterungen  sind  es  niehti 
wenn  auch  die  enggebnndene  Schreibweise  von  Gauss  solche  sehr  wohl 
ertragen  könnte;  aber  Herr  Wangerin  dachte  vermuthlich,  und  gewiss 
mit  Recht,  dass  jeder  Leser  der  Abhandlung  mit  den  Sätzen  Aber  das  Po- 
tential anderwärts,  sei  es  aus  Büchern,  sei  es  aus  Vorlesungen,  bekannt 
sein  werde,  und  dass  diese  Kenntniss  des  Lihalts  über  die  Schwierigkeit 
der  Form  hinanshelfen  werde.  Dagegen  hat  Herr  Wangerin,  und  darin 
handelte  er  mit  nicht  geringerem  Rechte ,  Geschichtliches  über  die  einzelnen 
Sätze  ziemlich  vollständig  mitgetheilt.  Er  hat  auch  der  Kritik  erw&hnt, 
welche  einzelne  Sätze  gefunden  haben,  und  hat  durch  Angabe  der  Quellen 
den  Leser  in  den  Stand  gesetzt ,  sich  selbst  von  dem  Gewichte  der  Bem&nge- 
lungen  und  von  den  infolge  derselben  entstandenen  neuen  Methoden  in  Kennt- 
niss zu  setzen.  Cahtob. 

lieber  die  Construotion  der  Halbschattengrenzen  der  Flächen  zweiten 
Orades  unter  Yoraussetzung  von  Kugelbeleuchtung.  Von  Karl 
Schober.  Separatabdruck  aus  dem  XI.  Jahresberichte  der  k.  k. 
Oberrealschule  im  Bezirke  Secbshaus  bei  Wien  1885.  Selbstrerlag 
des  Verfassers. 

Der  geometrische  Inhalt  der  Aufgabe  ist  eine  Untersuchung  der  De¥e- 
loppabeln ,  welche  einer  Kugel  und  einer  allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades 
umschrieben  werden  kann,  und  der  Curven,  längs  welcher  diese  Deve- 
loppable  die  Flächen  berührt  Wird  die  Kugel  als  leuchtend  gedacht,  so 
ist  die  erwähnte  Curve  auf  der  andern,  beleuchteten,  Fläche  die  Halb- 
schattengrenze. 

Als  Einleitung  wird  eine  Zusammenstellung  der  Eigenschaften  einer 
Developpabeln,  welche  zwei  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades  umschrieben 
sind,  vorausgeschickt. 

Das  Fundament  f(lr  die  constructive  Lösung  der  eigentlichen  Aufgabe 
ist  die  Bestimmung  der  Halbschattengrenze  einer  Kugel  und  eines  Kegels 
bei  Bestrahlung  durch  eine  Kugel.*     Namentlich  die   letztere  Aufgabe,  fEir 

^  Yergl.  hierzu  Mei  sei:  ,,Ueber  die  Bestrahlung  einer  Kng^l  durch  eine  Kugel", 
dieße  ZeiUchr.  Bd.  XXVII  S.  65. 
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i^elche  drei  elegante  Lösangen  angegeben  werden,  erweist  sich  (für  das 
Weitere,  z.  B.  bei  den  Rotationsflächen  als  iron  besonderer  Wichtigkeit. 
ZuT  genauen  Bestimmung  des  Verlaufs  der  Curven  werden  auch  die  Tan- 
genten in  den  einzelnen  Punkten,  inbesondere  die  Asymptoten  ermittelt. 
Schliesslich  gelangen  Besonderheiten ,  welche  in  symmetrischen  Lagen  beider 
PllUshen  zu  einander  ihren  Grund  haben,  zur  Darlegung. 

Hannover.  C.  Rodbnbbbo. 

^eber  eine  bemerkenswerfhe  Kaumcurye  fünfter  Ordnung.  Programm 
der  E.  bayr.  Studienanstalt  Neuburg  a.  D.  für  das  Schuljahr  1886/^7. 
Von  Dr.  Alfons  Schmitt,  K.  Studieulehrer. 

Alle  Geraden,  welche  auf  ihren  Polaren  bezüglich  einer  Fläche  zweiten 
Grades  senkrecht  stehen,  bilden  einen  speciellen  Tetraedralcomplex ,  den 
»Bey  e 'sehen  Azencomplex**.  Derselbe  wird  auch  erzeugt  durch  die  Lothe, 
Welche  man  von  allen  Punkten  des  Raumes  auf  die  ihnen  zugeordneten 
Polarebenen  flUlen  kann.  Die  fragliche  Curve  ist  nun  der  Ort  der  Fuss- 
punkte  aller  Complezstrahlen ,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  P 
des  Raumes  gehen.  Schon  Reye  giebt  ohne  Beweis  in  seiner  „Geometrie 
der  Lage'^  als  Ordnungszahl  dieser  Curve  5  an.  Der  Verfasser  führt  diesen 
Seweie  zunächst  analytisch,  später  synthetisch  und  bestimmt  auch  die 
übrigen  Charaktere,  zeigt  insbesondere ,  dass  die  Curve  rational  sei. 

27  Flächen  bieten  sich  dar,  auf  welchen  die  Curve  liegt;  9  von  ihnen 
sind  dritter,  die  übrigen  18  vierter  Ordnung.  Für  erstere  ist  P  conischer 
Doppelpunkt,  für  letztere  dreifacher  Punkt.  Auf  dreien  der  Flächen  dritter 
Ordnung  tritt  noch  stets  ein  weiterer  conischer  Knoten  auf,  der  insbesondere 
biplanar  wird,  wenn  P  einer  Symmetrieebene  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
angehört.  Beschreibt  P  einen  Durchmesser  dieser  Fläche,  so  erfüllen  die 
zugehörigen  Raumcurven  eine  Fläche  fünfter  Ordnung,  und  diese  zerflUlt 
in  eine  Fläche  dritter  Ordnung  und  in  eine  doppelt  zählende  Symmetrie- 
ebene der  F\  wenn  der  gewählte  Durchmesser  in  dieser  Ebene  angenom- 
men wird. 

Als  Anhang  werden  einige  neue  Ableitungen  der  Charaktere  von  üni- 
cursalcurven  mitgetheilt,  welche  jedoch  mit  dem  Thema  der  Schrift  in 
keinem  Zusammenhange  stehen. 

Hannover.  C.  Rodenbbro. 

üeber  den  Bündel  derjenigen  cubischen  Raumcurven,  welche  ein  ge- 
gebenes Tetraeder  in  derselben  Art  zum  gemeinschaftlichen 
Scluniegungstetraeder  haben.'^  Inauguraldissertation  von  Ernst 
Heinrichs  aus  Wermelskircben. 


*  Vergl.   die  Arbeiten   von   A.  Voss,    Mathem.  Annalen,  Bd.  13  S.  286; 
Schröter  ibid.  Bd.  26  S.  293;  Sturm  ibid.  Bd.  26  S.  487. 
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Der  untersuchte  Bündel  besteht  aus  sSmmtlichen  Baomcurven  dritter 
Ordnung,  welche  zwei  gegebene  Ebenen  ^  £  D  und  CB D  ia  den  Punkten 
A  und  C  osculiren  und  in  ihnen  bez.  die  Tangenten  Ä  B  oder  a  und  CD 
oder  e  haben. 

Der  Bündel  ist  hiemach  als  das  rftumliche  Analogen  eines  Eegelsclmitt- 
büschels  (oder  einer  £-Schaar)  anzusehen,  dessen  Gurren  sich  in  swei 
festen  Punkten  berühren,  und  ist  wie  dieser  sich  selbst  dual. 

Die  gegebenen  Elemente  bestimmen  ein  Tetraeder,  das  „ Schmiegnogs- 
tetraeder"  ACBDy  wo  die  Reihenfolge  der  Buchstaben  zugleich  die  Zu- 
ordnung der  Elemente  zum  Bündel  kennzeichnen  soll.  Alle  einem  Tetiaeder 
an^hOrigen  Curven  constituiren  hiemach  12  Bündel.  Die  Betrachtung  des 
obigen  einzigen  genügt.  Die  Projectionskegel  zweiten  Grades  einer  seiner 
Curven  aus  A  und  C  haben  die  Gerade  AC  gemein  und  schneiden  sich 
daher  ausser  dieser  Linie  nur  in  der  Curve  selbst.  Jeder  solche  Kegel 
berührt  das  Tetraeder  noch  ISngs  einer  zweiten  seiner  Kanten,  ist  also 
durch  einen  weitem  Punkt  des  Baumes  bestimmt,  und  das  gilt  demnach 
auch  fdr  jede  Curve.  Folglich  —  wegen  der  BeciprocitSt  des  Bündels  mit 
sich  selbst  —  ist  auch  eine  Ebene  als  Schmiegungsebene  und,  wie  gezeigt 
wird,  eine  Gerade  als  Doppelsecante ,  ein  ausreichendes  BestimmungsstflcL 
Herr  Sturm  hat  a.  a.  0.  bewiesen,  dass  die  sSmmtlichen  Tangenten  der 
Bündelcurven  einen  tetraedralen  Complez  vom  Doppelverhfiltniss  \  bilden. 
Dieser  Complex  bildet  daher  das  Grenzgebilde  zwischen  reell  und  imaginSr 
schneidenden  Doppelsecanten. 

unter  gleichzeitiger  Betrachtung  aller  zwölf  Bündel   zerlegt  der  Ver- 
fasser die  Geraden  des  Raumes  noch  in  weitere  Gebiete  nach  den  Anzahlen 
der  Bündel,  für  welche  die  Geraden  das  eine  oder  andere  Verhalten  zeigen. 
Parallel  mit  den  gekennzeichneten  Untersuchungen    gehen   die   dualen  der 
zu  den  Curven  gehörigen  Developpabeln ,  der  Construction  der  Schmiegungs- 
ebene in  einem  gegebenen  Punkte ,  sowie  die  der  Tangente.    Hieran  schliesst 
sich   eine  Reihe  interessanter  Sätze  über  die  Bewegungserzeugnisse  dieser 
drei  Elemente,  wenn  eins  derselben  ein  lineares  Gebilde  durchläuft.    Z.  B.: 
„Wandert  der  Punkt  auf  einer  Ebene,  welche  eine  Kante  des  Schmiegnngs- 
tetraeders   enthält,   so  beschreibt  seine  Tangente   eine  lineare  Congruenz". 
„Beschreibt  die  Schmiegungsebene  den  Bündel  um   einen  Punkt,    der  auf 
einer  Tetraederkante  liegt,  so  durchläuft  ebenfalls  die  Tangente  eine  lineare 
Congmenz," 

Jedem  Punkte  des  Raumes  ist  durch  den  Bündel  seine  Schmiegungs- 
ebene, jeder  Ebene  ihr  Osculationspunkt  eindeutig  zugeordnet.  Eine  ge- 
gebene Gerade  ist  jedoch  für  zwei  Curven  des  Bündels  Schmiegungsstrahl. 
Die  Charakteristiken   des   hierdurch  nachgewiesenen  Nullsjstems   sind  also 

1,  1,  2. 

„Dem   Ebenenbündel,    dessen   Scheitel  ein   beliebiger  Punkt  ist,  ent- 

ßpricbt  im  Nullsjstem  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  Ecken  des 
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Tetraeders  zu  Enoien  hat  und  daher  durch  die  Tetraederkante  geht;  und 
dual  etc**. 

Unterscheidet  man  die  hierdurch  gesetzte  BeciprocitSt  in  der  Bezeich- 
nung der  Bftnme  durch  Z  und  ^',  so  hat  man  yollstftndiger:  Jedem  Punkt 
Ton  Z  entspricht  die  genannte  F^  in  2\  jeder  Geraden  von  2  eine  Curve 
dritter  Ordnung  in  £'  und  jeder  Ebene  von  Z  ein  Punkt  von  £', 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Ebene  mit  einer  Bündelcurve  werden 
A^sociirte  Punkte  genannt.  Nimmt  man  insbesondere  die  Ebene  durch  die 
Mitten  von  a^  Cy  AOy  so  ergeben  sich  aus  der  Lage  der  associirten  Punkte 
Kriterien  für  das  Verhalten  der  Curye  zur  unendlich  fernen  Ebene. 

Hannover.  C.  Rodbnbero. 


W.  EjLiiffPHOFF,    Vorschule  der  Geometrie.     Essen,  bei  Bädeker,    1888. 
(Beilage  zum  Programm  des  Egl.  Gymnasiums  zu  Coesfeld  1887/88.) 

Der  Plan  des  Werkchens  ist  wohl  durchdacht;  die  Ausführung  ist,  von 
einzelnen  Punkten  abgesehen,  als  gelungen  zu  bezeichnen,  so  dass  wir  das 
kleine,  19  Seiten  starke  Buch  für  den  ersten  Unterricht  nur  empfehlen 
können. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  weicht  in  manchen  Punkten  von  der  sonst 
gebräuchlichen  ab,  indem  der  Verfasser  die  einzelnen  Sätze  so  aneinander 
reiht,  wie  er  sie  unmittelbar  darauf  zum  weiteren  Ausbau  braucht;  der 
Schüler  erkennt  auf  diese  Weise  stets  den  Nutzen  und  die  Nothwendigkeit 
der  einzelnen  vorhergehenden  Lehren.  Dabei  kommt  es  natürlich,  dass 
sonst  Zusammengehöriges  nicht  unmittelbar  aufeinander  folgt,  so  die  vier 
Congruenzsätze  (Kriterien  genannt) ,  die  in  der  Anordnung  3,  1 ,  2,  4  folgen 
und  durch  Zwischensätze  (Aufgaben)  von  einander  getrennt  sind.  Es  ist 
dies  kein  Fehler ,  der  Schüler  wird  sich  leicht  unter  Anleitung  des  Lehrers 
die  einzelnen  Sätze  passend  zusammenstellen  können.  Die  Theorie  der 
Parallelen,  zu  deren  Definition  die  Gleichheit  der  mit  einer  Transversalen 
gebildeten  Winkel  benützt  werden,  sind  am  Schlüsse  behandelt. 

Der  Verfasser  hat  sich  stets  bemüht,  die  Sätze  in  einer  klaren  und 
für  den  Schüler  leicht  fasslichen  Weise  darzustellen.  Die  Schreibart  ist 
der  Altersstufe  des  Schülers  angemessen;  nur  an  einzelnen  Stellen  ist  der 
Verfasser  zu  weit  gegangen:  man  vergl.  §  VI,  erste,  zweite,  dritte  Grund- 
aufgabe, wo  es  fast  zur  Monotonie  wird;  dabei  ist  die  Anfügung  des 
letzten  Satzes  n^^^^  ABC  ist  das  verlangte  Dreieck"  nicht  einmal  nach- 
ahmungswürdig. 

Am  wenigsten  ist  §  III  gelungen. 

^Die  Grösse  der  Drehung,  welche  die  eine  von  zwei  Geraden  um 
ihren  gemeinsamen  Punkt  machen  muss,  um  mit  der  anderen  zusammen- 
zufallen, nennt  man  einen  Winkel.**     Wir  meinen:  die  Grösse  der  Drehung 
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bestimmt  oder  ist  ein  Maass  ftlr  die  Grösse  des  Winkels,  ist  aber  nicht 
selbst  der  Winkel. 

In  demselben  Paragraphen  heisst  es:  „Die  Grösse  eines  Winkels  kann 
man  nämlich  nicht  anders  bestimmen  |  als  durch  die  Grösse  dieser  Bogen.* 
Kürzer  und  richtiger  ist:  |,Die  Grösse  eines  Winkels  misst  man  durch  die 
Grösse  des  Bogens.' 

Der  flache  and  rechte  Winkel,  ebenso  der  Complement-  und  Supple- 
mentwinkel wird  durch  die  Gradzahl  definirt;  yielleicht  wfire  es  besser, 
diese  Winkel  unabhängig  von  der  Gradzahl  zu  definiren. 

Seite  12  heisst  es:  „Ein  Dreieck,  in  welchem  zwei  Seiten  gleich  sind, 
ist  ein  gleichschenkliges.  Die  gleichen  Seiten  heissen  Scheitelseiten.*  Warum 
weicht  der  Verfasser  von  der  gebräuchlichen  Bezeichnung  , Schenkel''  ah? 

Max  Müllsb. 


Bibliographie 

vom  1.  September  bis  31.  October  1889. 


Periodische  Schriften. 

Abhandlungen   der   königl.  Gesellschaft   der  Wissenschaften   zu  Göttingen. 

35.  Bd.,  Jahrg.  1888.     Göitingen,  Dieterich's  Verl.  38  Mk. 

Sitzungsberichte  der  mathem.- physikal.  Cl.  der  königl.  bayr.  Akademie  der 

Wissensch.  zu  München.   1889.  2.  Heft.  München,  Franz.  IMk.  20Pf. 
Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.   Mathem. - 

naturwiss.  Cl.    55.  Bd.    Wien,  Tempsky.  54  Mk.  80  Pf. 

Sitzungsberichte  der  kaiserL  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.  Mathem.- 

naturwissenschafü.  Cl.  Abth.  IL  98.  Bd.  1.  Heft.   Ebendas.   3  Mk.  50  Pf. 
Verhandlungen  der  vom  17. — 23.  Sept.  1888  in  Salzburg  abgehaltenen  Con- 

ferenz  der  permanenten  Commission   der  internationalen  Erdmessung. 

Bed.  y.  A.  Hirsch.    Berlin,  G.  Reimer.  10  Mk. 

Zeitschrift  für  Vermessungswesen ,  herausgeg.  y.  W.  Jordan  u.  C.  Stbppbs. 

Inhaltsverzeichniss  f.  d.  Bände  I— XVII.     Stuttgart,  Wittwer. 

1  Mk.  50  Pf. 

Jahrbuch  der  Erfindungen  in  Physik,  Technologie,  Mechanik,  Astronomie 

und  Meteorologie,  herausgegeben  y.  H.  Grbtsohel  u.  G.  Bornbmann. 

25.  Jahrg.     Leipzig,  Quandt  &  Händel.  6  Mk. 

Meteorologisches  Jahrbuch  für  1889,  herausgeg.  y.  W.  y.  Bbzold.     1.  Heft. 

Berlin,  Asher  &  Co.  3  Mk. 

Meteorologisches  Jahrbuch,  Jahrg.  1888.     Herausgegeben  yon  L.  Mbter. 

Stuttgart,  Metzler.  2  Mk.  80  Pf. 

Oesefaiohte  der  Mathematik. 

Fink,  E.,  Kant  als  Mathematiker.  (Inaug.-Dissert.)  Frankfurt  a  M.  und 
Leipzig,  Fock.  1  Mk. 

Raine  ICathematik. 

Thomab,  J.,  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  u.  der 
Thetafunctionen.    3.  erhebL  yerm.  Aufl.     Halle,  Nebert.  10  Mk. 

LiGOWSKi,  W.,  Tafeln  der  Hyperbelfunctionen  und  Kreisfunctionen  nebst 
Theorie  der  Hyperbelfunctionen.     Berlin,  Ernst  &  Korn.  5  Mk. 

Study,  E.,  Methoden  zur  Theorie  der  temären  Formen.  Leipzig,  Teubner.  6Mk. 

Abbl,  N.  u.  E.  Oalois,  Abhandlungen  Aber  die  algebraische  Auflösung  der 
Oleichnngen.  Dentseh  heiMi^"^  -  --  -      ^  Berlin,  Springer.  4Mk. 


228  Historisch -literarische  Abtheilung. 


Bestimmte  Integrale. 

297.  Ueber  eine  IntegraldarBtellung   der  hypergeometrischen  Reihe.    P.  Schaf- 

heitlin.    Mathem.  Annal.  XXXI,  156.    [Vergl  Bd.  XXXIU,  Nr.  803.] 

298.  Sur  la  formule  de  Fourier  et  ses  analogaes.    A.  Teilet.    Compt.  rend.  CVI, 

1062. 

299.  Mechanical  integration  of  the  prodact  of  two  fonctions.    W.  Satherland. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XX,  176.  —  Nansen  ibid.  XXI,  141. 
fr 

300.  Sur  rint^grale  Jf{x).G{x).dx.  T.  J.  Stieltjes.   N.  ann.  math.  Ser.S,  VII,  161 . 

a  

301.  Ueber  eine  Transformationsformel  ffir  Doppelintegrale.  W.  Scheibner.  Cr^e 

cm,  77. 
Yergl.  Gammafunctionen. 

CapUlarität. 

302.  On  the  error  involved  in  a  method  of  calculating  surface-tensions  from  the 

dimensions  of  flat  drops  and  bubbles.    A.  M.  Worthington.    Phil. Mag. 
Ser.  ^,  XX,  51. 

Cartographie. 

303.  A  map  of  the  world  on  Flamsteed^s  projection.   W.  Baily.   PhiLMag.  Ser.  5, 

XXI,  415. 

Combinatorik. 

304.  Sur  des  polynomes  contenant  des  produits  de  deux  variables  combin^s  de 

toutc»  les  maniäres  possibles.  M.  d^Ocagne.  N.  ann.  math.  Ser. 3,  VII,  449. 

305.  Sur  un  th^oräme  de  Mr.  Weill.     Worontzoff.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  97. 

Gnbatar. 

306.  Sur  les  volumes  engen dräs  par  un  contour  fermä.    G.  Königs.   Compt  rend. 

CVI,  927,  1512;  CVH,  474. 


Beterminanten. 

307.  Sur  une  forme  du  d^terminant  de  Vandermonde.  Weill.    N.  ann.  math.  Ser. 3, 

VU,  427. 

308.  Sur  les  racines  doubles  d'une  äquation  dont  le  polynome  poss^de  la  forme 

d'un  d^terminant.    Marchand.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VlI,  431. 

309.  An  extension  of  a  theorem  of  Prof.  Sylvester's  relating  to  matrices.   A.  Buch* 

heim.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXII,  173. 

310.  Sur  les  racines  des  matrices  z^roidales.    G.  Brunei.     Compt.  rend.  CVI,  467. 

Vergl.  Differentialgleichungen  330.    Mittelwerth. 

Differentialgleichungen. 

311.  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    L.  W.  Thom^. 

Crelle  CHI,  346.    [Vergl.  Bd.  XXXÜI,  Nr.  32.] 

312.  Ueber   algebraische  Beziehungen  zwischen   den  Fundamentalintegralen  und 

deren  Ableitung  für  eine  irreductible  lineare  homogene  Differentialgleich- 
ung  zweiter  Ordnung.    L.  Eünigsberger.    Mathem.  Annal.  XXXl,  75. 

313.  üeber  algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  linearer  Differentialgleich- 

ungen.   L.  Königsberger.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  220. 

314.  üeber  die  für  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

zwischen  den  Fundamentalintegralen  und  deren  Ableikingen  stattfinden- 
den algebraischen  Beziehungen.    L.  Eönigsberger.    Crelle  CHI,  274. 

315.  üeber  eine  specielle  Classe  linearer  Differentialgleichungen.     Hamburger. 

Crelle  Cfil,  238. 

316.  üeber  Euler^s  homogenen  linearen  Multiplicator  zur  Integration  der  regulären 

linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    K.  Heun.    Mathem. 
Annal.  XXXI,  363. 

317.  Integration   par   s^ries   des   dquations   diffärentielles  unfaires.     G.  Peano. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  450. 
3\S.  Sur  la  nature  arithmetii^ue  des  coefQcients  des  säries  integrales  des  ^quations 
diff^rentiellea  lin^aires.    S.  PincVieTV^.    Crelle  CHI,  84. 


Mathematisches  Abhandlnngsregister. 


1888. 
Zweite  Hälfte:  I.Juli  bis  31.  December. 


Abbildimg. 

277.  Sur  ]a  repr^sentation  conforme  des  polygones.    P.  Painleyd.    Compt.  rend. 

CVI,  478. 

Abersoh«  Fanetioiien. 

278.  Ueber  Bpecielle  Abersche  FuDctionen  vierten  Ranges.    F.  Schottky.    Grelle 

cm,  186. 
Vergl.  Mechanik  472. 

Analytische  Oeometri«  der  Ebene. 

279.  Transformation  de  figures  analogue  ä,  la  transformation  par  rayons  vecteurs 

r^ciproques.    D.  Coelingh.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VlI,  133. 

280.  Determination  da  rayon  de  courbnre  de  1a  courbe  integrale.    M.  d*Ocagne. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VlI,  438. 

281.  Sur  la  thdorie  des  roulettes.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  209. 

282.  Sar  la  potentielle  triangalaire.    £.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  257. 

283.  Sur  quelques  propriätäs  g^omätriques  des  stelloTdes.     6.  Fonret.     Compt. 

rend.  CVI,  342.     [Vergl.  Nr.  426—431.1 

284.  Sur  deux  classes  remarquables  de  lignes  planes.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VU,  171.  —  A.  M.  ibid.  353. 
Vergl.  Bectification.    Trajectorien. 

Analytische  Oeometrie  des  Baumes. 

285.  Ueber   die   Krümmung   der   Curvenschaaren.     R.  v.  Lilienthal.     Mathem. 

Annal.  XXXII,  545. 

286.  Question  de  gäom^trie  intrinsäque.    E.  Cesaro.   N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  147. 

[Vergl.  Bd.  XXXUI,  Nr.  424.J 

287.  Propri^t^s  d'un  cylindroide.    Anonyme.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  295. 

288.  Note  de  gäometne.    Gelity.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  850. 

Vergl.  Cubatur. 

Astronomie. 

289.  Theorie  nouvelle  de  r^quatorial  coud^  et  des  äquatoriaux  en  gändral.  M.  Loewy 

&  P.  Puiseux.     Compt.  rend.  CVI,  704,  793,  891,  970,  1199,  1320,  1483. 

290.  Sur  un  point  de  la  thäorie  de  la  lune.   F.  Tisserand.    Compt.  rend.  CVI.  788. 

291.  Remarque  sur  un  point  dela  thäorie  des  inägalitäs  s^culaires.   F.  Tisserand. 

Compt  rend.  CVII,  485. 

292.  Energie  potentielle  de  la  gpravitation  d'une  plannte.  0.  Callandreau.  Compt. 

rend.  CVII,  555. 
298.  On  the  annual  precession  calcnlated  on  the  hypothesis  of  the  earth^s  solidity. 
H   Hennessy.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXII,  328. 

294.  Formule  pour  le  calcul  des  longitudes  par  les  chronomätres.  Caspar!.  Compt. 

rend.  CVH,  78. 

295.  Sur  les  satellites  de  Mars.    E.  Dubois.    Compt.  rend.  CVH,  437.  —  H.  Poin- 

carä  ibid.  890. 

296.  Sur  Tadoption  d'une  heure  legale  en  France.   Bouquet  de  laGrye.   Compt. 

rend.  CVII,  429. 
Vergl.  Cartographie.    Geschichte  der  Mathematik  407,  411. 


228  Historisch -literarische  Abtheilung. 


Bestiinmte  Integrale. 

297.  lieber   eine  Integraldarstellung   der  hypergeometrischen  Reihe.    P.  Schaf- 

hei  tun.    Mathem.  Annal.  XXXI,  156.    [Vergl.  Bd.  XXX  lU,  Nr.  303.] 

298.  Sur  la  formule  de  Fourier  et  ses  analogaes.    A.  Feilet.    Compt.  reni  CVI, 

1062. 

299.  Mechanical  integration  of  the  prodact  of  two  fanctions.    W.  Sutherlani 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XX,  176.  —  Nansen  ibid.  XXI,  141. 
fr 

300.  Sur  Hnt^grale  Jf{x).G{x).dx,  T.  J.  Stieltjes.   N.  ann.  math.  Ser.S,  VII,  161 . 

a  

301.  üeber  eine  Transformationsformel  ffir  DoppelintcRrale.  W.  Scheibner.  Grelle 

cm,  77. 
Yergl.  Gammafunctionen. 

CapUlarität. 

302.  On  the  error  involved  in  a  method  of  calculating  surface-tensions  from  the 

dimensions  of  flat  drops  and  bubbles.    A.  M.  Worthington.   PhiLMag. 
Ser.  6,  XX,  51. 

Cartographie. 

303.  A  map  of  the  world  on  Flamsteed^s  projection.   W.  Bailv.   PhiL  Mag.  8er.  5, 

XXI,  415. 

Combinatorik. 

304.  Sur  des  polynomes  contenant  des  produits  de  deux  variables  combin^s  de 

tout^  les  maniäres  possibles.  M.  d^Ocagne.  N.  ann.  math.  Ser. 3,  VII,  449. 

305.  Sur  un  th^oräme  de  Mr.  Weill.     Worontzoff.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  97. 

Gnbatur. 

306.  Sur  les  volumes  engendräs  par  un  contour  fermä.    G.  Königs.   Compt  rend. 

CVI,  927,  1512;  CVH,  474. 


Determinanten. 

307.  Sur  une  forme  du  d^terminant  de  Vandermonde.   Weill.    N.  ann.  math.  Ser. 3, 

VU,  427. 

308.  Sur  les  racines  doubles  d*une  äquation  dont  le  polynome  poss^de  la  forme 

d'un  d^terminant.    Marchand.    N.  ann.  maüh.  Ser.  3,  VII,  431. 

309.  An  extension  of  a  theorem  of  Prof.  Sylvester^s  relating  to  matrices.   A.  Bach- 

heim.   Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXII,  173. 

310.  Sur  les  racines  des  matrices  z^roidales.    G.  Brunei.     Compt.  rend.  CVI,  467^ 

Vergl.  Differentialgleichungen  330.    Mittelwerth. 

BifEerentialgleichangen. 

311.  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    L.  W.  Thom^. 

Crelle  CHI.  346.    [Vergl.  Bd.  XXXÜI,  Nr.  32.] 

312.  Ueber   algebraische  Beziehungen  zwischen   den  Fundamentalintegralen  und 

deren  Ableitung  für  eine  irreductible  lineare  homogene  Differentialgleich- 
ung  zweiter  Ordnung.    L.  Eünigsberger.    Mathem.  Annal.  XXXl,  75. 

313.  üeber  algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  linearer  Differentialgleich- 

ungen.   L.  Königsberger.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  220. 

314.  üeber  die  für  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

zwischen  den  Fundamentalintegralen  und  deren  Ableikingen  stattfinden- 
den algebraischen  Beziehungen.    L.  Eönigsberger.    Crelle  CIIl,  274. 

315.  üeber  eine  specielle  Classe  linearer  Differentialgleichungen.     Hamburger. 

Crelle  Cfil,  238. 

316.  üeber  Euler^s  homogenen  linearen  Multiplicator  zur  Integration  der  regulären 

linearen  DifferentialgleichuDgen  zweiter  Ordnung.    K.  Heun.    Mathem. 
Annal.  XXXI,  363. 

317.  Integration   par   s^ries   des   dquations   diffärentielles  lin^aires.     G.   Peano. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  4.')0. 
31S,  Sur  la  nature  arithmetique  des  coefQcients  des  säries  integrales  des  equations 
diff^rentielles  lin^Jures.    S.  PiiitVieTVft.    Crelle  CHI,  84. 


Abhandlangsregister.  229 


Sar  les  ^qaatdons  diffärentielles  unfaires  ä,  coefficients  alg^briqaes.  P.  Pain- 
levö.    Compt.  rend.  CVI,  535. 

Sur  les  syBtämes  d^äquaiions  linäaires  qui  sont  identiques  ä,  lear  adjpint. 
E.  Goursat.    Compt.  rend.  CVI,  187. 

Ueber  eine  Eigenschaft  gewisser  linearer  irreductibler  Differential gleichangen. 
E.  Ratner.    Mathem.  Annal.  XXXII,  566.  —  A.  Hurwitz  ibid.  583. 

R^dactibilitä  des  äquations  diffärentielles  linäaires.  E.  Fabry.  Compt.  rend. 
CVI,  732. 

Sur  iine  classe  d*äquations  diffärentielles  r^ductibles  aux  äqaations  Unfaires. 
Appell.    Compt.  rend.  CVII,  776. 

Ueber  die  Erniedrigung  der  Ordnung  algebraischer  Differentialgleichungen  mit 
Hilfe  bekannter  Integrale.  L.  Eönigsberger.  Mathem.  Annal.  XXaI,  302. 

Sur  rint^gration  de  Täquation  diffärentielle  des  coniques  homofocales.  E. 
Pomey.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  194. 

Classification  und  Integration  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zwi- 
schen xyj  die  eine  Gruppe  von  Transformationen  gestatten.  S.  Lie. 
Mathem.  Annal.  XXXII,  213. 

Sur  les  groupes  de  transformations  relatifs  ä,  certaines  ^quations  diffären- 
tielles.    E.  Picard.    Compt.  rend.  CVI,  118. 

Sur  les  äquations  diffärentielles  du  premier  ordre.  P.  Painlevä.  Compt. 
rend.  CVII,  221,  320,  724. 

Sur  certaines  äquations  diffärentielles  du  premier  ordre.  It.  Liouville. 
Compt.  rend.  CVI.  1648. 

Sur  Täquation  d*Euler.    T.  J.  Stieltjes.    Compt.  rend.  CVH,  617. 

Sur  la  transformation  de  Laplace  et  les  ^auations  linäaires  aux  däriv^es  par- 
tielles.   E.  Picard.    Compt.  rend.  CVII,  594. 

Sur  une  proposition  gänärale  concemant  les  äquations  lindaires  aux  d^riväes 
partielles  du  second  ordre.    E.  Picard.    Compt.  rend.  CVU,  939. 

On  the  integration  of  partial  differential  equations  of  the  third  and  higher 
Orders.    B.  Moon.    Phil.  Ma^.  Ser.  5,  XXI,  63. 

Sur  une  classe  d^äquations  linäaires  aux  däriv^es  partielles.  E.  Picard. 
Compt.  rend.  CvU,  476. 

Sur  des  syst^mes  d^ä^uations  aux  d^riväes  partielles,  qui  sont  d^pourvus  d*in- 
t^rales,   contrairement  ä  toute  prävision.     Ch.  M^ray.    Compt.  rend. 
CVI,  648.  —  Darboux  ibid.  651. 
Ver^l.  Invariantentheorie   447.    Kegelschnitte  452.    Reihen   544.    Substitu- 
tionen 560. 

Differentialquotieiit 

üeber  die  Nichtdifferentürbarkeit  gewisser  Functionen.  M.  Lerch.  Crelle 
CHI,  126. 


Elastidtät 
Notions  sur  la  th^orie  de  Tälasticite.    Sarraa.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VH,  503. 
Sur  une  propridtä  gänärale  des  corps  solides  ^lastiques.    M.  Levy.    Compt 

rend.  CVII,  414,  453.  —  E.  Cesaro  ibid.  520. 
£quilibre  d'älasticit^  d*un  solide  sans  pesanteur,  homogene  et  isotrope,  dont 

les  parties  profondes  sont  maintenues  fixes,   pendant  que   sa  surface 

äprouve  des  pressions  ou  des  d^placements  connus,  s^annulant  hors  d^une 

region  restremte  oü  ils  sont  arbitraires.    J.  Boussinesq.    Compt.  rend. 

CVI,  1043,  1119. 
Barsand  wires  of  varying  elasticity.    C.  Chree.    PhiL  Mag.  Ser.  5,  XXI,  81; 

XXII,  259. 
Sar  les  däformations  älastiques  dans  les  piäces  ä  fibres  moyennes.     B.  de 

Pontviolant.    Compt.  rend.  CVH,  383. 

Elektridtät. 
Ueber  die  scheinbare  Wechselwirkung  von  Ringen,  welche  in  einer  incom- 

pressibeln  Flüssigkeit  In  Ruhe  sich  befinden.     Ed.  Riecke.     Mathem. 

Annal.  XXXII,  203. 
On  the  molecular  theory  of  galvanio  polarizations.    J.  Larmor.    Phil.  Mag. 

Ser.  5,  XX,  422. 
On  the  formulae  of  the  electromaguet  and  the  equations  of  the  dynamo. 

Silv.  P.  Thompson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXH,  288. 


226  Historisch -literarische  Abtheilmig.     Bibliographie. 

Sauerbbok,  J.,  Ueber  die  Baumcarve  VI.  0.  mit  vier  wirklichen  Doppel- 
punkten.    (Inang.-Dissert)     Tübingen,  Fues.  1  Mk.  20  Pf. 

BÜTZBERQEBy  Ein  mit  der  Theorie  algebraischer  Flächen  zasammenhSngen- 
des  planimetrisches  Problem.    Bern,  Jent  &  Reinert.  50  Pf. 

Netzhammeb  ,  B. ,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  ftir 
Gymnasien.     Paderborn ,  Schöningh.  2  Mk.  80  Pf. 

Krumme  I  W.,  Der  Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie.  Braunschweig, 
Salle.  6  Mk.  50  PL 

Reich,  A,,  Die  Hauptlehren  der  Mathematik,  mit  einer  Sammlung  von  Auf- 
gaben.    1. — 9.  u.  25. — 47.  Lief.    Hanau,  Reich.      Jede  Lief.  25  Pf. 

Beookmahh,  J.,  Planimetrische  Constructionsaufgaben.     Leipzig,  Teabner. 

1  Mk.  50  Pt 

Angewandte  Mathematik. 

Auszug  aus  den  Nivellements  der  trigonometr.  Abtheil,  der  kGnigL  prenss. 

Landesaufnahme.     VI.  Hefb,  Ost-  u.  Westpreussen  nebst  Insel  RAgen. 

Beriin,  MitÜer  &  S.  2  Mk. 

Das  schweizerische  Dreiecksnetz ,  herausgeg.  v.  d.  Schweiz,  geodätischen  Com- 

mission.     IIL  u.  IV.  Bd.     Zürich ,  Höhr.  10  Mk. 

VoiQT,  W.,  Elementare  Mechanik  als  Einleitung  in  die  theor.  Physik.  Leipzig, 

•     Veit  &  Co.  12  Mk. 

Physik  und  Meteorologie. 

Mayer,  R.  y..  Die  Erhaltung  der  Energie.  Briefe  an  W.  Griesinger  nebst 
dessen  Antworten  aus  den  Jahren  1842—1845.  Herausgeg.  u.  erläutert 
Y.  W.  Preyer.     Berlin ,  Paetel.  2  Mk.  50  Pf. 

Planck,  M.  u.  C.  Pulfrich,  Die  kinetische  Theorie  der  Gase.  (3.  Bd.  der 
umgearb.  Aufl.  y.  Clausius*  Abhandlungen  über  mechan.  Wärmetheone.) 
1.  Lief.     Braunschweig,  Vieweg  &  S.  1  Mk.  20  Pf. 

Hertz,  H.,  Die  Beziehungen  zwischen  Licht  und  Elektricität,  Yorgetr.  auf 
der  62.  Naturforscher -Versammlung  in  Heidelberg.  1. —  4.  Aufl.  Bonn, 
Strauss.  1  Mk. 

Fischer,  L.,  Versuch  einer  Theorie  der  Berührungselektricität,  nebst  einer 
Untersuchung  über  das  Wesen  der  Masse.     Wiesbaden,  Bergmann. 

1  Mk.  60  Pf. 

Behn  -  EscHENBüRG ,  H.,  Untersuchungen  über  das  Giltay'sche  Elektrodynamo- 
meter.     (Inaug.- Dissert.)     Zürich,  Müller.  2  Mk. 

Weinstein,  B. ,  Capillaritäts- Untersuchungen  und  ihre  Verwerthung  bei  d. 
Best.  d.  alkoholometr.  Normale.  (Nr.  6  der  metronom.  Beiträge  d.  kais. 
Normal -Aichungscomm.)     Berlin,  Springer.  2  Mk. 

Bebber,  J.  y.,  Lehrbuch  der  Meteorologie.     Stuttgart,  Enke.  10  Bflc 


228  Historiscb- literarische  Abtheilung. 


Bestimmte  Integrale. 

297.  Ueber  eine  Integraldarstellung  der  bypergeometrischen  Reihe.    P.  Schal 

beitlin.    Mathem.  Annal.  XXXI,  166.    [Vergl.  Bd.  XXXIU,  Nr.  303.] 

298.  Sur  la  formule  de  Fourier  et  ses  analogaes.    A.  rellet.    Compt.  rend.  CV         I, 

1062. 

299.  Mechanical  Integration  of  the  prodact  of  two  fnnetions.    W.  Sutberlan         d. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XX,  175.  —  Nansen  ibid.  XXI,  141. 
fr 

300.  Sur  l^t^grale  ff{x).G{x).dx.  T.  J.  Stieltjes.   N.ann.inath.  Ser.3,  VUl^Sil . 

a 

301.  Ueber  eine  Transformationsformel  für  Doppelintegrale.  W.  Scheibner.  Cre.     ^e 

Cni,  77. 
Vergl.  Gammafunctionen. 

€. 

Capillaritat. 

302.  On  the  error  involved  in  a  method  of  calculating  surface-tensions  from 

dimensions  of  flat  drops  and  babbles.    A.  M.  Worthington.    PhiLM. 
Ser.  5,  XX,  61. 

Cartographie. 

303.  A  map  of  the  world  on  Flamsteed's  protection.   W.  Baily.   PhiLMag.  Sei^— .5, 

XXI,  416. 

Combinatorik. 

304.  Sur  des  poljnomes  contenant  des  produits  de  deux  variables  combin^e^     de 

toutes  les  mani^res  possibles.  M.  d'Ocagne.  N.  ann.  math.  Ser. 3,  Vll,    jJig. 

305.  Sur  un  th^oräme  de  Mr.  Weill.    Worontzoff.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII»       97' 

Cnbator. 
806.  Sur  les  volumes  engendr^s  par  un  contonr  fermä.    G.  Königs.   Compt  t^nd 
CVI,  927,  1612;  CVÜ,  474. 

B. 

Determinanten. 

307.  Sur  une  forme  du  d^terminant  de  Vandermonde.   Weill.    N.  ann.  math.  Ser. a, 

Vn,  427. 

308.  Sur  les  racines  doubles  d^une  ^quation  dont  le  polynome  poss^de  la  forme 

d'un  d^terminant.    Marchand.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  431. 

309.  An  extension  of  a  theorem  of  Prof.  Sylvester's  relating  to  matrices.  A.  Buch  * 

heim.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXII,  173. 

310.  Sur  les  racines  des  matrices  z^ro'idales.    G.  Brunei.     Compt.  rend.  CVI,  467^ 

Vergl.  Differentialgleichungen  330.    Mittelwerth. 

Differentialgleioliangen. 

311.  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    L.  W.  Thom^. 

Grelle  COI,  346.    [Vergl.  Bd.  XXXUl,  Nr.  32.] 

312.  Ueber   algebraische  Beziehungen  zwischen   den  Fundamentalintegralen  und 

deren  Ableitung  für  eine  irreductible  lineare  homogene  Differentialgleich- 
ung  zweiter  Ordnung.    L.  Eönigsberger.    Mathem.  Annal.  XXaI,  75. 

313.  Ueber  algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  linearer  Differentialgleich- 

ungen.   L.  Königsberger.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  220. 

314.  Ueber  die  für  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

zwischen  den  Fundamentalintegralen  und  deren  Ableitimgen  stattfinden- 
den algebraischen  Beziehungen.    L.  Eönigsberger.    Crelle  CUI,  274. 

315.  Ueber  eine  specielle  Classe  linearer  Differentialgleichungen.     Hamburger. 

Crelle  CLII,  238. 

316.  Ueber  Euler's  homogenen  linearen  Multiplicator  zur  Integration  der  r^olftren 

linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    E.  Heun.    Mathem. 
Annal.  XXXI,  363. 

317.  Integration   par   s^ries   des   dquations   diff^rentielles  lin^aires.     G.   Peano. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  450. 
319,  Sur  la  nature  arithmeticjue  des  coelBcients  des  sdries  integrales  des  dquations 
differentielles  lin^aires.    S.  P\iic\ieTVft.   Ctelle  CHI,  84. 
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345.  Propaffation  da  coarant  sur  une  ligne  t^l^graphiqne.    Vase  hj.    Compirend. 

CVn,  1146. 
34€b  The  winding  of  yoltmeten.    W.  E.  Ayrton  &  J.  Perry.    PhiL  Mag.  Ser.6, 

XXI,  100. 

347.  Distribatdon  de  r^ectridt^  indaite  par  des  charges  fixes  sar  une  sar&ce  ferm^ 

convexe.   G.  Robin.   Compt.  rend.  CVI,  413.    [Vergl.  Bd.  XXXIII, Nr. 341] 

348.  Od  the  diBtribotdon  of  electric  carrents  in  networks  of  condactors  trested  bj 

ihe  metiiod  of  Maxwell.    J.  A.  Fleming.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XX,  ttl. 

349.  On  the  seat  of  the  electromotive  forces  in  a  voltaicceli.    Uopkinson.  FbiL 

Mag.  Ser.  5,  XX,  336   —  Ayrton  &  Perry  ibid.  XXI,  61.    -  0.  Lodge 
ibid.  XXf,  263.  —  W.  Ostwald  ibid.  XXU,  70. 

350.  On  the  indoction  of  electric  carrents  in  an  infinite  plane  carrent  sheet,  whidi 

is  rotating  in  a  field  of  magnetic  force.   A.  B.  Basse t.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 
XXU,  140. 

361.  On  the  self-indaction  and  resistance  of  straight  condactors.   Bayleigh.  Fhil 

Mag.  Ser.  6,  XXI,  381. 

362.  On  the  self-induction  of  wires.     0.  Heaviside.     Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIIt 

118,  273,  332,  419. 

363.  On  some  experiments  relating  to  HalPs  phenomenon.    Boltsmaun.    PhiL 

Mag.  Ser.  6,  XXII,  226. 
Vergl.  W&rmelehre  686. 

SlimSnation. 

364.  Sar   la  thäorie  de  Tälimination.     H.  Laareni     N.  ann.  math.  Ser.  3,  YUi 

60,  116. 

Ellipte. 
366.  Qaelqaes  propridtäs  de  Tellipse;   d^viation;   ^cart  normal.     M.  d'Ocagoe. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  268.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  61.] 

366.  Propri^t^s  de  la  coorbe  liea  des  sommets  des  angles  de  grandeor  constante 

drconscrits  k  ane  ellipse.    Ch.  B risse.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  231. 

367.  Sar  un  qaadrilat^re  circonscrit  ä  nne  ellipse  donn^.    F.  Farjon.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VII,  348. 

EUipsoid. 

368.  Sar  les  normales  mendes  d'uu  point  k  an  ellipsolde.    Moret-Blanc.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VII,  336. 

EUiptlsehe  Transeendenten. 

359.  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Fanctionen  bei  znsammengesetztem 

Transformationsgrade     L.  Kiepert.    Mathem.  AnnaL  XXXU,  1. 

360.  Elementarer  Beweis   für  die  Darstellbarkeit  der  elliptischen  Functionen  als 

Qaotieuten  beständig  convergenter  Potenzreihen.   Ad.  Kneser.    Mathem. 
Annal.  XXXU,  309. 

361.  Sar  la   räduction   de  la  difi'^rentielle  elliptique  k  la  forme  normale.    T.  J. 

Stieltjes.    Compt.  rend.  CVU,  651. 

362.  Bemerkung  über  elliptische  Integrale.    W.  Hey  mann.    Grelle  CUI,  87. 

Vergl.  Sabstitationen  662. 

F. 

Formen. 

363.  Ueber   binäre    Formen    mit  yorgeschriebener   Discriminante.     D.    Hilbert. 

Mathem.  Annal.  XXX  i,  482. 

364.  Ueber  die  Darstellung  definiter  Formen  als  Summe  von  Formenquadraten. 

D.  Hilbeit.    Mathem.  Annal.  XXXU,  342. 

866.  Ueber  einen  Satz  der  Formentheorie.    E.  Stroh.    Mathem.  Annal.  XXXI,  441. 

366.  Ueber   die  asyzygetischen  Covarianten   dritten  Grades   einer  binären  Form. 

E.  Stroh.    Mathem.  Annal.  XXXI,  444. 

367.  Die  Concomitanten  der  temären  cubischen  Formen,  insbesondere  der  Form 

XiXi*  —  iXi^ -h gtXf* x^ -^ g^Xi*.    Fr.  Dingeldey.    Math.Annal.  XXXI,  167. 

368.  Die  irreducibeln  Syzyganten  zweier  simultanen  cubischen  Formen.    ▼.  Call. 

Mathem.  Annal.  XXXI,  424. 
369   Die  Steiner^sche  Covariante  der  binären  Form  sechster  Ordnung.    G.  Mai- 
sano.    Mathem.  Annal.  XXXI,  493. 

370.  Die  Discriminante  der  Form  siebenten  Grades  f=a'g     P.  Gordan.    Mathem. 

Annal.  XXXI,  666. 

371.  Das  vollständige  Formensvstem  der  binären  Form  siebenter  Ordnung,   t.  Gall. 

Mathem.  Annal.  XXl\,  ^\^. 
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Grelle 


1  da  priacipe  da  Diricblet.    Riemann.    Oompt.  rend. 

CVI.  183. 

L  Zar  Theorie  der  Dedekiad'schen  Ideale.  L.  Baur.  Mathem.  Annal.XXXIl,  IGl. 
I.  SuT  lea  fonetioDB  discontinueB  logarithmiqDeB.     Boagaleff.     Compt.  rend, 

CVI,  1067. 
I.  PropriötÖB  des  polynßraeH  Ä,  qiii  auivent  la  loi  J.B=a:'.  Jn-j  — (3n  -  l)jl«-i. 

Halohen.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  204. 
I.  Sai  le  plus  grand  diTiseiir  commuii  de  deiii  polynonies  eotierB.     E.  Pomey. 

N.  ann.  math.  Ser.  8.  VU.  66,  407. 
I,  Sur  la   relalion   qni  exiate   entre  p  fonclioDa  eatitree  dep— 1  variables.     R. 

Pecrin.     Campt,  rend.  CVI,  1789- 
I,  Sur  les   criteria   des   divers  geures   de  solutionB   mnltiplea   cominUDeB  ^  deux 

^quationE.    R.  Perria.     Compt.  rend,  CVII,  SS. 
I.  Sur  les   criteria   des  divers  genrea   de   salutiaoB  multiples   cotumUDes  ä,  trois 

äquatioDB  k  deox  variables.     R.  Perrin.     Compt.  reud  CVII,  219. 
.  Ceber  die  Entwickelung  der  doppeltperiodiscben  Funcrionen  zweiter  und  dritter 

Art   in    trigonometrische    Reihen.      Krause    &   Mohrmann.      Mathem. 

Annal.  XXXII,  331.     (Vergl.  Bd.  XXXIH,  Nr.  403.1 
[.  üeber  hyperelliptische  Sigmafuactionen.     P.  Elein.     Mathem.  Annal.  XXXII, 

361,    [Vergl.  Bd.  XXXn.  Nr.  428.] 
I.  Beiträge  zur  Theorie  der  bypereltipliscbeD  äigmaAinctionen.    H.  Burkhardt. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  381. 
Vergl.   Abbildung.     Abel'Eche   Functionen.     Bestimmte   Integrale.     Determi- 
nanten.   Differentialgleichungen.    Differential  quo  ticnt.    Elliptische  Traos- 

scendeuten.     Kormen.     Gammafunctionen,     Geometrie  (bühere)  S93,   394. 

Integration  (unbestimmt«).  Invariantentbeorie.  Ketten  hrücbe.   Uperationa- 

caicul.    Reiben.    Substitutionen.    Tbetafunctionen,    UltraelliptiBcne  Trau- 

scendenten.     Unendlich.  ■ 


GunnwAinetion«!!. 

l.  Zur  Theorie  der  Gammafunctionen.  A.  Pringsbeii 
>.  8ur  une  g^n^raliiiatioo   des   fonctiona  eniänenuea. 

rend.  CVI,  266. 

Oaodtiie, 
1,  Sur  l'dvaliiation  des  erroura  inbörente«  au 

lajres,    Üatt.    Compt.  rend.  CVI,  981. 
.  Sai  la  th^orie  de  la  figute  de  la  Terre. 

1370,  I3U,  1S76. 
■  la  ßgure  de  la  Terre.    H.  Poincarö. 
,  On  the  phjaical  atructure  of  the  eartb 

XXIl,  238. 

Oaomatrie  |>bMhlend«i. 
,  Beiträge  zur  AnaljsiB  Situa.     W.  Dyck.     Mathem.  Annal.  XXXU,  457. 
.  Die  Abxäblung   als   Fehlerquelle   in   der   luoderueii  Geometrie. 
Mathem.  Annal.  XXXII,  382. 

BsomatriB  [bühara]. 
I.  Sur  les  propri^t^s  tuSnit^aimalea  de  l'eapace  cerclä.    B,  CoiS' 


MatLAnnal.  XXXI,  4BB-  ' 
i.  Pincherle.     Compt. 


Systeme  dea  coordonn^es  reclangu- 
Maur.  Lövy.    Compt.  rend.  CVI. 


Compt,  rend.  CVU,  67. 

I    RenneBsy.    Pbil.  Mag.  8er,  5, 


Kap; 


.__    ^.  __ _ ^ _ Compt. 

rend.  CVI,  514- 
393.  Deber  diejenigen  algebraischen  Gebilde,  welche  eindeutige  Trans lormationen 

in  sich  zukasen,     Ä.  Hnrwitz      Mathem.  Aon aL  XXXII,  200. 
894.  Deber  algebraiaehe  Correapöndenieii.    A,  Brill,    Matbem.  Annal.XXXI,  374. 

(VargL  Bd.  XXXIII.  Nr.  443.] 
396.  Sur  Im  propri^t^s  graphiquee  des  Ügurea  centriquea.    V.  Reyea  y  Prosper, 

Matbem.  Annal,  XXXU,  167. 
896.  Ueber  die  nneigentlicben  Geraden  und  Ebenen.    M.  PaBch,    Mathem.  Annal. 

XXXU,  IA9. 
WT.  Sur  l'emploi  du  complexe  lioäaire  de  droit«B  dana  l'ätnde  dea  ayat&mea  tinäjtirM-,|| 

de  cerclea.    E,  Coaaecat.    Compt  read.  CVI,  1467. 
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398.  Ueber   die  CombiDanten  binärer  FormeDsysteme ,   welche  ebenen  rationalen 

Corven  zugeordnet  sind.    ^.  Gross.    Mathem.  Annal.  XXXII,  136. 

399.  Sur  la  ddtennination  d*ane  courbe  alg^briqae  par  des  points  donn^.    H.  6. 

Zeuthen.    Mathem.  Annal.  XX aI,  235. 

400.  Recherche  des  points  doubles  dans  les  conrbee  onicursales.    X.  AntomarL 

N.  ann.  mafii.  Ser.  3,  VII,  356. 

401.  Snr  les  courbes  de  genre  un.    0.  Schlesinger.    Compt.  rend.  CVII,  224. 

402.  Ueber  die  auf  einer  Corve  m^'  Ordnung  C^  vom  Geschlecht  p  von  den  od* 

Geraden  G  der  Ebene  ausgeschnittene  lineare  Schaar  p^'.    L.  Küpper. 
Mathem.  AnnaL  XXXI,  291. 

403.  Ueber  die  regelmässigen  Confignrationen  tH.    A.  Schönflies.    Math.  AnnaL 

XXXI,  43. 

404.  Ueber  die  Transformation  der  Gleichung  [der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung 

mit  Doppelpunkt   auf  die   NormaTform.      Fr.    Dingeide y.      Mathen. 
Annal.  XXXI.  177. 

405.  Ueber  die  Jacobrschen  Covarianten  der  Systeme  von  BerQhrungrBkegelschnittei 

einer  Curve  vierter  Ordnung.    G.  Frobenius.    Grelle  CUI,  139. 

406.  Zur  algebraischen  Erzeugung  sämmtlicher,  auch  der  zer&Uenden  ebenen  laÜo- 

niüen  Curven  vierter  Ordnung.    Fr.  Meyer.    Mathem.  Annal.  XXXI,  96. 
[VergL  Bd.  XXXllI,  Nr.  448.] 
Yergl.  Slnematik.    Singularitäten. 

Oesehiehte  der  Ifathematik. 

407.  Inscrintion  cundiforme  donnant  les  d^tails  d'une  ^clipse  de  Lune.    J.  Oppert 

üompt.  rend.  CVII,  467. 

408.  Snr  runincation  du  calendrier.    Tondini.    Compt  rend.  CVI,  813. 

409.  Galil^  et  le  microscope  composä.    Govi.    Compt.  rend.  CVQ,  551. 

410.  Sur  le  bätonnage,  ancienne  maniöre  de  mesurer  les  tapisseries  des  Gobelins. 

Gerspach.    Compt  rend.  CVI,  1256. 

411.  Hypothese  de  Lagranfi^e  sur  Torigine  des  comätes  et  des  aärolithes.  H.  Faye. 

Compt.  rend.  CVI,  1703. 

412.  Une  lettre  ayant  rapport  ä  la  mort  de  Lagrange.  L.  Laianne.   Compt.  rend. 

CVI,  998. 

413.  Notes,  chiefly  historical,  on  some  fundamental  propositions  in  optica.    Baj- 

leigh.    Phü.  Mag.  Ser.  5,  XXI,  466. 

414.  Sur  un  point  de  l'histoire  du  pendule.    Defforges.    Compt.  rend.  CVI,  1657. 

—  C.Wolf  ibid.  1660. 

415.  Sur  les  travauz  du  g^n^ral  Meusnier.    Janssen.    Compt.  rend.  CVII,  365. 

416.  On  calculating  machines.    J.  Edmondson.    PhiL  Mag.  Ser.  5,  XX,  15. 

417.  Zur  Erinnerung  an  Axel  Hamack.    A.  Voss.    Mathem.  Annal.  XXXII,  161. 

Oleiehnngen. 

418.  Sur  le  crit^re  de  Galois  concemant  la  r^solubilit^  des  ^quations  alg^briqaes 

par  radicauz.    J.  Dolbnia.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  467. 

419.  Ueber  die  Anwendung  iterirter  Functionen  zur  Darstellung  der  Wurzeln  al- 

gebraischer und  transcendenter  Gleichungen.    C.  Isenkrahe.    Mathem. 
Annal.  XXXI,  309. 

420.  Demonstration  d'une  formule  de  Waring.   F.  Gom.  Teixeira.    N.  ann.  math 

Ser.  3,  VII,  382. 

421.  Sur  les  racines  de  T^quation  f{x)  =  0,  f{x)  ^tant  un  polynöme  de  degrä  n 

värifiant  Tidentit^  nf{x)  =  {x-'a).f(x)-^h.f\x),     Ch.  B risse.     N.  ann. 
math.  Ser.  3,  VII,  314. 

422.  Th^orämes   sur  les   ^quations  algdbriques  et  les  fonctions  quadratiques  de 

Campbell.    Aug.  Poulain.    Compt  rend.  CVI,  470,  1479. 

423.  Sur  les  ^quations  alg^briques  k  racines  toutes  reelles.  M.  d*Ocagne.  Compt 

rend.  CVI,  731. 

424.  Sur   une  source   d'dquations   algdbriques  ayant  toutes  leurs  racines  reelles. 

G.  Fouret.    Compt.  rend.  CVI,  1135,  1220. 

425.  Sur  le  thdoräme  de  Rolle.   Anonyme.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vn,  302.    [Vergl, 

Bd. XXXIII,  Nr.  103] 

426.  G^n^ralisation  du  th^or^me  de  Rolle.    F.  Lucas.    Compt.  rend.  CVI,  121. 

427.  Determination  eiectrique  des  racines  reelles  et  imaginaires  de  la  dörivee  d'un 

polynöme  quelconque.    F.  Lucas.    Compt.  rend.  CVI,  195. 

428.  Resolution  eiectrique   des   dquations  algdbriques.     F.  Lucas.     Compt.  rend. 

CVI,  268. 


4S9.  iMlenuufioa  dBdaäfae 

F.  Lae&ft.    CmapL  tbuL  CtL  MB^ 
430.  RteMaM  innatfirtr  ^a  fiyliiM  m  awvm  ^  rAirtriritf,     F.  Lvcu. 

CoBfH  nDd.cn,  «tt. 
4SI.  Kf'MlrtiOB  öec  ^qatüäBm  ymt  rflnub'iiitf    F.  L«ca&.  CaiiptnBd.Cn,  lOTS. 
432.  On  a  WMdkoü^  ior  aoHiiip  «fOBSim.  C  T.  Bb x&.    HnL  M^  See  iu  YYf,  941. 
483.  Oa  a  ifrinniral  iDCSäiad  of  aiitiJMg  ^oadntie  and  däae  Mvaaläoai,  abeOtw 

ite  rooti  ke  nal  or  nipwiiniii,.    ft.  CmaTacliaaie.    FlaL  Max.  Ser.  S, 


434.  Tarineft.    J.  L.  Wo«dirid|re.    FldL  Mag.  Scr  K  X£DL  Sil. 

4S&.  Coapl^BBBit  a  ]»  ttk^oöfr  4ca  4ima«ii  ca  wm«  para  mb  tVhnidMt  a  twiie 

la  \argaa  da  £i  ^aa  esan  d^tM:  iafeeMt.  »r  W  dllat.Uka  meMi 

d^ann^  d»  Stete  flaädei.   J.  Baaaftia^s^.   Coauit  n^d.  CvU,  S13^  3i3S. 

IT«^  Bd.  XXXm.  Xr.  49K  4».  «UJ 
431  Ob   itatMiMry  vave»  ia  tofvi^  water.    W,  Tkoaisoa     I^it  Ma|^.  Scr.  &. 

XXn,  SSL  44S.  Sil. 
437.  8BrIc8Bo«TeBieBtiginifeoinideiiaid<a   L.  Lec«raa.  CMa|<raid.CTI,  ICM. 


438.  Od  a  aev  lijpoiolagTapli.    H.  CaaTa^ liaat«.    liu)  Ma|r^  $«r.  S^  XXII,  ISft. 
4S9L  Hjpertote  ca^endr^e  aa  »ojea  de  JhMx  fiaialt^tlM.   M.  R^ax.   K.  aaa.BMtk. 
8er.  S,  Vn,  SM. 


440.  fendifr  le  eompleie  de«  cordes  d>m  li3r|i«rboMde  ^  aae  aafiAi^  qui  »Mit  Tuea 

da  eeatr«  aoos  oa  aagle  droil  EL  Marckaad.  N.  aaa.  naUu  Sn'.  S«  VII,  8. 

441.  Th^oreBe  war  FliTperboloide.    Geaty.    X.  au.  BMtk.  S<r.  S«  VII,  434. 


442.  Sor  Imt^ratioii  par  partie'  Ph,  Gilbert  N.  aaa.  matlu  Ser.  S,  VU,  34!L 
44S.  Sor  qoelqoet  iDt^gnüea  remarqoablea.  E.  Pouej.  N.  aaa.  math.  Ser  3,  VIL 191^ 
444.  Sor  W  int^r^et  pModo-eiliptiqaea.    Halphea.    Compt  read.  OVI,  li«3. 


44&.  Formolet  d'interpolalion.    CarTallo.    Compt  read.  CVI,  346w 


446.  Calcol  de  soos - iDTariaala.    E.  Cetaro.    N.  man.  matli.  Ser.S,  VII«  464. 

447.  Sor  let  inTarianti  des  dqoatioDi  diff^rentieUea.    E.  Goorsat    Compt  rettd. 

VUU  898. 
VergL  Fol 


448.  Sjntbetiache  UDieraochongen  fiber  die  Schmiegoogeebeoen  beliebiger  Raom- 

conren  uod  die  ReaUtfttarerhiUtniase  spedeUer  KegebchnittiijBteme.    Ad. 
K  n  e  8 e  r.    Mathem.  AmiaL  XXXI,  507. 

449.  Applications  des  propri^t^  projecÜTet  des  coniqoes.    Weill.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VU  429. 
45a  Sar  la  coorbore  des  coniqoes.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  S,  VU,  152. 

451.  Sor  les  coorbores  dans  les  eoniqoes.     Cl.  Servais.     N.  ann.  math.  Ser.  8, 

VII   369. 

452.  The  differential  eqoation  of  a  conic.    Th.  Mnir.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXI«  143. 

453.  La  solotion  g^m^triqoe  de  r^qoation  da  quatri^me  degre.    Fr.  Hofmann. 

N.  aun.  math.  Ser.  8,  VII,  12a 

454.  Sar  an  th^or^me  de  Chasles.    H.  Faare.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  31. 

455.  Coniqoes  polaires  d'on  point  et  d^one  droite.    E.  Fontaneau.   N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VII,  292. 

Hltt-Ut.  AbiLlg.  d.  Z«iUo]ir.  f.  Math.  n.  Phyt.  XXXI V,  6.  18 


234  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

456.  Sar  las  qnadrilat^res  circonscrits  k  dexa  coniques.    Alex.  Benon.    N.  aim. 

math.  Ser.  3,  VII,  104. 

457.  Propri^t^s  de  trois  coniques.    H.  Ferral.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII«  836. 

458.  Sur  denx  s^ries  de  coniqneis.    P.  Payet.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  325. 

VergL  DifferentialgleicDaDgen  325.    Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.    Oberfläcfaeo 
608.    Parabel.  Ketttubrilol».. 

459.  Sar  la  convergence  d'one  fraction  oontinae  alg^briqae.    Halphen.    Compt. 

'  rend.  CVI,  1326. 

460.  Repr^ntatiou   de  nombres  irratioDDels  aa  moyen  des  fractious  continues. 

H.  Gyldön.    Compt  rend.  CVI,  1584,  1777. 

Kinematik. 

461.  Sur  certains  conoides  et  en  particulier  sur  le  conoide  de  Plücker.    A.  Mann- 

heim.   Compt.  rend.  CvI,  820. 

Kreis. 

462.  Sur  ane  propri^tä  da  cercle  des  neaf  poiiits.  F.  Farjon.  N.  ann.  math.  Ser.  3, 

Vn.  289. 

463.  Sar  les  cercles  inscrits  k  un  triangle.  E  Cesaro.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  99. 

464.  Nouveau  th^oräme  relatif  aox  circonf^rences  tangentes.    Jeffrey.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VII,  461. 


Ifagnetismiu. 
4C5.  Sor  Taimentation  des  corps  diamagndtiqaeB.    P.  Dahem.    Compt.  rend.  CVI, 
736.    [Vergl  Bd  XXJCni,  Nr.  525.] 

466.  Sar  rapplication  du  ph^nom^ne  de  Taimentation  transversale  ä  T^tade  do 

coemcient  d^aimentation  da  fer.    P.  Jan  et.    Compt.  rend.  CVI,  200. 

Ifazinia  und  Kinims. 

467.  Sur  lea  minima  de  sommes  de  termes  positifs  dont  le  prodait  est  constant 

Ch.  Bio  che.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  YII.  287. 

468.  Der  Modul  des  Maximum  Maximorum  einer  Function  ^(rev*)  in  Besag  aaf  9 

und  die  Anwendung?  seiner  Eigenschaften  auf  die  Reihe  Ton  Lagrange. 
Nekrassoff.    Mathem.  Annal.  XXX i,  337. 

469.  Ueber  eine  specielle  geometrische  Aufgabe  des  Minimums.     Ed.  Neovins. 

Mathem  Annal.  XXXI,  859. 

470.  Sur  les  snrfaces  minima  et  le  thäor^me  de  Joachimsthal.  A.  Cayley.   Compt 

rend.  CVI,  995. 

471.  Sur  une  surface  minima  reelle.    B.  Niewenglowski.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 

^^'  ^^^'  Mechanik. 

472.  Anwendung  der  Aberschen  Functionen  auf  ein  Problem  der  Statik  bieg^samer, 

unausdehnbarer  Flächen.    F.  KOtter.    Crelle  CHI.  44. 

473.  Th^or^me  de  Minding.    A.  Astor.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VU,  38. 

474.  Sur  Textension  k  certains  poiuts  de  Tune  des  propriät^  mäoaniqaes  da  centre 

de  ^ravit^.    A.  de  Saint-Germain.    Compt.  rend.  CVII,  946. 

475.  Ueber  eine  neue  Interpretation  der  Fundamentalgleichungen  der  Mechanik. 

J.  König.    Mathem.  Annal.  XXXi,  1. 

476.  Gän^ralisation  d'un  th^oräme  de  Gauss.  J.  Bertrand.  Compt  rend.  CVII,  537. 

477.  Groupement  et   construction   g^oro^trique   des   accälärations  dans   an  solide 

tournant  autour  d'un  point  fixe.    Ph.  Gilbert.    Compt.  rend.  CVII,  726, 
830,  946,  1028.     [Vergl.  Bd  XXXIII,  Nr.  532,  533.] 

478.  Sur  r^quilibre  d'une  masse  hät^rog^ne  en  rotation.    H.  Poincar^.    Compt 

rend.  CVI,  1571. 

479.  Sur  une   Solution  älämentaire  du  probl^me  du  gyroscope  de  Foacaalt.     E. 

Guyon.    Compt.  rend.  CVI,  1143. 

480.  Moavement  dans  un  milieu,  dont  la  r^istance  est  proportioneile  au  carr^  de 

la  vitesse,  d*un  point  mat^riel  attir^  par  un  centre  fixe  en  raison  de  la 
distance.    H.  Besal.    Compt  rend.  CVl,  1329. 

481.  Gcometrical   representation   of  monients  and  products  of  inerüa  in  a  plane 

section;  and  also  of  the  relations  between  stresses  and  strains  in  two 
dimensions.    A.  Lodge.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXII,  453. 

482.  Sar  ia  mesure  de  Tintensitä  absolue  de  la  pesanteur.    G.  Defforges.   Compt 

rend.  CVI,  126. 
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483.  Sur  an  iMmme  refaOif  k  Faltraclioii.    E.  Pieard.    Compi.  read.  CVU,  96i. 

—  J.  Berirand  ibid.985. 
4S4.  The  leacftion  vpoo  the  diiTiii^-Doioi  of  a  system  ezecotiiig  foreed  luvoiofiie 

oidlfaUioni  of  Tarioai  penodt  with  applicationa  to  electridtr.   Bayleiffh. 

HdL  Ma«.  8er.  5,  XXI,  ^169. 
486.  Snr  la  T^rifieatioD  expenmeniale  des  formales  de  Lama  et  la  valeor  da  eoeft- 

dent  de  Pousoa.    E.  H.  Amagat.    Compi.  rend.  CYI,  479. 

486.  Sar  la  throne  da  resKnt  BelleWlie.    H.  BesaL    Compt  rend.  CVU,  713. 

487.  Sor  la  determiBation  exacte  des  positions  r^ciproqoei  de  la  biede  ei  de  la 

mauiTeUe  ei  sor  ane  ^pare  de  distribation  tenant  compie  de  Tobliquil^ 
des  bieUes.    F.  Dabost.    Compt.  rend.  CFII,  904. 

488.  Sar  les  calcak  de  r^ststanee  des  sjsiämes  i^ticolaires  4  li^^  oo  eonditions 

sarabondaotes.    Fraenell  ^Bachj.    Compi.  read.  CVII,  729. 

489.  Beprtfscniation  des  attitades  de  la  locomotion  homaine  ao  mojen  des  figores 

en  xelief.    Marer.    Compt  rend.  CVl,  1634. 

490.  ModificaüoDs  de  la  pboio-cfaitmographie  poar  Tanaljae  des  moaTements  c%6' 

cai^  sar  place  par  an  anhnal.    Marej.    Compi.  rend.  CVII,  607. 

491.  Deoompositioo   des  phases  d*aa  moaTemeni  aa  mojea  dlmages  f^otogra- 

l^uqoes.    Marej.    Comf^^  rend.  CYII,  677. 

492.  £tode  de  la  looomobon  homaine  dans  les  eas  pathalogiq[ocsL    Qo^no  k  De- 

men  j.    Compi.  rend.  CYU  1569.  

493.  De  la  dandicatk«  par  doaleor.    Marej.    Compt  rend.  CVII,  641. 

494.  Yaiears  relaÜTes  dai  deax  compossntes  de  la  foroe  d^loj^  dans  le  coop  d^aüle 

de  Toiseaa,  dedaites  de  la  direetion  ei  de  Unsertion  des  fibret  da  amicie 
grand  pectonL    Marer.    Compi.  rend.  CVU,  549. 

495.  Sar  le  mode  de  locomotion  des  CheniUes.   G.  Carlet.  Compt  rend.  CYU,  Ul. 

496.  Sor  la  loeomoüon  ierrestre  des  Bepiiles  ei  des  Bairaciens  tteapodes,  eompar6e 

ä  edle  des  Mammilorcs  qaadropMet.  6.  Carlet  Compt  rend.  CTU,  56i. 

497.  De  la  mmnht  d*on  inette  renda  teUapode  par  la  soppression  d*ane  paire  de 

psttes.    a.  Carlet    Compt  rend.  CVU.  565. 

498.  Des  moorements  de  la  nüialfton  de  rangaille  Marey.  Conqit  rend.  CVII,  643. 

YergL  Ajtronoasie.    Copillaritit    HasHcitit    ElekirieKit.    HrdrodTiBaauk. 
Magnetismos    Molekolaq^jsik.  Optik.  Tariationoeehnong  573.  Winae- 


499.  Die  ZittainmeiiTtwing  der  stetigen  endliclien  Transformalionsgroppen.    W. 
Killing.    Matiiem.  Annal  XIXI,  232.     [VergL  Bd.XXXIL  Nr.  354.] 


500.  Sor  one  gCnd  ■lisitirm  de  la  foimale  des  accroimruiiuti  finis.   T.  J.  Stieltjec 
N.  mma.  maÜL  6er  3,  VII,  26. 


50L  Sor  les  iois  de  T^aiHbre  cktmiqne.    H.  Le  Chatelier.    Compt  md.  CVI, 
356,  5M,  687,  1008.  —  F.  Dahem  ibid.  485, 846.  -  J  Montier  ibid.  687. 


502.  Ueber  FimdtmwitalgT^jfii  in  der  Fttffewithwwie.     J.  Ksoblavch.     CMle 

Cni,  25. 

503.  Sor  les  sarfM^es  de  r^ohtfion.  O,  PirosdisL  K.  aan.  madL  Ber.3,  TIL  486. 
50t  Determination  so»  iormt;  «zpüeite  de  toate  soriaoe  r^gl^  raf  ipott^  a  ses 

ügoes  asymptotiquet,  et  «n  particniier  de  toutef  k»  Barfaoes  rbel^es  a 
lignes  a^jmfrt^itiqoes  aic^briqneii     0.  ICoesigk.    Campt,  rend.  CVJ.  5t 

505.  Sor  les  sorfMes  r^Mtsä  afip&eabkn  sor  ane  soriaoe  de  rerolntion.   A.  Feilet 

Co!^yt  f«md.  CVl,  654.  -  Ch.  Biothe  ibid   82V. 

506.  Ueber  eine  besondere  Art  von  gtraia«nsji4«a>«n     it  r.  LiliestbaL  Mattirm 

AnnaL  IXli,  85. 

507.  Sar  la  Msetton  d*uo^  suiiaoe  psr  an  plan  bxtukgect.   Jobel-B^noT.    K.  aim. 

math  Ser.  ti,  VII,  282. 

508.  Snr  la  wurUof:  tsuj^*:uis(^  tmr  une  oonique  doublemezit  »^eante  a  ane  comone 

fixe.    Deuiartre*.    Coinut.  rend.  CVI,  340. 

509.  Ueber  «äne  Kigwtwirirft  der  I^j&dk»,  btü  denen  der  täiH;  flaoptkrfimmnnga- 

raditt  tane  Function  des  andeMb  int.    J.  Weingarten.    C^«UeCI(I,  18t 
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I.  Sur  lea  courbes  de  Mr.  Bertrand,  conKidär^es  comme  liKoea  geod^iques  d« 

fcurlaces  cercl^ea.    G.  Demattrea.    Oompt.  rend.  CVl,  1065. 
1.  Sar   les   surfac^B   qui  oat  pour   ligue«   de  courbure  d'au  Rjsteme  des  h^licct 

trac^es  sur  de«  cjlindrcB  quelconquBB     A.  Petot.    Compt.reod  CVI,  1517, 
!.  üeber  die  BediogUDg  für  ditt  IsomeLrie  der  ErümmimgECUrven.  J.  Knoblaocb. 

Crelle  CUl,  40. 
:,  Sqf    lea   iigoea    de    eoiirbnre  et  lea   lignea   asjmptutique«   des  aarfaces.     Le- 

lieuTre.     Compt.  rend,  CVr.  183. 
.  Sur    les    lignea    de    courbure    des   cjclides.      Q.    Bumbett.      Compt.    rend. 

CVI,  367. 
I.  Sur  I»  tbäorie  des  c^clideü.     UUe.  Bortniker.     Compt.  rend.  CVI,  SU. 
t.  Sur  les  poles  prtucipaox  d'inversion  de  la  cjclide  de  Llupia.     G.  Pourel 

N.  ana.  math.  Ser.  3,  VD,  113. 
'.  Coustructiou  gfoniätrique  de  la  enrface  du  trolii^tne  ordre,    B^flexiooa  sur  U 

gfii^rution  dea  lurfaces  alg^briquea  k  l'aide  de  deux  fiUBceaux  projectifi. 
e  JoDquitree,    Compt.  rend.  CVI,  636.  907;  CVll,  209. 
t.  CoDgtructiou  gäoniätrique  d'uDe  gutface,  k  poiats  doables,  da  qaatri^me  ordre 

De  Jonquieres.     Compt,  rend,  CVIl.  480. 
).  Sur  leu  Eurfacee  de  ungnlariUB  des  BjaUmes  de  coiirbee  conslruitt  aveo  nn 
^Wmeia  doonö.     E.  Coeaerat.     Compt  rend.  CVII.  653. 
Vergl.  Cartogtiipbie.     Geodäsie.     Geschicbte   der  Mathematik  415.     Maximk 
und  Minima  470,  471.     Mechanik  4T'2. 

ObarUchen  rar«it«r  Ordtrasg. 


1   r^elleB  < 


I.  Sur   l'eiiBtence   de  trois  i 

priucipaux  d'un  cone 
.  Sur  une  queation  de  gäoc 

A.  del  Re.     N.  auD 
!.  Propriätä  de«  aurfacee  ( 

math,  Ser  3.  VII,  311. 
l  SurfaceB  du  aecond  degrä  engeudräes  aa  mojeu  d'une  ellipae  et  d'aoe  hyper- 

'    ':   Eitnfea   ceapectivemeot  daus  deux  plana  rectaDgulaires.     E.  Jaggi- 


)  l'equatioD  qui  d^termine  lei  asM 
1.     N.  aoD.  math.  Ser.  3,  VU,  90. 
mi^trie  li^e  ä  la  throne  des  normalem  ä  une  qnadriqne. 

,  math.  Ser,  3,  VD,  359, 

^ntriquee  du  aecond   ordre.      Ern.   Halo.      N.   am. 


N.  I 

S^r.  ä 


VD, 


Vergt.  Ellipaoid.     Ujperbotoid.     Paraboloid. 
OparatlonMBleal. 
I.  Sur  quelquea  familtes   d'opfrateuia   diffärentiela.     R.  Periin.      Compt.  rend. 

Optik. 
..  Tbe  luminiferoua   aetber.     De  Volson  Wood.     Phil  Hag.  Ser.  5,  SX,  aS9, 
'.  Sur  la  meaure  dea  indice«  de  räfraeliona  des  crJBtaui  k  deui  axee  par  l'obeer- 

Tation  dea  angle«  limites  de  r^Qeiion  totale  Bur  deux  face«  qnelcoaqDea. 

Ch.  Soret.     Compt,  rend.  CVD,  176,  479. 
l.  On  the  accnraoy  of  focue  oecesaarj  forEeuBiblj  perfect  definition.   Ravleieh, 

Phil.  Mag,  Ser,  6,  XX.  354. 
i.  On  B  tbeorem  lelaling  to  curved  diffiaction-gratinin.   W.  Bailv.    Phil.  Hajt 

Ser.  B,  XXn.  47.  o         b  j  -«« 

Tergl.  QsBchicbte  der  Mathematik  413. 


Farabal. 

530.  Propri^tä  d'noe  parabole.    E.  Barieien 

Anonyme  ibid.  24  g. 

531.  Propri4t^  de  ta  droite  men6e  du  fojer  d'i 

de  deuz  tangentea.     M.  d'Ücagne. 

Ign.  Beyena  ibid.  443.  —  J    Berui 
53'i.  Sur  deni  a^ries  de  parabolee  daos  un  pUt 

VII,  305. 

Panbolold. 
53S.  Sur  les  änq  oOTtnalei  menöeB  d*un  poiot  k  la  snrhce  d'oQ  paraboloTde  »llip. 

liqD&    L.  Bouiiel    K.  ftiu>.  ma\k.  Set.V  VU.  314. 


N.  anu.  math.  Ser.  3.  VU.  244.  — 

□e  parabole  au  point  d'intenectioti 
N.  »nn.  math.  Ser.  3.  VU,  412-  — 

Ch.  Briiie,  N.  ano.  math.  Ser. 3. 


Abbandlu  ngdregister. 


naalBabria. 
B34.  De  1«  mMnre  <)«  U  •implicit^  dana  les  coaatmcüons  g^om^triquea. 

Lamoine.  C«n>pt.  rend.  CVH.  169. 
535.  FormaleB  lerrojit  ä  faire  coonaitre  lee  CöUa  d'aa  trap^ie  rectangle.     Mo 

BiBnc     N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vü,  332. 


Becüfieatian. 
Sur  les  arci  de«  conrbes  planes.    U.  Humb 
[Vei^l.  Bd.  SXXni,  Kr. 

.....  ,    ...  „  ,     ,..  ,igBi,g, 


637.  Ueber  rectificirbiire  CuTv«a.  L    KOo 


.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII.  6. 
.  Matbem.  Anaal.  XXXll,  b»g. 


638.  EiD  Sata  über  Potenireiben.    Aug.  UutEDier.    Malbetn.  Annal.  XXXIl,  666. 

639.  Sdt  un  tbeor^ne  ginini  de  coDvergence.  -I.  L.  W,  V.  Jentem.  Compt  read. 
CVI,  7S9,  83S,  16!0   -  E.  Ce»aro  ibid.  IU2.  1791, 

640.  Sur  la  couvergeDce  des  airie».    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VO,  49,  401. 
611.  Sdt  an  tbäorerae  gän^ral  de  coDvergence.  J.  L.  W.  V.  Jenaen    N.  ann.  math. 

Ser,  3,  VII,   19«. 

64!.  Sor  lea  caract^rea  de  converaeix^B  et  de  di«ergeiice  de*  a^riea  i  termea  positift. 
P.  da  Boia-ReymoDd.     Compt.  read.  CVU,  941, 

643.  Sur  le  rayon  de  coiiTergence  dea  «eriea  ordoon^ea  auivant  les  puissaiicea  d'uno 

Tunable.    Üadamard.    Compt   rend.  CVI,  ib9. 

644.  Sur  la  limite  de  cooiergeoce  dea  airiea  repr^entant  lea  intiSgralea  des  äqiiK- 

tioDB  diffgrenttellea      E.  Picard      Compt.  mid  CVI,  Uöe. 
646.  Ueber  Cauchj'»   zweittn  Beweis  für  die  Coo»ergen»  der  Fourier'schen  Reibeo 
uad  eine  damit   verwandte   altere  Methode  von  Poiaeon.     A.  üsrnack. 
Mathem    Annat.  XXXU.  176. 

646.  Sar  la  diff^rentiatioD  d'une  s^rie  ordonn^e  auivant  les  pulssance*  croiasantea 
d'ane  variable.     Ch.  Biehler      N.  ann.  math.  Ser  3,   VU,  äOO. 

647.  Däveloppement  de  Taccroiasement  d'un  polynome  ectier  auivaat  les  pniDBiLuces 
des  accroiaaements  dea  v.iriablea.  Marcband.  N.  ann.  math.  Ser.  3, 
VU,  466. 

M8.  Snr  le   däveloppement  d'une  fonction   analjtiqiie  ea   s^rie  de  polyn&mee.     S. 

Piaoherle.     Compt  rend.  CVU,  986 
649.  Sur   le   d^veloppement  en   acnes   dea  fonctioQS  implicitea.     Worontiof.     N. 

ana    math.  Ser.  S,  VU,  368. 

660.  Snr  les  traDaformationa  de  la  a^rie  de  Lambert.  E.  Cesaro.  N.  ann.  math. 
Ser.  3.  VU,  374. 

661.  Ueber  die  Integraldaratellung  der  allgemeinerea  bjperjteometnschen  Reibe,    P. 

Sohafbeitlin     Grelle  GUI,  89     fVergl.  Bd.  SXXHI,  Nr  316.] 

662.  Deber  die  Discrimjnante  der  im  Endlichen  abbrechenden  hjpergeometriacheu 
Reihe.    D.  Hubert.    Grelle  CUI,  337. 

Vergl.  Bestimmte  Integrale  S97.    Differentialgleichungen  317,  318.    Functionen 
381.    Maxima  and  Minima  4i3S.    Zahlentheorie  612. 


gfngnlaritttMi. 

663.  D^tennination  da  nombre  maximum  de«  pointa  douhlea,  proprement  dita,  qhT 
est  permia  d'attribuer  arbitraicement  A  une  surface  alg^brique.  de  degr^ 
f»,  dont  la  d^terminatiou  est  cumplät^e  par  d'autrea  points  simples  donn^s. 
De  Jonqai6res.  Compt,  rend.  CVI,  19.  [Vergl.  Bd.  XXXlll,  Nr.  682.] 
r  un  trait  caructäristique  de  dissemblance  eotre  lea  aorfacea  et  lea  coarbes 
algfbriquea,  d'oü  d^pendent  lea  limitea  respectivea  dea  nombres  de  poiats 
multiples  d'ordre  r  qu'il  est  permiii  de  fear  attribner  arbitrairement. 
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